MANUALI    HOEPLi 


Prof.   E.   PASCAL 

REPERTORIO 

DI 


iiliilll  SlPil 


{DelifiiziflRi  -  Formcle  -  Teorsaii  -  Cenni  MMicsraficl) 


II. 
GEOMETRIA 


i'.^v^ 


JJ'i 


ULRICO  HOEPLI 

i'i>iTORE-LlBRMO  DELLA  RBAL  CASA 
MILANO 


fìé 


-Matìieina±i-C^__De.i:ìJL> 


^iMc^ 


^!MB(if: 


limmM^m 


n 


MANUALI  HOEPLl 


REPERTORIO 


DI 


fATEMATIGHB  SUPERIORI 

(DEDIZIONI  -  FORMOLE  -  TEOREMI  -  CENNI  BIBLIOGRAFICI) 


ERNESTO  PASCAL 

PROF.  ORDINARIO  NELLA  R.  UNIVERSITÀ  DI  PAVIA. 


IL 
GEOMETRIA. 


Fondamenti  di  Geom.  pro- 
iettiva e  analitica 

Forme  nlg-.  tei-narie,  qua- 
ternarie, ecc. 

Connessi 

Coniche 

Quadriche 

Curve  piane  in  generale 

Cubiche  piane  e  storte 

Quartiche  piane  e  atorte 

Superf.  e  curve  storte  in 
generale 

Superf.  cubiche 


Superf.  dì  4.o  ordine 
Superf.  di  ord.  superiore 
Geometria  della  retta 
Geometria  della  sfera 
Geometria  numerativa 
Geom.  infinites.  ed  intrins. 
Curve  e  superfìcie  speciali 
Analysis  situs 
Geometrìa  proiettiva  negli 

iperspazii 
Geometria  infinites.  ed  in- 
trinseca negli  iperspazii 
Geometria  non  euclidea. 


Indice  alfabetico  del  primo  e  secondo  volume. 


ULRICO  HOEPLl 

EDITORE-LIBRA  JO  DELLA  RE  AL   CASA 

MILANO 
1900. 


ì-v^. 


i.- 1^  i 


PROPRIETÀ   LETTERARIA. 


Afflano,   Tip.  Bernardoni  di  C.  Rebeschini  e  C. 


INDICE. 


Prefazione Pac^.  xv 

PARTE   II. 

GEOMETRIA. 
CAPITOLO  PRIMO. 

LA  GEOMETRIA  DELLE  FORME  CONTINUE  FONDAMENTALI. 

§     1.  Definizioni  e  concetti  introduttori Pafi^.  3 

§  2.  La  geometria  delle  forine  di  L»  specie  •  •  „  Il 
§    3.  Geometria  delle  forme  di  2.^  specie.  Piano 

punteggiato  e  rigato „  28 

§    4.  Geometria  delle   forme  fondamentali  di   3.» 

specie.  Lo  spazio  di  punti  e  di  i^iani    .    •    „  49 

CAPITOLO  IL 

GEOMETRIA  DELLE  FORME  DISCONTINUE. 

§    1.  Generalità Pag.    68 

§  2.  Proprietà  proiettive  delle  coppie,  terne,  qua- 
terne di  punti  su  di  una  retta.  Centri  ar- 
monici. A  polarità.  Involuzioni „        71 

§  3.  Sistemi  lineari  di  gruppi  di  punti.  Involu- 
zioni generali „        76 

§  4.  Proprietà  proiettive  dei  triangoli,  quadran- 
goli, esagoni,  ^cf^^ |  ^Ofl'    '     '     *    "        ^^ 


iV  Indice. 

§  5.  Geometria  metrica  del  triangolo  piano.  For- 
molo di  trigonometria  piana Piig-    86 

§  6.  Geometria  metrica  del  triedro  e  del  trian- 
golo sferico.  Formolo  di  trigonometria  sfe- 
rica     „        89 

CAPITOLO  III. 

TEORIA  INVARIANTIVA  DELLE  FORME   ALGEBRICHE. 

CONNESSI. 

§    1.  Generalità  sulle  forme  algebriche     ....  Pag.    99 

§    2.  Principio  di  trasporto „       108 

§    3.  I  connessi.  Le  coincidenze „       112 

§  4.  Alcune  proprietà  generali  sulle  forme  alge- 
briche qualunque.  Jacobiani.  Hessiani.  Leg- 
ge d'inerzia  delle  forme  quadratiche.  Apo- 
larità „       117 

CAPITOLO  lY. 

LE   CONICHE. 

§    1.  Generazione    proiettiva   delle   coniche.    Pro- 
prietà che  ne  dipendono  immediatamente.  Pag.  124 
§    2.  Proprietà  fondamentali  proiettive  delle   co- 
niche. Teoremi  di  Pascal,  Brianchon,  l)e- 

sargues „       127 

§    3.  Formolo    principali    di    geometria    analitica 

delle  coniche „       131 

§    4.  Principali  proprietà  metriche  delle  coniche.     „       144 

§    5.  Proprietà  focali  delle  coniche „       147 

§    6.  Fasci  di  coniche ^       151 

§    7.  Le    formazioni   invariantive    del   sistema   di 

una  0  due  forme  ternarie  quadratiche  .     .    „       154 


Indice.  v 

CAPITOLO  V. 

LE     QUADRIGHE. 

§  1.  Generazione  proiettiva  .delle  quadrìche.  Po- 
larità      Pag.  159 

§    2.  Principali    formole    di    geometrìa    analitica 

delle  quadriche „      166 

§    3.  Proprietà  focali  delle  quadriche „      184 

§  4.  Proprietà  metriche  delle  quadriche.  Quadri- 
che  equilatere „       189 

§    5.  Fasci  e  reti  di  quadriche „      192 

CAPITOLO  YI. 

TEORIA  GENERALE  DELLE   CURVE  PIANE  ALGEBRICHE. 

§    1.  Generalità.  Punti  singolari.  Formole  di  Plii- 

cker.  Discriminante Pag.  196 

§    2.  Teoria  della  polarità.  Curve  covarianti.    .    .  „  208 

§    3.  Sistemi  lineari  di  curve  piane „  219 

§    4.  I  gruppi  di  punti  su  di  una  curva  algebrica  „  227 
§  '  5.  Trasformazioni   biunivoche    del    piano    o   di 

curve  piane.  Trasformazioni  multiple    .    .  „  240 

CAPITOLO  YIL 

LE     CUBICHE     PIANE. 

§    1.  Generalità   sulle    cubiche.    Punti    di    flesso. 

Punti  tangenziali Pag.  249 

§    2.  Generazioni  proiettive  delle  cubiche     .    .    .    „      255 

§  3.  Forme  canoniche  dell'  equazione  di  una  cu- 
bica. Classificazioni  varie  delle  cubiche    .    „      257 

§    4   La  forma  cubica  ternaria.    Suoi  invarianti  e 

covarianti „      263 


VI 


Indice» 


CAPITOLO  YIII. 


LE     QUARTICHE     PIANE. 

§  1.  Generalità.  Generazioni  delle  quartiche.  Tan- 
genti doppie.  Coniche  e  cubiche  di  contatto.  Pag.  271 

§    2.  Quartiche  con  punti  singolari „      282 

§    3.  La  forma  qu artica  ternaria „      286 

CAPITOLO  IX. 

TEORIA  GENERALE  DELLE  SUPERFICIE  E  CURVE  GOBBE 
ALGEBRICHE. 

§  1.  Generalità.  Superficie  sviluppabili  e  gobbe. 
Intersezioni  di  superficie.  Geometria  sulle 

superficie  algebriche Pag.  289 

§    2.  Rappresentazione  analitica  delle  curve  storto. 

Le  superficie  monoidi  di  Cayley   .    .    .    .     „      303 

§    3.  Classificazione  delle  curve  storte „      807 

§  4.  Punti  singolari  di  superficie  e  curve  gobbe. 
Loro  numeri  caratteristici.  Secanti  multiple 
delle  curve  gobbe.  Genere.  Formolo  di  Cay- 
ley. Contatti  di  superficie „      314 

§    5.  Superficie  polari.  Superficie  covarianti.    .    .     „      330 

§    G.  Sistemi  lineari  di  superficie „      333 

§  7.  Trasformazione  birazionale  dello  spazio,  o 
delle  superficie.  Ilappresontazione  piana 
delle  superficie „      336 

CAPITOLO  X. 

LE  CURVE  STORTE  DI  VARI  ORDINI. 

ci    1.  Le  curve   sulle   superficie  di  2.»   ordine.  Le 

curve  sferiche Pag.  346 

§    2.  Le  cubiche  storte  o  gobbe „      353 

§    3.  Le  quartiche  gobbe  di  1.»  specie „      362 


Indice.  vii 

§    4.  Quartiche  ^obbe  di  2.a  specie Pag.  368 

§    5.  Lo  curve  storte  di  5.»,  6.'^,  ecc.  ordine  .     .    .    „      375 
§    6.  Le  curve  storte  razionali „      382 

CAPITOLO  XL 

LE  SUPERFICIE  DI  3.0   ORDINE. 

§  L  Generalità.  Le  superficie  a  punti  doppi.  Ge- 
nerazioni geouietricho P^^»  386 

§    2.  Il  pentaedro  di  Sylvester.   L'Hessiana  della 

superficie  cubica „      402 

§    3.  Le  rette  della  superficie  di  3.o  ordine.  I  piani 

tritangenti.  Gli  esaedri  polari  di  Cremona.    „      407 

§     4.  Classificazione  delle  superficie  cubiche  reali 

generali „      416 

§    5.  Rappresentazioni  piane  della  superficie  cubica    „      417 

§    6.  La  forma  cubica  quaternaria „      419 

CAPITOLO  XIL 

LE   SUPERFICIE  DI  4.0   ORDINE. 

§    1.  Generalità.  Superficie  a  punti  doppi  e  a  linee 

doppie Pag.  422 

§    2.  Le  superficie  quartiche  a  punti  doppi  .    .    .  „  425 

§    3.  La  superficie  di  Kummer %•     •    •  «  430 

§    4.  Il  tetraedroide  di  Cayley  e  la  superficie  delle 

onde „  442 

§  5.  Superficie  di  4.o  ordino  contenenti  infinite  co- 
niche        „  447 

§    6.  Le  superficie  di  4.o  ordino  a  conica   doppia 

0  cuspidale „  450 

§    7.  Le  ciclidi.  La  ciclide  di  Dupin „  461 

§    8.  Le   superficie   di   4.o   ordine    con   una   retta 

doppia „  471 

§    9.  La  superficie  romana  di  Steiner „  474 

§  10.  Le  rigate  di  4.o  ordine „  480 


vili  Indice. 


CAPITOLO  XIII. 

SUPERFICIE  DI  ORDINE   SUPERIORE  AL   QUARTO. 
SUPERFICIE  RIGATE. 

§    1.  Superficie  di  5.o  ordine  non  rifiato    ....  Pag.  494 

§    2.  Sviluppabili  di  5.o  ordine „  499 

§    3.  Rigate  gobbe  di  5.o  ordine „  503 

§    4.  Superficie  di  6.»  ordine,  o  classe „  507 

§    5.  Sviluppabili  di  7.o  ordine „  514 

§    6.  Superficie  rigate  di  ordine  qualunque  .    .    •  „  515 
§    7.  Superficie  razionali.  Superficie  a  sezioni  ra- 
zionali, 0  ellittiche,  o  iperellittiche  .    .    .  „  526 

CAPITOLO  XIV. 

LA  GEOMETRIA  DELLA  RETTA  NELLO  SPAZIO, 
E  LA  GEOMETRIA  DELLA  SFERA. 

§    1.  Greneralità.  Coordinate  di  rette  nello  spazio.  Pag.  529 
§    2.  Complesso   algebrico    generale    di   grado  n. 
La  notazione  simbolica  di  Battaglini  e  dì 

Clebsch.  Forme  invariantive  del  complesso  „  537 

§    3.  I  complessi  lineari „  544 

§    4.  Fasci  e  reti  di  complessi  lineari „  547 

§    5.  Complessi  lineari  involutori  di  Klcìn     .    .    .  „  549 

§    6.  Complessi  quadratici  in  generale „  551 

§    7.  Classificazione  dei  complessi  quadratici    .     .  „  558 

§    8.  Complesso  Battaglini  o  armonico „  573 

§    9.  Complesso  di  Reye  o  tetraedrale „  575 

§  10.  Teoria  generale  delle  congruenze  di  retto    .  „  578 

§  11.  Congruenze  di  l.<^  ordine „  585 

§  12.  Congruenze  di  2.o  ordine  senza  linee  singolari  „  587 

§  13.  Congruenze  di  2.o  ordino  con  lince  singolari.  „  594 

§  14.  Geometria  della  sfera „  599 


Indice,  IX 


CAPITOLO  XY. 

GEOMETRIA  NUMERATIVA. 

§    1.  Generalità.  Principio  della  conservazione  del 

numero Pag.  604 

§  2.  Calcolo  simbolico  delle  condizioni.  Formolo 
di  incidenza  e  coincidenza.  Teoremi  sui 
contatti „      608 

§    3,  Teoria  delle  caratteristiche „      618 

§  4.  Metodo  per  la  ricerca  dei  numeri  caratteri^ 
stici  per  un  sistema  di  forme  e  riassunto 
di  alcuni  notevoli  risultati  di  Geometria 
numerativa .    „      623 

CAPITOLO  XVL 

TEORIA  INFINITESIMALE  DELLE   CURVE  E   SUPERFICIE. 

§    1.  Tangenti  e  normali  a  curve  e  superficie  .    .  Pag.  631 
§    2.  Concavità  e  convessità  delle  curve  piane.  In- 
flessione      „      637 

§    3.  Aree  piane,   archi,  volumi,   e   aree  super- 
ficiali      „      638 

§  4.  Curvatura  delle  linee  piane  e  storte.  Tor- 
sione. Equazioni  intrinseche „      649 

§    5.  Contatti  di  curve  e  superficie „      659 

§  6.  Inviluppi  di  curve  e  superficie.  Superficie  svi- 
luppabili     , „      662 

§    7.  Evolute  ed  evolventi „      664 

§  8.  Coordinate  curvilinee.  Elemento  lineare  delle 
superficie.  Forme  differenziali  fondamen- 
tali delle  superficie.  Rappresentazione  con- 
forme. Rappresentazione  sferica  .  .  .  .  „  666 
§  9.  Linee  tracciate  sulle  superficie.  Linee  di  cur- 
vatura. Tangenti  coniugate.  Lìnee  geode- 
tiche. Linee  assintotiche    .,,,.,.„      677 


X  Indice. 

§  10.  Curvature  delle  superficie.  Applicabilità  delle 

superficie Pag.  693 

§  11.  Superficie  a  curvatura  totale  costante.  Super- 
ficie pseudosferiche „  699 

§  12.  Superficie  a  curvatura   media    costruite.    Su- 
perfìcie minime „  707 

§  13.  Superficie  evolute „  715 

§  14.  Sistemi  tripli  di  superficie  ortogonali   .    .    .  „  718 

§  15.  Congruenze  di  rette „  722 

CAPITOLO  XYII. 

PRINCIPALI    GENERAZIONI  E  TRASFORMAZIONI 

METRICAMENTE  SPECIALIZZATE  DI  CURVE  E   SUPERFICIE. 

LA  GEOMETRIA  DI  CURVE   SPECIALL 

§    1.  Curve  e  superficie  inverse  ed  arguesiane.  Tra- 
sformazione  per   raggi  vettori   reciproci. 

Trasformazione  Arguesiana Pag.  730 

§    2.  Podaria  di  una  curva  piana  o  di  una  super- 
ficie    „      733 

§    3.  Curve  e  superficie  caustiche „      735 

§    4.  Curve  e  superficie  parallele  e  curve  e  super-* 

fìcie  concoidi „      739 

§    5.  Curvo  sottrici „      740 

§    6.  Curve  cicloidali  o  rullette.  Curve   di  sdruc- 
ciolamento      „      741 

§    7.  Superficie  di  rotazione  ;  cilindriche;  coniche; 

conoidi „      743 

§    8.  Coniche • „      744 

§    9.  Cissoidi.  Cubica  o  versiera  di  Agnesi.  Triset- 

trice  di  Maclaurin.  Strofoide.  Folium    .    .    „      749 
§  10.  Ovali  di  Cassini.  Lemniscata.  Curva  ad  otto.    „      754 
§  11.  Ovali  di  Cartesio.   Lumaca  di  Pascal.   Car- 
dioide. Concoide  di  Nicomede.  Spiriche     .    „      760 
§  12.  Cicloide.   Trocoide.   Ipocicloide.   Epicicloide. 

Astroide.  Tetracuspide „      766 


Indice.  xi 

§  13.  Le  8X3Ìrali.  Le  curve  di  Ribaucour     ....  Pag.  771 
§  14.  Catenaria.  Curve  di  Delaunay.  Trattrice.  Si- 
nusoide. Quadratjrice.  Curva  elastica.     .    .    „      776 
§  15.  Curve  gobbe.  Eliche.  Lossodromiche      .    .     .    „      781 
§  16.  Cicliche  sferiche.  Finestre  di  Yiviani.   Spiri- 
che sferiche „      784 

CAPITOLO  XVIII. 

ANALYSIS   SITUS  O   TOrOLOGIA.    TEORIA  DEI  POLIEDRI. 
CONNESSIONE  DELLE  SUPERFICIE  DI  RIEMANN. 

§    1.  Connessione  delle  superficie.   Superficie  uni- 

latere   e  bilatere.   Numero  fondamentale. 

Cenere Pag.  786 

§    2.  Connessione  degli  spazi „      794 

§    3.  Rete  policdrale.  Teorema  di  Eulero.  Poliedri 

dello  spazio  a  tre  e  a  più  dimensioni  •  .  „  796 
§    4.  Connessione  delle  superficie  di  Iliemanu.  Ptie- 

mannia»e  regolari  o  simmetriche .  .  .  .  „  803 
§    5.  Le  Riemanniane  in  senso  x)roiettivo  di  Klein    „      811 

CAPITOLO  xrx. 

GEOMETRIA  PROJETTIVA  DEGLI  IPERSPAZI. 

§  1.  Generalità.  Yarietà  lineari.  Relazioni  pro- 
iettive e  metriche.  Corrispondenze  omo- 
grafiche       Pag.  814 

8  2.  Varietà  non  lineari.  Ipersuperficie.  Rappre- 
sentazione monoidale „      823 

§  3.  Le  iperquadriche  di  Sn.  Indicazioni  sulle  iper- 
superficie cubiche  di  /S^ „      827 

§  4.  Le  superficie  cioè  lo  varietà  a  due  dimen- 
sioni dello  spazio  >S'„.  Le  rigate.  La  super- 
ficie di  Yeronese  per  lo  spazio  S^^     .    .    .    „      830 

§    5.  Le  curve  negli  spazi  Sn „      835 


XII  Indice. 


CAPITOLO  XX. 

LA   GEOMETRIA  INFINITESIMALE  E   INTRINSECA 
NEGLI  IPERSPAZI  LINEARI  E  NEGLI  SPAZI  A   CURVATURA 

COSTANTE. 

§    ].  Le  curve  negli  iperspazi  lineari Pag.  844 

§  2.  Geometria  differenziale  delle  varietà  a  più 
dimensioni  immerse  in  spazi  lineari.  Forme 
differenziali  quadratiche „      848 

§  3.  Deformazione,  spostamenti  e  curvatura  Rie- 
mannìana  di  uno  spazio.  Spazi  a  curvatura 
Riemanniana  costante „      853 

§  4.  Altra  estensione  del  concetto  di  curvatura 
per  una  varietà  o  spazio  a  più  che  due 
dimensioni,  immerso  in  uno  spazio  su- 
I)eriore „      862 

§  5.  La  Geometria  differenziale  delle  varietà  a  due 
dimensioni  (superfìcie)  immerse  negli  spazi 
a  curvatura  costante  di  Riemann .    .    .    .    „      867 

CAPITOLO  XXI. 

LA   GEOMETRIA  ASSOLUTA,  E   SPECIALMENTE  LA   GEOMETRIA 
NON  EUCLIDEA  NEL  PIANO  E   NELLO   SPAZIO. 

§     1.  Cenno    storico    sulla    Geometria    non    eu- 
clidea      Pag.  869 

§  2.  Il  postulato  Y  d'Euclide.  I  risultati  ottenuti 
sino  a  Lobatschewsky  e  Bolyai.  Le  tre 
geometrie  dal  punto  di  vista  elementare  .    „      873 

§    3.  Le  relazioni  metriche   ordinarie  sotto  forma 

proiettiva „      882 

§  4.  L'assoluto  di  Cayley.  La  metrica  proiettiva. 
Interpretazione  proiettiva  delle  tre  geo- 
metrie  r    .    .    „      886 


Indice.  xiii 

§  5.  Rappresentazione  di  Beltrami  della  geome- 
tria non  euclidea,  su  Buperficio  o  varietà 
superiori  degli  spfazi  euclidei Pag.  890 

CAPITOLO  xxir. 

GEOMETRIA  MODERNA  DEL   TRIANGOLO. 

Punti  e  circoli  di  Lemoine  e  di  Brocard.  Betta  di 
Eulero.  Circolo  dei  nove  punti  o  di  Feuerbach. 
Circoli  di  Taylor,  di  Tucker.  Retta  di  Simpson   .  Pag.  892 


Indice  alfabetico   delle  cose   contenute   nel  I  e  II 

volume  di  quest' Opera .,.,.,,,,.  Pag.  901 


PREFAZIONE 


Jja  buona  accoglienza  fatta  dal  pubblico  ma- 
tematico alla  prima  parte  di  quest'opera,*  mi  ha 
indotto  ad  occuparmi  con  maggior  cura  e  diligenza 
di  questa  seconda  parte,  la  quale  è  riuscita  assai 
più  estesa,  e  ricca  di  particolari  e  di  notizie,  e  mi 
è  costata  assai  maggior  fatica. 

Avendo,  nella  Prefazione  della  prima  parte,  già 
trattato  degli  scopi  del  mio  lavoro,  e  degli  intenti 
che  con  esso  io  mi  proponevo  di  raggiungere,  posso 
ora  ritenermi  dispensato  dal  ripetere  le  cose  già 
dette  in  quell'occasione. 

Un  lavoro  come  questo  che  io  pubblico,  può  an- 
che rendere,  parmi,  il  gran  servigio  di  estendere 
con  una  relativa  facilità  la  cultura  dei  giovani  ma- 
tematici, che  molte  volte  hanno  il  grave  torto  di 
specializzarsi  troppo,  cioè  di  dedicarsi,  con  troppo 
esclusivismo,  ad  una  specialissima  parte  delle  ma- 
tematiche, trascurando  tutte  le  altre. 


*  Una  traduzione  tedesca  di  quest'  opera,  per  cura  di  A. 
SciiEPP,  (3  in  corso  dì  stampa  a  Leipzig  pei  tipi  del  celebre 
editore  Teubner,  e  una  traduzione  polacca  per  cura  di  S. 
DiCKSTEiN  sì  sta  pubblicando  a  Warszawa. 
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La  specializzazione  negli  studi  è  venuta  a  mano 
a  mano  come  una  necessaria  conseguenza  dell'im- 
menso sviluppo  che  in  questo  secolo  hanno  preso 
le  varie  parti  della  scienza,  ma  anche  nella  spe- 
cializzazione una  misura  ci  vuole,  e  io  ho  sempre 
pensato  che  non  è  bello  il  vedere  dei  matematici 
limitare,  quasi  deliberatamente,  la  propria  cultura 
solo  ad  un  ristrettissimo  campo,  e  credersi  legit- 
timamente dispensati  dal  volgere  anche  un  solo 
sguardo  ai  campi  vicini:  è  poi  meno  bello  ancora 
il  vedere  dei  giovani  acquistare  troppo  presto 
una  siffatta  tendenza. 

Ora  io  credo  che  noi  dobbiamo  combattere,  con 
tutte  le  nostre  forze,  una  cosi  pericolosa  tendenza. 
Una  dieta  intellettuale  che  comincia  e  finisce  con 
un  cibo  solo  non  può  essere  profittevole  per  alcuno, 
e  può  essere  invece  causa  di  grandi  mali,  perchè, 
come  una  volta  disse  Gladstone  in  un  discorso  te- 
nuto nel  1879  agli  studenti  dell' Università  di  Gla- 
sgow, con  cotesta  esclusività  ci  si  priva  del  bene- 
fizio di  quella  luce  di  fianco  che  i  regni  della 
scienza  gittano  l'uno  sull'altro,  e  ci  si  dispone  ad 
esagerare  la  forza,  il  valore  e  forse  la  importanza 
del  proprio  particolare  merito.  Ora  se  ciò  è  vero 
per  i  rapporti  che  le  varie  scienze  hanno  le  une 
colle  altre,  quanto  non  sarà  vero  per  le  varie  parti, 
divisioni  e  suddivisioni  della  medesima  scienza? 
E  quanto  non  sarà  vero  ancor  piìi  per  le  scienze 
matematiche,  i  cui  più  recenti  progressi  hanno 
sempre  viemeglio  mostrato  quanto  sieno  fragili  le 
barriere  che  pareva  ne  separassero  le  varie  parti? 
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Alla  fine  di  questo  Yolume  ho  fatto  seguire  un 
particolareggiato  indice  alfabetico  di  tutte  le  cose 
contenute  nel  1.^  e  nel  2.^.  Quei  critici  che  si  sono 
meravigliati  della  mancanza  di  un  tale  indice  alla 
fine  della  prima  parte,  non  hanno  pensato  che 
sarebbe  stato  inutile  e  assai  meno  comodo  il  fare 
due  separati  indici  alfabetici. 

Nelle  indicazioni  bibliografiche  sono  stato  al- 
quanto più  diffuso  in  questo  secondo  volume.  Però 
non  si  creda  che  abbia  citato  tutto  ciò  che  c'era 
da  citare,  il  che  mi  sarebbe  parso  eccessivo  ed  inu- 
tile; ciò  che  è  necessario,  parmi,  si  è  solo  di  porre 
bene  in  vista  i  lavori  più  importanti  riflettenti  un 
determinato  soggetto,  quelli  cioè  che  hanno  trac- 
ciato r  orma  più  profonda  e  che  sono  da  repu- 
tarsi il  fondamento  degli  altri;  che  se  invece  ci 
si  lascia  dominare  dalla  manìa  di  citar  troppo  si 
finisce  col  far  perdere  al  lettore  l'orientamento  più 
naturale  e  più  semplice. 

Nella  disposizione  generale  delle  varie  parti, 
sono  stato  costretto  alle  volte,  per  seguire  un  certo 
ordine  di  simmetria,  da  cui  ho  creduto  bene  non 
allontanarmi,  a  non  seguire  l'ordine  logico,  e  a 
porre  in  precedenza  qualche  teoria,  per  le  dimo- 
strazioni riguardanti  la  quale  (ma,  si  badi  bene, 
non  per  comprenderne  i  risultati)  occorrerebbe 
qualche  concetto  che  appartiene  a  teorie  poste 
dopo;  per  l'indole  del  nostro  libro  non  mi  sembra 
che  ciò  possa  reputarsi  un  inconveniente. 

Devo  poi  ancora  avvertire  che  il  posto  più  na- 
turale del  Gap.  XXII  {Geometria  del  triangolo) 
sarebbe  stato  alla  fine  del  Gap.  II;  ma  i  fogli  di 
questo  capitolo  erano  già  stampati  quando  pensai 
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alla  opportunità  di  fare  anche  un  cenno  dei  mo- 
derni studi  sulla  Greometria  del  triangolo. 


Terminando  questa  Prefazione  debbo  infine  ren- 
dere pubbliche  grazie  al  solerte  e  operoso  Editore 
Comm.  U.  HoEPLi  alla  cui  larga  liberalità  si  deve  ^ 
se  libri  di  tal  genere  possano  pubblicarsi  in  Italia;  j 
e  devo  infine  ringraziare  di  cuore  il  Sig.  Dottor  ^ 
U.    Aeschlimann   di   Winterthur    che,    offertosi! 
spontaneamente,  si  è  addossato  il  non  lieve  com-  \ 
pito  di  rivedere  tutte  le  bozze  di  stampa  di  que- 
sto secondo  volume. 

Yoglio  augurarmi  che  il  penoso  lavoro  da  me 
durato  per  condurre  a  compimento  quest'Opera, 
possa  essere  utile,  e  non  sia  stato  durato  indarno; 
e  spero  poi  che  il  lettore  vorrà  essere  indulgente 
nel  giudicarmi,  e  che  vorrà  perdonare  qualche 
menda  nella  quale  per  avventura,  avrò  potuto  in- 
correre, e  ciò  specialmente  considerando  che  que- 
st'Opera, nella  quale  trovan  posto  tutte  le  più 
svariate  parti  delle  matematiche  pure,  non  è  il 
risultato  della  collaborazione  di  molti  e  diversi 
intelletti,  ma  del  lavoro  di  un  intelletto  solo. 

Pavia,  31  a^^osto  1899. 

Ernesto  Pascal. 


PARTE  IL 

GEOMETRIA. 


CAPITOLO  PRIMO, 
La  geometria  delle  forme  continue  fondamentali. 


§   1.   —  Definizioni  e  concetti  introduttoei. 

Si  indicano  col  nome  di  forme  geometriche  fon- 
damentali  di  1/^  specie  le  seguenti  tre  figure  geo- 
metriche : 

1.  La  retta  punteggiata,  cioè  l'assieme  di  tutti 
i  punti  (elementi  della  forma)  situati  su  di  una 
retta,  che  si  chiama  sostegno  della  punteggiata, 

2.  Il  fascio  di  rette^  cioè  V  insieme  di  tutte  le 
rette  di  un  piano  passanti  per  un  punto  (sostegno 
0  centro  del  fascio), 

3.  Il  fascio  di  piani^  cioè  l'insieme  di  tutti  i 
piani  dello  spazio  passanti  per  una  retta  (sostegno 
0  asse  del  fascio.) 

Si  indicano  col  nome  di  forme  geometriche  di 
2.*  specie  le  seguenti  quattro  figure  geometriche: 

1.  Il  piano  punteggiato,  cioè  l'assieme  di  tutti 
i  punti  di  un  piano. 

2.  Il  piano  rigato^  cioè  l'assieme  di  tutte  le 
rette  di  un  piano. 

3.  La  stella  di  rette^  cioè  l'insieme  di  tutte 
le  rette  dello  spazio  passanti  per  un  punto. 
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4.  La  stella'  di  piani^  cioè  F  insieme  di  tutti  i 
oiani  dello  rpa?io  passanti  per  un  punto. 

Si  chiamano  poi  iufine  forme  geometriche  di  3.^ 
specie  le  Seguenti-:-       : 

1.  Lo  spak^io' punteggiato,  cioè  l'insieme   di 
tutti  i  punti  dello  spazio. 

2.  Lo  spazio  di  piani^  cioè  l'insieme  di  tutti 
i  piani  dello  spazio. 

Per  brevità  suole  poi  anche  indicarsi  col  nome 
di  sistema  piano  V  assieme  del  piano  punteg- 
giato e  del  piano  rigato;  col  nome  di  stella  l'as- 
sieme delle  due  stelle,  di  rette  e  di  piani  ;  e  col 
nome  di  spazio  l'assieme  delle  due  forme  di  3.*^ 
specie. 

Data  una  forma  geometrica  di  L*  specie  si  può 
stabilire  nna  corrispondenza  fra  i  suoi  elementi  e 
i  numeri  della  serie  naturale  in  modo  che  ad  ogni 
elemento  corrisponda  un  solo  numero^  e  ad  ogni 
numero  corrisponda  uno  e  uno  solo  elemento^  e  in 
modo  inoltre^  che,  fissato  tm  numero  N  e  V eie- 
mento  corrispondente  a,  data  una  quantità  <j  pic- 
cola a  piacere^  si  possa  sempre  trovare  un^  altra 
quantità  '^  tale  che  per  tutti  i  numeri  compresi 
fra  Ne  N  +  'r^  gli  elementi  corrispondenti  abbiano 
una  distanza  da  a  (se  si  tratti  di  punteggiata)  o 
facciano  un  angolo  con  a  (se  si  tratti  di  fasci) 
minore  di  a.  Per  queste  due  proprietà  la  corri- 
spondenza si  dice  biunivoca  e  continua. 

Data  una  forma  geometrica  di  2.*  o  3.^  specie 
si  può  similmente  stabilire  una  corrispondenza  biu- 
nivoca e  CONTINUA  fra  i  suoi  elementi  e  le  coppie 
ovvero  rispett,  le  terne  di  numeri  naturali,  (Dando 
per  "  corrispondenza  continua  „   ima  definizione 


i,  1,  —  Forme  geoni.  fondamentali.  5 

analoga  a  quella  data  sopra  per  il  caso  delle  forme 
di  1,^  specie.) 

Questi  numeri  che  in  siffatto  modo  corrispon- 
dono airelemento  della  forma  data  si  indicano  col 
nome  di  coordinate  degli  elementi  della  forma 
stessa. 

Le  forme  di  i/,  2.^,  3.^  specie  sono  rispettiva^ 
mente  forme  ad  tina^  dicCj  tre  coordinate. 

Si  suol  dire  anche  che  le  forme  di  1/'^,  2.^,  3.^ 
specie  sono  rispettivamente  ad  una,  clue^  tre  di- 
mensioni,  o  anche  che  esse  conteng-ono  rispettiva- 
mente cjo\  cx)2j  oo^  elementi. 

Proiettare  da  un  centro  fisso  (centro  di  proie- 
zione) una  figura  composta  di  punti  e  rette,  signi- 
fica costruire  le  rette  che  passano  per  il  centro  e 
per  i  punti  della  figura,  e  i  piani  che  passano  per 
il  centro  fisso  e  per  le  rette  della  figura. 

Proiettare  da  ttna  retta  fissa  (asse  di  proiezione) 
una  figura  composta  di  punti,  significa  costruire  i 
piani  passanti  per  la  retta  fissa  e  per  ciascuno  dei 
punti  dati. 

Segare  con  un  piano  una  figura  composta  di 
piani  e  rette,  significa  costruire  le  intersezioni  del 
piano  segante  coi  piani  e  colle  rette  date. 

Segare  con  una  retta  una  figura  composta  di 
piani  significa  costruire  le  intersezioni  della  retta 
con  tutti  i  piani  della  figura. 

Le  forme  geometriche  della  stessa  specie  si  dedu- 
cono Vima  dalValtra  mediante  proiezioni  e  sezioni. 

Nella  geometria  moderna  ha  grande  importanza 
lo  studio  delle  corrispondenze  fra  le  figure  o  fra 
le  forme  geometriche,  nell'intento  di  ricavare  le 
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proprietà  di  una  figura  da  quelle  di  una  figura  ad 
essa  corrispondente. 

Una  corrispondenza  può  essere  biunivoca  o  no. 
E  biunivoca  quando  ad  un  elemento  di  una  delle 
due  forme  corrisponde  uno  e  un  solo  elemento 
dell'altra,  e  viceversa. 

Le  due  forme  messe  in  corrispondenza  possono 
anche  essere  sovrapposte  cioè  avere  il  medesimo 
sostegno.  In  tal  caso  la  corrispondenza  può  essere 
tale  che  ad  un  elemento  corrisponda  sempre  il 
medesimo  altro  elemento,  sia  che  il  primo  si  con- 
sideri appartenente  ad  una  forma,  sia  che  si  con- 
sideri appartenente  all'altra;  una  siffatta  corrispon- 
denza si  chiama  involutoria;  si  dice  anche  che  al- 
lora gli  elementi  si  corrispondono  in  doppio  modo. 

Fra  le  più  semplici  corrispondenze  sono  da  no- 
tsLYsi  la  proietti vità^  detta  anche  collinearità  o  omo- 
grafia; (di  cui  son  casi  particolari  la  omologia^  e 
la  prospettività)  e  la  dualità  detta  anche  correla- 
zione 0  reciprocità. 

Due  forme  geometriche  fondamentali  si  dicono 
riferite  proiettivamente^  o  in  corrispondenza  pro- 
iettiva^ 0  semplicemente  proiettive.,  se  fra  i  loro 
elementi  può  stabilirsi  una  tal  corrispondenza  che 
l'una  può  dedursi  dall'altra,  mediante  un  numero 
finito  di  proiezioni  o  sezioni.  In  luogo  della  deno- 
minazione forme  proiettive  si  può  anche  adope- 
rare l'altra  di  forme  omografiche  o  collineari. 
Questa  definizione  non  vale  per  forme  di  3.*  spe- 
cie. Per  queste  può  valere  la  seguente  altra: 

Due  forme  di  2.''  o  3.'^  specie  si  dicono  proiet- 
tive se  i  loro  elementi  di  medesima  specie  si  cor- 
rispondono biunivocamente,  e  in  modo  che  ad  eie- 
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menti  che  si  appartengono  corrispondono  anche 
elementi  che  si  appartengono. 

Due  forme  proiettale  ad  una  terza  sono  anche 
proiettive  fra  loro. 

Due  forme  fondamentali  sono  prospettive  nei  se- 
guenti casi  : 

a)  Due  punteggiate,  se  sono  sezioni  di  uno 
stesso  fascio  di  raggi  ; 

b)  Due  fasci  di  piani,  se  proiettano  da  due 
centri  diversi  uno  stesso  fascio  di  raggi  ; 

e)  Due  fasci  di  raggi,  se  proiettano  una  stessa 
punteggiata  da  due  centri  diversi,  o  sono  sezioni 
di  uno  stesso  fascio  di  piani; 

d)  Una  punteggiata  e  un  fascio  di  raggi  (o  di 
piani);  ovvero  un  fascio  di  raggi  e  uno  di  piani, 
se  la  prima  forma  è  una  sezione  della  seconda; 

e)  Due  piani  punteggiati  o  rigati,  se  sono  se- 
zioni di  una  stessa  stella  ; 

f)  Due  stelle,  se  proiettano  da  due  centri  di- 
versi un  medesimo  piano  punteggiato  o  rigato; 

g)  Un  piano  punteggiato  o  rigato  e  una  stella, 
se  la  prima  forma  è  una  sezione  della  seconda. 

Due  sistemi  piani  sovrapposti  si  dicono  omolo- 
gici se  sono  sezioni  di  .due  stelle  prospettive;  e 
due  stelle  col  medesimo  centro  si  dicono  omologi- 
che se  proiettano  da  un  centro  due  sistemi  piani 
prospettivi. 

Due  sistemi  piani  si  dicono  diiali^  reciproci y  o 
correlativi  se  i  punti  dell'uno  corrispondono  biu- 
nivocamente  alle  rette  dell'altro,  e  viceversa,  e 
in  modo  che  ad  elementi  che  si  appartengano 
corrispondano  anche  elementi  che  si  appartengono. 
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Due  spazi  si  dicono  diiali^  reciproci  o  correla- 
tivi se  i  punti,  le  rette  e  i  piani  dell'uno  corri- 
spondono biunivocamente  e  rispett.  ai  piani,  alle 
rette  e  ai  punti  dell'  altro,  e  in  modo  che  ad  ele- 
menti che  si  appartengano  corrispondano  anche 
elementi  che  si  appartengono. 

Si  dice  proprietà  proiettiva  di  una  figura  quella 
che  si  conserva  quando  alla  figura  se  ne  sostitui- 
sce un'altra  ad  essa  proiettiva*  Una  proprietà  di- 
pendente essenzialmente  da  misure  di  distanze,  an- 
goli, aree,  ecc.  si  dice  proprietà  metrica. 

Alcune  proprietà  metriche  possono  anche  essere 
proiettive* 

Si  dice  poi  proprietà  grafica  o  descrittiva  o  di 
posizione  una  proprietà  che  si  riferisce  esclusiva- 
mente alla  posizione  degli  elementi  di  una  figura 
(come  il  passare  una  linea  o  superficie  per  certi 
punti,  0  l'avere  più  linee  o  superficie  certi  punti 
comuni  0  linee  comuni,  ecc.)  e  da  cui  è  eliminata 
ogni  qualsiasi  idea  di  quantità. 

Ogni  proprietà  grafica  è  sempre  proiettiva. 

Le  proprietà  grafiche  delle  figure  sono  sotto- 
poste ancora  alla  legge  che  si  chiama  principio  di 
dualità  0  di  correlazione  nel  piano  e  nello  spazio: 

Ogni  teorema  esprimente  una  proprietà  grafica 
di  nna  figura  piana,  continua  a  sussistere  se  mu- 
tiamo dappertutto  gli  elementi  retta  e  punto  ne- 
gli elementi  punto  e  retta,  e  sostitniamo  ad  ele- 
menti che  si  appartengano  ancora  elementi  che  si 
appartengano. 

Ogni  teorema  esprimente  una  proprietà  grafica 
di  nna  figura  solida  continua  a  sussistere  se  mu- 
tiamo dappertutto  gli  elementi  punto  e  piano  negli 
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elementi  piano  e  punto,  e  lasciamo  inalterato  V ele- 
mento BETTA,  e  sostitnlamo  ad  elementi  che  si 
appartengono  anco^^a  elementi  che  si  apparten- 
gano. 

Le  dite  operazioni  del  proiettare  da  un  centro 
(o  da  un  asse)  e  del  segare  con  un  piano  (o  con 
una  retta)  sono  due  operazioni  duali  nello  spazio; 
come  le  altre  due  del  proiettare  da  un  centro  in 
un  piano  e  del  segare  con  una  retta  in  un  piano^ 
sono  operazioni  duali  nel  piano. 

Due  forme  geometriche  correlative  ad  una  terza 
sono  proiettive  fra  loro» 

Una  dualità  di  due  forme  sovrapposte  (aventi 
il  medesimo  sostegno)  può  essere  anche  involu- 
toria  e  allora  si  dice  polarità. 

Il  principio  di  polarità  non  è  dunque  che  un 
caso  particolare  di  quello  di  dualità.  * 

Secondo  il  principio  di  dualità  ad  una  curva 
piana^  considerata  come  luogo  di  plinti^  ne  cor- 
risponde un'altra  considerata  come  inviluppi  di 
tangenti^  cioè  ai  punti  di  una  curva  corrispondono 
le  tangenti  di  un'altra, 

E  fondamentale  nella  geometria  il  concetto  di 
elemento  alV  infinito. 

Si  dice  che: 

tutte  le  rette  parallele  in  un  piano.,  si  incon- 
trano in  un  punto  a  distanza  infinita; 

in  un  piano  vi  sono  tanti  punti  a  distanza  infi- 
nita quante  sono  le  possibili  direzioni  di  una  retta 
in  quel  piano; 

tutti  questi  punti  stamio  su  di  una  retta;  la 
retta  aW infinito  di  quel  piano; 
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tutti  i  piani  paralleli  dello  spazio  si  incontrano 
in  una  retta  a  distanza  infinita; 

tutte  le  rette  a  distanza  infinita  dello  spazio^ 
come  anche  tutti  i  punti  a  distanza  infinita,  stanno 
tutti  in  un  piano  che  si  chiama^  il  piano  alV  in- 
finito dello  spazio. 

Nel  capitolo  seguente  si  tratterà  delle  forme 
discontinue.  Intanto  per  intendere  le  cose  conte- 
nute nei  seguenti  paragrafi  occorre  conoscere  le 
seguenti  definizioni  del  quadrangolo  e  quadrilatero 
completo. 

Si  dice  quadrangolo  piano  completo  la  figura 
formata  da  quattro  punti  (vertici)  di  un  piano,  (di 
cui  tre  non  sieno  mai  su  di  una  retta)  e  dalle  6 
rette  (lati)  che  congiungono  a  due  a  due  questi 
punti  ;  i  tre  punti  d' incontro  dei  lati  opposti  (cioè 
quei  lati  che  non  si  incontrano  in  uno  dei  ver- 
tici dati)  formano  un  triangolo  che  si  chiama 
triangolo  diagonale. 

Si  dice  quadrilatero  piano  completo  la  figura 
formata  da  quattro  rette  (lati)  di  un  piano,  (di  cui 
tre  non  passino  mai  per  un  punto)  e  dai  6  punti 
(vertici)  in  cui  questi  lati  si  incontrano  a  due  a 
due;  le  tre  rette  che  congiungono  i  vertici  oppo- 
sti (vertici  non  situati  sullo  stesso  lato)  formano 
il  cosiddetto  trilatero  diagonale. 
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§  2.  —  La  geometr>I'A  delle  forme  di  1.*  specie. 

1.  La  retta  punteggiata.  —  Una  retta  può 
essere  percorsa  da  uu  suo  punto  in  due  direzioni  ; 
una  di  queste  direzioni  si  chiami  direzione  posi- 
tiva^ e  l'altra  negativa.  Ogni  segmento  della  retta 
abbia  il  segno  +  o  —  secondochò  è  percorso  in 
direzione  positiva  o  negativa. 

Colla  notazione  A  B  intendiamo  il  numero  che 
misura  il  segmento  che  va  da  A  sino  a  B.  Per 
modo  che  AB=^  —  B  A. 

Fra  i  segmenti  determinati  da  tre  punti  di  ima 
retta  si  ha  la  relazione: 

AB  +  BCi-CA  =  0. 

Fra  i  segmenti  determinati  da  quattro  punti 
A^  JS,  C,  D  di  una  retta  si  ha  la  relazione 
AB.CD  +  AC.DB  +  AD.BC==0. 
Chiamando  Si2^i3'».  le  distanze  dei  punti 

1,  2,  3,  . .  . 

fra  le  distanze  di  tre  punti  in  linea  retta  si  ha  la 
relazione  (sotto  forma  di  determinante) 

Olii 

1  0         V       ^13^ 

1       ^21^         0         B232 


1     3,2     8,2      0 


^31 


0. 


Si  dice  che  quattro  punti  A^  j5,  (7,  D  su  di  una 
retta  sono  armonici.,  quando  fra  i  segmenti  da  essi 
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limitati  sussiste  la  relazione 

J 1     _  J \ 

AG      AB" AB      AD 

ovvero 


ovvero 


Indicando  con  M  il  punto  medio  del  segmento 
^£,  si  ha  anche 


2    _ 

1 
AC 

-h 

A  C 

AB 

GB 

DB' 

MC.MD  =  MA'> 

I  punti  A  e  B  m  dicono  coniugati  armonici^ 
come  anche  C  e  D. 

Geometricaìnente:  I  quattro  punti  Aj  J5,  C,  D  si 
diranno  armonici  se  si  può  costruire  un  quadran- 
golo completo  tale  che  due  lati  opposti  concor- 
rono in  A^  due  altri  lati  opposti  in  B^  un  quinto 
lato  passi  per  (7  e  il  sesto  opposto  a  questo,  passi 
per  D.  Se  di  tali  quadrangoli  se  ne  può  costruire 
uno^  se  ne  potranno  costruire  infici  iti. 

Se  quattro  imnti  armonici  si  proiettano  da  un 
centro  su  di  un'* altra  retta.,  si  hanno  ancora  quat- 
tro punti  armonici. 

Dati  tre  punti  4,  B^  C  e  dato  Vordine  con  cui 
devono  essere  considerati^  è  determinato  in  modo 
unico  un  quarto  punto  D  che  sia  con  essi  in  ar- 
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monia^  die  sia  cioè  coniugato  armonico  di  G  ri- 
spetto alla  coppia  A^  B, 

Se  AB  CD  è  uria  forma  armonica,  sono  anche 
armoniche  le  forme  B  AC  D,  AB  D  G,  B  A  D  G. 

Nella  forma  armonica  AB  G D^  i  punti  coniu- 
gati A,  B  sono  necessariamente  separati  dagli 
altri  due  C,  D. 

In  un  quadrilatero  completo  ciascuna  diagonale 
è  divisa  armonicamente  dalle  altre  due. 

Dati  quattro  punti  A,  B,  (7,  D  su  di  una  retta 
il  rapporto  delle  distanze 

A  G     AD 
B  G'  BD 

si  dice  doppio  rapporto  o  rapporto  anarmonico  o 
birapporto  dei  quattro  punti,  e  si  indica  col  sim- 
bolo {ABGD), 

Un  doppio  rapporto  non  si  altera  se  si  scam- 
Mano  fra  loro  due  punti,  e  fra  loro  anche  gli 
altri  due. 

Permutando  i  quattro  punti  fra  loro  in  tutti 
i  24  modi  possibili,  il  doppio  rapporto  assume  solo 
6  valori  diversi,  che  si  esprimono  poi  in  modo  sem- 
plice mediante  uno  solo  di  essi. 

Se  '>^  è  il  doppio  rapporto  {A  B  G  J5),  tali  sei 
valori  sono 

UBGD)  =  l 

UBDG)=-Y 
{AGBD)  =  l~y< 
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{AC  DB)         ^ 


{ADBC)^ 
iABDC)  = 


1-X 
X-1 

X 

X 


Se  due  dei  quattro  punti  coincidono^  il  loro  dop- 
■pio  rapporto  acquista  uno  dei  valori  0,  i,  oo. 

Se  i  quattro  punti  sono  armonici^  il  loro  dop- 
pio rapporto  acquista  uno  dei  valori  —  1,  -— ,  2. 

I  sei  rapporti  anarmonici  di  quattro  punti  beali 
sono  in  generale  disuguali^  almenochè  non  si  tratti 
di  uno  dei  due  casi  precedenti^  in  cui  essi  sono 
eguali  a  due  a  due^  e  quindi  i  sei  rapporti  si  ri- 
ducono allora  a  soli  tre  distinti. 

Se  uno  dei  punti  va  alV  infinito^  il  doppio  rap- 
porto diventa 

Se  il  doppio  rapporto  {A  B  CD;,  è  eguale  ad  r 
si  ha 

r  —  1.  r  r 

-AB- =  AG  ^  AD        (*^'^^^^-^ 

Si  fissi  sulla  retta  un  punto  0  (origine)^  si  sta- 
bilisca la  direzione  positiva  e  si  fissi  un'unità  di 
misura.  Ogni  punto  A  della  retta  può  determi- 
narsi allora  mediante  il  numero  che  misura  la  di- 
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stanza  di  esso  dall'origine,  avendo  cura  di  consi- 
derare positivo  0  negativo  tal  numero  secondochè 
il  segmento  OA  è 'positivo  o  negativo. 

Il  numero  positivo  o  negativo,  che  corrisponde  in 
tal  maniera  al  punto  A  si  dice  coordinata  ordi- 
naria 0  ascissa  di  A* 

Supponiamo  invece  fissati  due  punti  A^  5,  e  dato 
un  altro  punto  C.  Il  rapporto 

AC^ 

GB      ^ 

si  chiama  coordinata  baricentrica  del  punto  G. 

La  coordinata  baricentrica  del  punto  all'  infinito 
della  retta  è  —  1. 

Fissati  tre  punti  AB  G della  retta,  si  può  assu-  \ 
mere  come  coordinata  di  un  qualunque  punto  D  \: 
della  retta,  il  doppio  rapporto  [A  B  G  D).  Questa  I 
coordinata  si  suol  chiamare  proiettiva,  I  punti  ^,  B 
hanno  allora  per  coordinate  cx)  e  0  e  si  dicono  punti 
fondamentali;  il   punto    G  ha  per  coordinata  1  e 
si  dice  punto  unità. 

Questo  sistema  di  coordinate  ha  per  caso  parti- 
colare quello  delle  coordinate  oìdinarie;  basta 
supporre  A  all'infinito,  B  origine  delle  coordi- 
nate, e  G  situato  alla  distanza  +  1  da  i?. 

Cioè  :  la  distanza  di  due  punti  è  eguale  al  rap- 
porto anarmonico  della  quaterna  formata  dai  due 
punti,,  dal  punto  alV  infinito  e  dal  punto  unità. 

Se  invece  G  è  medio  fra  i  punti  A,,  B^  allora  le 
coordinate  proiettive^  diventano  le  coordinate  ba- 
ricentriche. 

Passiamo  ora  a  dire  qualche  cosa  sulle  coordi- 
nate omogenee  dei  punti  di  una  retta. 
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Supponiamo  fissato  sulla  retta  un  qualunque  si- 
stema di  coordinate;  sia  x  l^.r  ordinata  di  un 
punto  P  e  poniamo'      otto  la  t4>»  ^ 

tX/2 

le  quantità  Xi\,  x^^  il  cui  rapporto  determina  la 
coordinata  di  P  si  chiamano  coordinate  omogenee 
di  P 

Fra  i  sistemi  di  coordinate  omogenee  è  notevole 
il  seguente  : 

Supponiamo  assegnati  due  punti  (fondamentali) 
A^  P,  e  chiamate  p^  q  le  distanze  di  un  punto  P 
dai  due  punti  J.,  P,  per  modo  che  p  +  q  =  AB; 
fissate  indi  due  costanti  a,  b,  poniamo 

^l  — -  ^  ^ 
0^2       a  q' 

allora  ad  ogni  punto  P  corrisponderà  ima  coppia 
di  valori  x^  oc^  il  cui  rapporto  è  costante^  e  ad  ogni 
siffatta  coppia  di  valori^  corrisjjonderà  un  unico 
punto  P  Le  quantità  Xi  X2  possono  assumersi  per- 
ciò come  coordinate  omogenee  del  punto  della  retta; 
ad  ^1  =  0  corrisponde  il  punto  J.,  e  ad  X2  =  0  cor- 
risponde il  punto  B;  il  punto  all'infinito  ha  per 
coordinate  Xi  =  —  ò,  X2  ^  a.  Il  punto    U  per  cui 

-^  =2  1  cioè  il  punto  per  cui  —  1=  -—  si  chiama  il 
X2  ^  q        b 

punto  unità. 

Questo  sistema  di  coord.   omog*  ha   come  caso 

particolare  il  sistema  di  coord.  ordinarie  (ascisse) 

NON  omogenee;  basta  perciò  supporre  che  B  si  al- 
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lontani  all'infinito;  resta  allora  inutile  considerare 
la  coordinata»  y^  |ifCfiChè  q  è  sempre  infinito,  e  la 
posizione  dU  f^mo  è  dete  ;Wv'|[|ita  solo  da  oc^  cioè 
dalla  distanza  di  esso  da  ^ 

E  facile  inoltre  vedere  che  il  rapporto  —,  pò- 

tendosi  scrivere  —  :  — ,    ed  essendo  —     il    rap- 

a      p    \  a 

porto  delle  distanze  del  punto  unità  TI  dai  punti 

5,  ^1  non    è    altro    che   il    doppio   rapporto    dei 

ì 
punti  B  A  TIP,   Quindi   in    fondo   il  sistema  che 
abbiamo  sviluppato  non  è  altro  che  quello  che  si 
ottiene  ponendo   sotto  forma    omogenea,   al  solito 
modo,   la  coordinata^  proiettiva  ;  esso  è  perciò  tm  k,  ' 
sistema  di  coordinate  omogenee  proiettive* 

Facendo  assumere  alla  coordinata  dei  punti  di 
una  retta,  anche  i  valori  immaginari,  possiamo 
immaginare  introdotti  degli  enti  che  chiameremo 
i  punti  immaginari  della  retta. 

In  coordinate  ordinarie  il  doppio  rapporto  di 
quattro  punti  si  esprime  colla  formola 

[x  —  x'')  ^  {X  -x^^ 
{X'  -  oc'')  '  {x'^lc^') 

se  le  X  sono  le  ascisse  dei  quattro  pnnti  dati. 

Con  questa  formola  può  allora  calcolarsi  il  dop- 
pio rapporto  anche  di  punti  immaginari  della  retta. 

Estendendo  così  il  concettò  di  doppio  rapporto 
si  trova  anche  un  altro  caso,  oltre  quei  due  sopra 
enumerati,  nei  quali  i  sei  doppi  rapporti  di  qiiat- 

Pascal.  2 
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ivo  elementi  non  sono  tutti  distinti^  e  quest'altro 
caso  si  ha  quando  il  valore  di  uno  dei  doppi  rap- 
porti è  una  radice  cubica  complessa  delV unità  ne- 
gativa. Allora  i  quattro  punti  si  dicono  equi- 
anarmonici  e  i  sei  doppi  rapporti  si  riducono  a 
soli  due  distinti. 

Si  dice  che  un^equazione  algebrica  in  x  di  gra- 
do n,  rappresenta  un  gruppo  di  n  punti  su  di  una 
retta;  con  ciò  si  intende  dire  che  si  immagina  ri- 
soluta Fequazione,  e  si  interpretano  come  coordinate 
di  n  punti  (reali  o  complessi]  di  una  retta,  le  n 
radici  di  quella  equazione. 

Due  punteggiate  sono  proiettive  (v.  §  1)  (o  an- 
che OMoaiiAEiCHE  0  COLLINEARI)  quando  ad  ogni 
punto  dell'ima  corrisponde  uno  e  un  solo  punto  del- 
Valtra^  e  il  doppio  rapporto  dei  quattro  punti  del- 
Vuna  è  sempre  eguale  al  doppio  rapporto  dei  quat- 
tro punti  corrispondenti  deWaltra, 

Questa  proprietà  potrebbe  anche  servire  a  fon- 
damento perla  definizione  di  punteggiate  proiettive» 

Un'altra  definizione  può  essere  la  seguente  (di 
Staudt)  : 

Due  punteggiate  sono  dette  proiettive  o  riferite 
proiettivamente^  quando  sono  riferite  fra  loro  in 
modo  che  a  gruppi  armonici  nelV una  corrispou' 
dano  gruppi  armonici  nel V  altra. 

Il  punto  corrispondente  in  una  punteggiata,  al 
punto  all'infinito  dell'altra,  si  dice  punto  di  fuga 
0  punto  limite. 

Se  i  due  punti  di  fuga  sono  anche  all'infinito  le 
due  punteggiate  si  dicono  simiU. 
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La  defiaizione  della  proiettività  può  anche  darsi 
nel  seguente  modo:^ 

Due  punteggiate* si  dicono  proiettive  quando  si 
corrispondono  in  modo  che  dai  punti  deW  una  si 
passi  a  quelli  delV  altra  con  un  numero  finito  di 
proiezioni  e  sezioni. 

La  corrispondenza  è  determinata  se  sono  fissate 
ad  arbitrio  tre  coppie  di  punti  corrispondenti. 

Se  X  e  y  sono  le  coordinate  ordinarie  dei  punti 
di  ima  punteggiata  e  delValtra^  una  relazione  hi- 
lineare  del  tipo 

ax  ìj  +  b  X  -{-  cy  +  d^=0 

é  la  relazione  che  deve  sussistere  fra  ce  e  y^  per- 
che  le  due  punteggiate  sieno  proiettive  (equazione 
della  proiettività). 

Se  I'  e  J  sono  i  punti  di  fuga  di  due  punteg- 
giate proiettive,  e  A  A'  due  punti  corrispondenti,  il 
prodotto  J  A .  I\A'  è  costante,  qualunque  sia  la 
coppia  A^  A\ 

In  due  punteggiate  simili,  è  costante  il  rapporto 
fra  i  segmenti  corrispondenti  (rapporto  di  simi- 
glianza). 

Se  questo  rapporto  è  zh  1  le  due  punteggiate  si 
dicono  congruenti  o  eguali. 

Se  due  punteggiate  proiettive^  a  sostegni  di- 
stinti^ hanno  un  punto  unito  (cioè  un  punto  che 
ha  per  corrispondente  sé  stesso)  esse  sono  pro- 
spettive (v.  §  1). 

Date  tre  coppie  A  A\  B  B\  C  C  di  elementi 
corrìspondenti  in  due  punteggiate  proiettive,  per 
costruire  le  altre  coppie,  cioè,  come  si  dice,  per 
costruire  la  proiettività.,  si  può  procedere  così:  Sulla 
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: : -^ 

retta  che  unisce  due  punti  corrispondenti  p.  es.  A  J/ 
si  prendano  due  centri  S,  S' ;  si  conducano  S B^ 
S' B'  che  si  incontrino  in  B"  ;  indi  S  C^  S'  C 
che  si  incontrino  in  G'\  e  si  congiunga  B^^  G" ; 
da  un  punto  D  della  prima  punteggiata^  colla  pro- 
iezione da  S  si  ottenga  D"  su  B'  G^'  ;  si  proietti 
indi  D'  da  S'  e  ìielV incontro  colla  seconda  retta 
si  avrà  il  punto  D^  corrispondente  a  D, 

Se  le  due  punteggiate  sono  sovrapposte^  si  pro- 
ietti ima  di  esse  da  un  ceyitro  su  di  uW altra  retta^ 
indi  si  operi  come  precedentemente. 

Se  si  scelgono  S  S^  nei  punti  A  A.^  la  retta 
B"  G"  che  si  ottiene  si  dice  asse  di  proiettirità  o 
di  omografia. 

Essa  taglia  le  due  pmiteggiate  nei  punti  che  cor- 
rispondono al  loro  punto  comune.  Per  una  pro- 
prietà di  quest'asse  v.  pag.  27. 

Se  i  sostegni  delle  due  punteggiate  omografiche 
sono  la  medesima  retta,  le  due  punteggiate  si  di- 
cono sovrapposte. 

Due  punteggiate  omografiche  sovrapposte ,  se 
non  sono  coincidenti  (cioè  se  tutti  i  loro  elementi 
non  sono  uniti)  possono  avere  al  massimo  due 
punti  UNITI  reali»  La  equazione 

a  x^  +  (6  +  e)  0?  +  ^  =  0 

ha  per  radici  le  coordinate  di  tali  punti. 

I  punti  uniti  si  chiamano  anche  punti  doppi  o 
fuochi. 

Se  le  radici  di  questa  equazione  sono  immagi- 
narie, noi  diremo  che  esistono  anche  allora  i  due 
punti  uniti,  yna  sono  immaginari. 
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Il  punto  medio  del  segmento  limitato  dai  punti 
imiti  coincide  con  quello  del  segmento  limitato  dai 
due  punti  di  fuga/ 

In  due  punteggiate  omografiche  sovrapposte  è 
costante  il  doppio  rapporto  di  due  punti  corrispon- 
denti qualunque  coi  due  punti  uniti. 

La  corrispondenza  fra  tali  due  punteggiate  è 
involutoria^  (cioè  ad  un  punto  corrisponde  sempre 
un  medesimo  altro  punto)  solo  quando  tale  doppio 
rapporto  ha  per  valore  +  1  o  —  1. 

Nel  primo  caso  le  due  punteggiate  sono  iden- 
tiche^ e  nel  secondo  caso  formano  una  omografia 
involutoria  0  semplicemente  una  involuzione  (Df^- 

SARGUES). 

Analiticamente^  una  involuzione  è  determinata 
da  una  equazione  del  tipo 

axy  -hbix  +  y)  +  d  =  Q. 

I  punti  uniti  deir  involuzione  sono  dati  dalla 
equazione 

ax^  +  2bx  i-  d  =  0. 

Se  i  coefficienti  a,  i,  d  sono  reali,  secondoche 
i  punti  uniti  sono  reali^  immaginari^  o  coincidenti, 
V  involuzione  si  dirà  iperbolica^  ellittica,  parabo- 
lica. 

Nel  caso  delV  involuzione  idue  punti  limiti  coin- 
cidono in  un  unico  punto  detto  centro  delV  invo- 
luzione,  e  che  è  il  punto  medio  del  segmento  de- 
terminato dai  due  punti  uniti. 

Se  in  due  punteggiate  omografiche  sovrapposte 
vi  sono  due  punti  distinti  i  quali  si  corrispondono 
in  doppio  modo  (v.  §  1),  lo  stesso  accadrà  per  due 
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punti  corrispondenti  qualunque,  e  si  avrà  V  invo- 
luzione. 

Se  0  è  centro  delV  involuzione.,  e  A  A  sono  due 
punti  corrisponde7xti  sarà  sempre 

OA.OA'  =  cost 

Una  involuzione  è  determinata  da  due  coppie 
di  punti  corrispondenti  AA\  BB\ 

Date  le  coppie  A  A\  B  B' .  di  punti  corrispon- 
denti^ per  costruire  V involuzione  si  procede  così: 
assumasi  un  punto  arbitrario  G  fuori  della  retta 
e  descrivansi  i  cerchi  G  A  A\  G  B  B\  che  si  se- 
gheranno in  un  altro  punto  IL  11  punto  0  in 
cui  la  retta  data  iìicontra  GH è  il  centro  delVin- 
volnzione^  e  ogni  circolo  descritto  per  G  H  incon- 
tra la  retta  data  in  due  punti  corrispondenti  del- 
l' involuzione. 

Se  AA\  B  B\  CO'  sono  coppie  di  punti  in  in- 
voluzione si  ha  fra  i  segmenti  che  questi  punti  de- 
terminano sulla  retta .^  la  relazione 

AB'  .BC.CA  +  A'  B.B'  C.C'  A^O. 

Se  x^  i/i,  ^2  V'i  5*^^^^  ^^  coordinate  di  A  A'^  B  B\ 
la  equazione  dell'  involuzione  è 

\    xy       X  V  y      1   I 

i  ^1 2/i    ^1  +  2/i      1   I  ^  0. 

!  cG^^y^i    ce 2  T  Vz     1  I 

Se  fi  (x)  =  0  è  V equazione  di  2.°  grado  avente 
per  radici  ^i  2/b  e  f2(co)  =  0  è  quella  che  ha  per 
rccdici  x.^y-i^  V  equazione  dell  involuzione  è 

/■l(x)  +  X/-2(*')=0. 


/,  2.  —  Proiettività  cicliche. 


Se  un  angolo  retto  ruota  intorno  al  suo  vertice 
nel  proprio  piano^  i  sitol  lati  descrivono  su  di  una 
retta,  due  punteggiate  in  involuzione. 

Le  tre  coppie  di  lati  opposti  di  un  quadrangolo 
completo  sono  segate  da  una  trasversale  arbitraria 
in  tre  coppie  di  punti  coniugati  in  involuzione. 

I  sei  punti  che  si  ottengono  proiettando  da  un 
centro  arbitrario  su  di  una  retta.,  le  tre  coppie  di 
vertici  opposti  di  un  quadrilatero  completo.^  sono 
accoppiati  in  involuzione. 

Se  due  punteggiate  omografiche  sovrapposte  han- 
no A  A\  B  B'  per  coppie  di  elementi  corrispon- 
denti, ed  E,  F  per  due  punti  uniti  (distinti  o  no) 
saranno  E,  F;  A,  B' ;  J3,  A'  tre  coppie  di  punti 
coniugati  in  una  involuzione. 

Una  proiettività  di  punteggiate  sovrapposte  può 
essere  ciclica  di  ordine  n,  cioè  tale  che  se  di  un 
punto  A  si  cerchi  il  corrispondente  A\  indi  di  A\ 
considerato  come  appartenente  anche  alla  prima 
punteggiata,  si  cerchi  ancora  il  corrispt)ndente  A^\ 
0  cosi  di  seguito,  dopo  n  di  siffatte  operazioni  si 
giunge  ad  ottenere  sempre  daccapo  il  punto  A. 

L^  involuzione  è  una  proiettività  ciclica  di  2.^ 
ordine» 

Prendendo  i  punti  uniti  come  punti  fondamen- 
tali di  coordinate  proiettive  (non  omogenee).^  la 
equazione  della  proiettività  ciclica  di  ordine  n  può 
scriversi  y  —  £  a?  =  0  dove  £  è  una  radice  primi- 
tiva n"*«   dell'unità. 

Le  proiettività  cicliche  ebbero  questo  nome  dal 
Clebsch  (Creile,  LXVIII)  ;  se  ne  erano  occupati 
prima  Mobius  (  Werke^  II)  e  Battaglini  {Accad, 
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Napoli,  1863)  che  le  avea  chiamate  involuzioni  di 
ordine  superiore. 

Per  le  corrispondenze  generali  fra  due  punteg- 
giate  sovrapposte  (in  generale  fra  due  forme  fon- 
damentali di  1.*  specie  sovrapposte)  è  importante 
il  seguente  teorema  detto  principio  di  corrispon- 
denza di  Chasles: 

Se  fra  i  punti  di  due  punteggiate  sovrapposte 
si  stabilisce  una  corrispondenza  tale  che  ad  ogni 
punto  delVuna  ne  corrispondono  m  delV altra,  e  ad 
ogni  punto  delValtra  ne  corrispondono  n  delVuna^ 
vi  saranno  m  +  n  punti  che  corrispondono  a  sé 
stessi  (Chaslus,  Gompt.  liend,  1864,  1866). 


2.  Fascio  di  rette.  —  Fissata  nel  fascio  una  certa 
retta  fretta  origine)  il  fascio  può  essere  descritto 
facendo  rotare  questa  retta  intorno  al  centro  del 
fascio  stesso.  La  rotazione  può  avvenire  in  due 
sensi;  stabiliamo  di  chiamare  rotazione  positiva 
quella  che  avviene  in  un  certo  senso,  e  rotazione 
negativa  la  opposta.  .Se  a,  b  sono  due  rette  del 
fascio,  noi  intenderemo  per  angolo  (a  b)  il  più 
piccolo  angolo  che  deve  descrivere  il  raggio  a  ro- 
tando nel  senso  positivo  per  andare  a  coincidere 
con  b.  Il  numero  che  misura  l'angolo  che  la  retta 
origine  fa  con  ciascuna  retta  del  fascio,  può  chia- 
marsi coordinata  ordinaria  o  anomalia  della  retta 
del  fascio.  Per  modo  che  {b  a)  +  {ab)  =  r.. 

Il  doppio  rapporto  di  quattro  raggi  del  fascio  è 
quello  dei  quattro  punti  in  cui  il  fascio  è  segato 
da  una  trasversale  qualunque.  Esso  è  anche  rap- 
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presentato  da 

,    -      ^,     ,^en  (a  e)    sen  (a  d) 

[a  bcd)  = ^y—  : .7-77 

sen  (0  e)    sen  (6  a) 

ovvero  anche  da: 

,    ,     ^       CADA 
i^bod^^-^:^^^ 

dove  C  A,  C  B^  D  A^  D  B  sono  le  distanze  di  due 
punti  (7,  /)  dei  raggi  e,  (^,  dai  raggi  e/,  b. 
Ponendo  (a  b  e  d)  ^=  r  si  ha 

r  —  l  Ty  r  ^^_..         . 

(MoBIUS.) 


tg a  6       tg a  e       tg ad 

Se  {abcd)=^  —  ì  si  dirà  che  le  quattro  rette 
sono  armoniche. 

Quattro  raggi  ab  e  d  di  ìin  fascio  sono  aemo- 
Nici  se  si  può  costruire  un  quadrilatero  completo 
in  modo  che  due  vertici  opposti  stanno  su  a,  due 
opposti  su  h;  un  quinto  sta  su  e,  e  il  sesto  su  d. 

Se  si  può  costruire  uno  di  tali  quadrilateri  se 
ne  potranno  costruire  infiniti. 

Fissati  nel  fascio  due  raggi  a,  è,  si  può  pren- 
dere come  coordinata  di   un  raggio  e  il  rapporto 

7—7-  :  si  ha  così  un  sistema  di  coordinate  aua- 

sen  [e  b) 

lego  a  quello  detto  baricentrico,  nel  caso  della  pun- 
teggiata. 

Fissati  invece  nel  fascio  tre  raggi  a,  6,  e  si  può 
prendere  come  coordinata   di  un  raggio  d  il  rap- 
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porto  anarmonico  {ab ed);  si  ha  così  il  sistema  di 
eoo r dinate  p ro iettive. 

Facendo  assumere  alla  coordinata  valori  imma- 
ginari, si  hanno  le  rette  immaginarie  del  fascio 
(per  definizione). 

Due  fasci  di  rette  sono  omografici  o  collineari 
0  2^yoiettivi  (v.  §  1)  quando  si  corrispondono  in 
modo  che  i  rapporti  anarmonici  di  quattro  raggi 
delViino  è  sempre  eguale  al  rapporto  anarmonico 
dei  raggi  corrispondenti  (coniugati)  delValtro, 

Anche  qui,  come  per  le  punteggiate,  si  può  dire 
che  questa  proprietà  potrebbe  servire  alla  defini- 
zione di  fasci  proiettivi. 

Un'  altra  definizione  può  poi  anche  essere  la 
seguente  (di  Staudt  :  Due  fasci  sono  proiettivi  se 
si  corrispondono  in  modo  che  a  gruppi  armonici 
nelVìino  corrispondono  gruppi  armonici  nelValtro. 

Se  i  due  fasci  hanno  il. medesimo  centro  (soste- 
gno)  allora  vi  saranno  sempre  due  raggi  (reali  o 
immaginari)  i  quali  corrispondono  a  se  stessi 
(raggi  uniti  o  doppi). 

Se  poi  la  corrispondenza  è  involutoria  (senza 
essere  tale  che  ogni  raggio  corrisponda  a  se  stesso) 
allora  si  dice  che  le  coppie  di  raggi  corrispon- 
denti formano  una  involuzione.  Due  rette  eoniu- 
gate  (corrispondenti)  sono  allora  armoniche  con 
le  due  rette  doppie. 

Come  per  le  punteggiate,  anche  qui  potrebbero 
poi  definirsi  le  proiettività  cicliche  di  ordine  n. 

Un  angolo  retto  che  rota  in  un  piano  intorno 
al  proprio  vertice  descrive  coi  suoi  lati  due  fasci 
dì  raggi  in  involuzione.  1  raggi  doppi  sono  im- 
maginari  e  sono  quelli  che  vanno  ai  due  punti  ci- 
clici (v.  §  3). 
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Le  tre  coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadrila- 
tero completo  sono  proiettate  da  un  centro  arbi- 
trario per  mezzo  di  tire  coppie  di  raggi  coniugati 
in  involuzione. 

L^ omografia  fra  due  fasci  di  raggi  è  determi- 
nata da  tre  coppie  di  elementi  corrispondenti. 

Se  due  fasci  omografici  a  centri  diversi  hanno 
un  raggio  unito  sono  prospettivi  (v.  g  1). 

Per  costruire  romografia  di  due  fasci  di  raggi, 
assegnate  tre  coppie  a  a\  h  h\  e  c^  di  raggi  corri- 
spondenti, si  proceda  in  modo  correlativo  a  quello 
seguito  pel  caso  di  due  punteggiate.  Tel  punto  co- 
mune a  due  raggi  corrispondenti  a,  a'  si  condu- 
cano due  rette  s,  s\  e  sia  h"  la  retta  che  con- 
giunge i  punti  s  6,  s  h\  e  c'^  la  retta  dei  punti 
s  e,  s'  c^  ;  il  punto  6'^  e"  è  il  centro  di  un  fascio 
che  sarà  prospettivo  ad  ambedue  i  fasci  dati;  dato 
perciò  un  raggio  d  del  primo  fascio^  se  ne  trovi 
V  incontro  con  s;  questo  punto  d^ incontro  si  con- 
giunga col  punto  (b'' e' )  e  di  questo  raggio  si 
trovi  rincontro  con  s;  la  retta  che  unisce  il  centro 
del  secondo  fascio  con  questo  punto  sarà  il  rag- 
gio corrispondente  d  '. 

Se  per  s,  s'  si  assumono  rispett.  le  rette  a',  a, 
si  avrà  che  le  rette  congiungenti  i  punti  ab\  ba  ; 
ac\  ca^  \  b  c\  cb'  \. . .  concorrono  in  un  punto  che 
si  chiama  centro  di  proiettività  o  di  omografia 
dei  due  fasci. 

Il  centro  di  proiettività  gode  della  proprietà  che 
ogni  retta  passante  per  esso  sega  i  fasci  secondo 
due  punteggiate  in  involuzioìie,  e  viceversa  ogni 
retta  siffatta  passa  per  quel  centro. 

L'asse  di  proiettività  di  due  punteggiate  proiet- 
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tive  (pag.  20)  gode  della  proprietà  correlativa,  che 
ci  esoneriamo  dall'enunciare. 

Due  fasci  di  raggi  si  dicono  simili  se  (essendo 
i  loro  centri  all'  infinito)  una  sezione  dell'uno  è  si- 
mile ad  una  sezione  dell'altro  (v.  §  2). 

Due  fasci  di  raggi  si  dicono  eguali  se  l'uno  non 
è  che  l'altro  trasportato  in  altra  posizione. 

Due  fasci  eguali  sono  proiettivi, 

3.  Fascio  di  piani.  -—  La  geometria  del  fascio 
di  piani  non  ha  niente  di  sostanzialmente  diverso 
da  quello  della  retta  punteggiata  e  del  fascio  di 
rette.  Si  possono  introdurre  le  stesse  nozioni  in- 
trodotte precedentemente  ;  la  nozione  di  coordinata 
quella  di  doppio  rapporto,  di  armonia,  di  omo- 
grafia, di  involuzione. 


§  3.  —  Geometria  delle  eorme  di  2.*  specie. 
Piano  punteggiato  e  rigato. 

Fra  le  aree  dei  triangoli  aventi  per  vertici  tre 
di  cinque  dati  punti  A,  B,  C,  />,  E  del  piano,  sus- 
siste la  relazione 

ABE.GDE+BGE.ADE  \  CAE.BDE=0 
e  similmente  per  6  punti  del  piano  si  ha 

ABC.DEF*  ACD.  BEF*  ADE.  CEF^  BCD.  AEF 

(Monge,  Mobius). 

Chiamando  òj^  o^s . . .  le  distanze  a  due  a  due  di 
quattro  punti    Ai  A^  ^3  A^  di   un  piano  si  ha  la 
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relazione  : 


0 

1 

,1 

1 

1 

1 

0 

^1.^ 

%,' 

1 

84,^ 

0 

S.i^ 

831^ 

1 

h^ 

\^ 

0 

832^ 

1 

843^ 

h,' 

8.3^ 

0 

Supponiamo  nel  piano  segnate  due  rette  (assi 
coordinati)  che  si  incontrino  in  un  punto  0  detto 
origine,  Siene  in  un  qualunque  modo  stabiliti  su 
queste  due  rette  due  sistemi  di  coordinate  ordi- 
narie come  nel  §  2,  prendendo  il  punto  0  come 
origine  in  ciascuna.  Per  ogni  punto  P  del  piano 
passerà  una  retta  parallela  alla  prima  retta  e  una 
retta  parallela  alla  seconda;  ogni  punto  del  piano 
si  proietterà,  con  proiezione  parallela  alla  seconda 
retta,  in  uno  e  un  solo  punto  P^  della  prima,  e 
con  proiezione  parallela  alla  prima  retta  in  uno 
e  un  solo  punto  P'^  della  seconda.  Le  coordinate 
di  P'  e  di  P^'  possono  allora  prendersi  per  coor- 
dinate di  P;  esse  si  chiamano  coordinate  carte- 
siane. Il  caso  più  ovvio  e  più  semplice  si  ottiene 
supponendo  ortogonali  le  due  rette  date,  ed  eguali 
le  unità  di  misura  colle  quali  sulle  due  rette  si 
computano  le  coordinate  di  P'  e  P  ',  Se  si  chia- 
mano xy  \q  coordinate  dei  punti  della  prima  retta 
e  della  seconda,  chiameremo  asse  delle  x  la  prima 
retta,  e  asse  delle  y  la  seconda  retta. 

Un  altro  sistema  di  coordinate  pei  punti  del 
piano  è  quello  cosiddetto  delle  coordinate  polari.  Si 
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fissi  nel  piano  un  punto  0  (polo)  e  una  retta  0  A 
uscente  da  esso,  della  quale  si  fissi  la  direzione 
positiva  (asse  polare).  Un  punto  P  del  piano  può 
essere  determinato  dalla  distanza  (sempre  posi- 
tiva) del  punto  P  dal  punto  0,  e  dall'  ampiezza 
dell'angolo  (positivo  o  negativo)  che  la  direzione 
positiva  della  retta  0  A  deve  compiere,  girando  in 
senso  positivo  o  negativo  (v.  §  2.  Fascio  di  rette), 
per  andare  a  sovrapporsi  alla  retta  0  P. 

Finalmente  un  altro  sistema  di  coordinate  è 
quello  detto  bipolare.  Fissati  nel  piano  due  punti 
0,  0'  come  centri  di  due  fasci  ;  per  ogni  punto  P 
del  piano  passa  un  raggio  del  primo  fascio  e  un 
raggio  del  secondo;  le  coordinate  di  tali  due  raggi 
in  ciascuno  dei  fasci,  possono  prendersi  come  coor- 
dinate di  P. 

Se  le   due  coordinate   xy    Ai   un   punto  in  un 

piano  81  pongono  sotto  la  torma  ^  -  — ,  y  ~  -^  , 

le  quantità  x^  x^  x^^  si  dicono  coordinate  omogenee 
dei  punti  del  piano.  Fra  i  sistemi  di  coordinate 
omogenee  e  notevole  quello  cosiddetto  trilineare  o 
t  rimetrico. 

Consideriamo  tre  rette  del  piano,  non  passanti 
per  un  punto,  e  chiamate  p,  g,  r  le  distanze  di  un 
qualunque  punto  P  del  piano  dalle  tre  rette,  e 
a,  h,  e  tre  costanti  qualunque,  poniamo  x^  x^  x.^ 
proporzionali  ai  rapporti 

p  q  r 

V'  ~f'  T* 

Si  può  far  vedere  che  in  tal  maniera  ad  ogni 
terna  di  valori  p  •r^.,.oj\^^  e  ^3,  (dove  p  sia  un  qua- 
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lunque  fattore  di  proporzionalità)  corrisponde  un 
UNICO  punto  del  piano^  e  viceversa;  dunque  le 
quantità  oc^  x^  %  possKiuo  rappresentare  un  sistema 
(li  coordinate  omoi^ence.  I  vertici  A  B  C  del  trian- 
golo formato  dalle  tre  rette  hanno  per  coordinate 
rispettivamente 

^       ^       ^^>'  ,WC^ 

0     a:,      0  Vi     p^.li 

^1    0      0.  "^       t. 

Il  triangolo  A  B  C  si  chiama  triangolo  fonda- 
mentcde  delle  coordinate. 

Esiste  nel  piano  un  punto  U  tale  che  le  sue  di- 
stanze dalle  tre  rette  sono  proporzionali  ad  a,  h,  e; 
le  coordinate  omogenee  di  esso  sono  1,  1,  1;  esso 
perciò  si  chiama  punto-unità. 

Il  rapporto  di  due  delle  coordinate  di  un  pun- 
to P,  p.  es.  i  rapporti  --,--  jjossono  rappresen- 
x^  x^ 

tarsi  come  doppi  rapporti  di  fasci  di  raggi.  Giacché 


•'^l  ^ 

C 

r 

^3 

a 

p 

X2 

e 

r 

Of'3    ~ 

h    ' 

Q 

e  i  secondi  membri  sono  eguali  ai  doppi  rapporti 
dei  quattro  raggi  dei  fasci 

B{A,  C,  r/,  P\  e  A{B,  (7,  U,  P). 

Quindi  il  sistema  di  coordinate  qui  introdotto  è  1 1 
un  sistema  di  coordinate  omogenee  proiettive.         jj 
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Se  U  è  il  centro  del  circolo  iscritto  al  trian- 
golo fondamentale^  le  coordinate  x^  x^x^  di  P  sono 
proporzionali  alle  distanze  del  punto  P  dai  tre. 
lati  del  triangolo  fondamentale. 

Se  mio  dei  lati  del  triangolo  fondamentale  di- 
venta la  retta  air  infinito  del  j^i^^no^  il  sistema  di 
coordinate  trilineari  (omogenee)  diventa  il  sistema 
di  coordinate  cartesiane  (non  omogenee). 

Le  forinole  generali  per  la  trasformazione  di  un 
sistema  di  coordinate  cartesiane  in  un  altro  siste- 
ma anche  cartesiano  sono  le  seguenti:  Se  [[oo  y) 
sono  le  coord.  di  un  punto.,  riferite  a  due  assi  pas- 
santi per  un  punto  0,  e  facenti  un  angolo  w  fra 
loro.,  e  (X  Y)  sono  le  coord.  del  medesimo  punto 
riferite  ad  altri  due  assi  passanti  per  un  altro 
punto  0'  che  ha  per  coordinate  [a  h)  rispetto  agli 
antichi  assij  si  hanno  le  relazioni 

^senp    ,    ^seu[^' 
sen  0)  sen  ^ 

sen  oc  sen-/ 

ij=-h  +  X +  Y       - 

sen  w  sen  w 

dove  '51,  p  sono  gli  angoli  che  il  nuovo  asse  X  fa 
cogli  antichi  e  a'  ^'  sono  gli  angoli  che  il  nuovo 
asse  Y  fa  cogli  antichi  (essendo 

a  +  p  —  a'  +  p'  =  0)).  * 


*  Per  angoli  di  assi  si  intendono    ^W  an^^oli   die  fanno 
fra  loro  le  direzioni  positive  dì  essi. 
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Il  determinante   dei  coefficienti  dì   X  e    Y  in 

SGll  »*^ 

queste   formole  ha   mr  valore  ,   essendo  ^^ 

sen  oj 

V angolo  dei  nuovi  assi. 

Se  ambedue  i  sistemi  di  coordinate .  sono  orto- 
gonali^ e  se  y-  è  Vangolo  che  il  nuovo  asse  di  X 
forma  colVantico  asse  di  x^  le  formole  di  trasfor- 
mazione sono  semplicemente  le  seguenti 

x  =  a  ~\~  X  cos  y.  :t  Y  sen  y- 

y:z=zh+X  sen  a  =F  Y  COS  oc. 

In  queste  formole  bisogna  considerare  i  segni 
superiori  o  inferiori  secondochè  le  direzioni  posi- 
tive di  F  e  ?/  formano  fra  loro  un  angolo  a  o  un 
angolo  ^  —  y. 

Le  formole  di  trasformazione  di  coordinate  car- 
tesiane ortogonali  in  coordinate  polari  sono: 


X  —  ^  cos  9,    y  '=^^  sen  cp 


cos  cp  =  ,         sen  o 


y 
y 


\/  0''  +  tf  '       v/  ^2  +  ^' 

dove  p,  cp  sono  le  coordinate  polari  del  punto  di 
coordinate  cartesiane  xy^  e  dove  si  suppone  che  il 
polo  coincida  colf  origine  delle  coordinate,  e  che 
Vasse  polare  coincida  colVasse  su  cui  si  contano 
le  X. 

Se  {x  y)  [x'  y')  sono  le  coordinate  cartesiane  di 
due  punti^  la  distanza  dei  due  punti  è  data,  dalla 

Pascal.  .  3 
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f or  mola  : 

essendo  w  V angolo  che  formano  fra  loro  gli  assi. 
Se  a,  S  sono  gli  angoli  che  iena  retta  del  piano 
forma  cogli  assi  coordinati  si  ha  la  relazione  fon- 
damentale 

cos-  oc  +  cos^  P  —  2  cos  a  cos  P  cos  w  =  seD^  w. 

Se  a,  S  e  a'  ^'  sono  gli  angoli  che  due  rette  for- 
mano cogli  assi  coordinati^  V angolo  delle  due  rette 
è  dato  dalle  formole 

1        cos  oj    cos  a 

cos  w       1        cos  P 

cos  oc^    cos  1^'       1 


cos  [r  /)  ==  ■ 
sen  [r  r^)  = 


1 


sen^  oj 

1 

sen  0) 


cos  a     cos  S 
cos  oc^     cos  ,S^ 


La  condizione  perchè  le  due  rette  sieno  ortogo- 
nali è 

1        cos  w    cos  a 
cos  0)        1        cos  S      =0, 
cos  oc^   cos  p^      0 

^  ?a  condizione  perchè  sieno  parallele  è 
cos  2t      cos  13 
cos  a^    cos  P^ 
5^6  ^?i  assi  sono  ortogonali,  le  relazioni  prece- 


=  0, 
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denti  diventano 

cos  (r  r')  =  cos  a  cos  o^'  +  cos  S  cos  p\ 
seQ  (r  r)  -  cos  a  cos  1^'  —  cos  oc'  cos  B. 

Se  {xy)  {x'  ìf)  \X^'  y')  sono  le  coordinate  dei 
tre  vertici  di  un  triangolo^  V  area  di  questo  è 
data,  in  valore  assoluto^  da 


1 


X      y       1 

sen  h)     x'     y'      1 

x"    y''     1 

La  condizione  perchè  tre  punti  di  coord, 
(xy;  (x'y')  [x'^y') 

Steno  in  linea  retta  è 

X     y  1 

x'     y'  1     ==  0. 

X''    y''  1 

Una  equazione  fra  le  coordinate  di  un  punto  nel 
piano,  rappresenta  tm  luogo  di  punti. 

Fra  le  coordinate  x  y  di  un  punto  appartenente 
ad.  una  linea  retta  sussiste  una  relazione  di  1,^  gra- 
do (equazione  della  retta)  del  tipo 

a  X  +  h  y  -\-  c  —  O 

dove  a,  6,  e  sono  coefficienti  costanti- 

^equazione  della  retta  che  passa  per  due  punti 
di  coordinate  (x' y')^   W  y")  P^^ò  scriversi  sotto 
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ciascuna  delle  forme 

OG  —  X' 

y 

-?/■ 

x"  —  x' 

y" 

-2/' 

X      y 

1 

x      y' 

i 

=  0. 

X"    y' 

1 

Le  coordinate  di  tin  jounto  che  sta  sitila  retta 
determinata  dai  punti  (x'  t/)  (t'^  y")  possono  scri- 
versi 


Ix'  4-  \x''      y'  -\-^y"\ 

\  1  +  X  '     TT^"/ 


I  punti 

x^  +  y^x"  y'  +  ly' 


{-. 


-i-x 


1+X 


(- 


Ix' 


1 


dividono  armonicamente  il  segmento  limitato  dai 
punti  i-^'  y')  {x"  y"). 

Supposti  gli  assi  ortogonali  e  posta  Inequazione 
della  retta  sotto  la  forma 

y  -T"  Ax  ^  B 

il  coefficiente  A  si  chiama  coefficiente  angolare 
delVequazione  della  retta^  e  rappresenta,  la  tan- 
gente trigonometrica  dell'angolo  che  la  retta  fa 
colVasse  di  x. 

Indicando  con  a.  S  gli  angoli  che  la  perpendi- 
colare alla  retta  fa  cogli  assi  coordinati.,  e  con  p 
la  distanza  dell'origine  delle  coordinate  dalla  retta^ 
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V equazione  di  questa  può  scrìversi 

oc  cos  oc  +  y  cos  B,r—  p  =  0       (equaz.  normale). 

Per  ridurre  V equazione  ax  \  by  \-  e  ~  0  alla 
forma  normaUy  basta  dividere  i  suoi  coefficienti 
per 

SGll  w 


\/ a^  ^  P  —  2  ab  cos  < 


dove  il  radicale  si  prenderà  col  segno  +  o  —  se- 
condocliè  il  prodotto  csen  w  è  negativo  o  positivo. 

Se  ax  +  by  ^  e  =  0  è  V equazione  di  una  retta^ 
gli  angoli  che  essa  forma  cogli  assi  sono  dati  dalle 
formole  (dove  w  è  Vangolo  degli  assi) 


a  sen  w 

cos  y.  ~ 


cos  8  = 


\J  a^  -\b^  —  2  ab  cos  w 

b  sen  to 
^  a^  +  P  —  2  a  b  cos  w 


e  la  distanza  deWorigine  dalla  retta  è  data  dalla 
f or  mola 

_  e  sei!  t'j 

V  a^  4-  6^  —  2  ab  cos  (•> 

rZore  per  il  segno  .  rfe/   radicale  vale  la  medesima 
osservazione  di  sopra. 

La  distanza,  di  un  imnto  di  coordinate  X  Y  da 
ìina  retta  di  equazione 

ax+by-hc  =  0 
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è  data  dalla  formala 

[a  X  -rb  Y  -\~  e)  sen  w 
\J  a^  +  h'^  -  2  ah  cos  w 

dove  'per  il  segno  del  radicale  vale  V osservazione 
come  sopra^  e  tale  distanza  sarà  positiva  o  negativa 
secondochè  il  punto  sta^  rispetto  alla  retta^  dalla 
stessa  parte  delV origine  o  da  parte  opposta. 

Le  coordinate  del  punto  dHnter sezione   di  dite 
rette 

a  00  +  b  y  +  e  —0 
aooib'y  +  c'=0 

sono  date  dalle  formole 

b  c^  —  V  e  a^  e  —  ac' 


^  =  TTr — :tt^       y  ^ 


aV'-a'b'        ^      aV-a'b' 
L'angolo  cp  compreso  fra  due  rette  è  dato  da 
[a  y  —  a'  b)  sen  w 


seii  '«p 


cos  '^  • 


\l a^  ^  b'^ -2  ab  cos  w  V  a ^  +è'^-  2  a  b' cos  w 

aa^  -\-bV  —  (a  S'  -»-  a'  b)  cos  w 
"^  a^  *  P  ''2ab  cos  w  \l  a''^  *  b  ^-2a'  è'cos'») 


Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  le  due 
rette  sieno  parallele  è 

aV  —  a  b  ^  0. 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  le  due 
rette  sieno  ortogonali  è 

aa^  -\-bV  —  (a  V  v  a'  b)  cos  oy  =  0. 
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Ueqiiazione   della   retta  che  passa  pel  punto 
{x  y^)  ed  è  perpendicolare  alla  retta 

ax+by  -f  e  =  0,' 


6cos  < 


h  —  a  cos  < 


Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè   tre 
rette  di  equazioni 

ax  +  by  +  e  =-0 
a\(XT  \-b'  y  +c'  —0 
a"x-\-b"y  +  c''  =  ^ 

passino  per  un  medesimo  punto  è 
a      b      e 
-'     V     e' 


a 
a" 


=  0. 


Uarea  del  triangolo  limitato  dalle  tre  rette  di 
cui  le  equazioni  sono  quelle  soprascritte  è  data  da 


a  0  e 
a'  V  e' 
a''    V    e'' 


{a  V  -  a:  b)  [a'  V  -  a''  V)  'a''  b  —  a  V) 


sen  o\ 


a 


Ponendo  ~  —  u^   ~  =  v^  l'equazione  della  retta 
diviene 

n  X  +  V  y  +  1  ==  0, 
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Se  in  questa  equazione  consideriamo  fisse  u^  ^, 
e  variabili  x^  i/,  abbiamo  una  relazione  fra  le  coor- 
dinate di  ogni  punto  di  una  retta  ;  ma  se  invece 
consideriamo  variabili  ?i,  v^  e  fisse  x  ?/,  cihhiamo 
una  relazione  cui  devono  soddisfare  le  quantità 
w,  V  corrispondenti  a  qualunque  retta  che  passi 
per  il  punto  fisso  di  coordinate  x  y.  Date  le  quan- 
tità Uj  V  si  individua  una  retta;  perciò  esse  si  pos- 
sono chiamare  coordinate  della  retta. 

Quelle  rette  le  cui  coordinate  soddisfano  ad  una 
stessa  equazione  lineare,  passano  tutte  per  nn 
punto. 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  le  tre 
rette  di  coordinate  [ti  v)  (te  v')  {n"  v'  )  passino  per 
un  punto  è 


=  0. 


Le  coordinate  di  una  retta  che  passa  per  V  in- 

tersezioìie  delle   due  di  coordinate  {u'  v')  (?/'  v") 
sono  del  tipo 

u'  ^lu''  ?/  f-  Iv'' 


1+X    ' 
Le  rette  di  coordinate 


1   f-X 


Ili'  -\-lu"   v'  +lv"\  In'  -Ili"   v'-'kv"\ 

l    1  +-X     '      l+X    j      ""       \    \  ~\    '      1-X    J 

dividono  armonicaynente  Vangolo  delle  rette 
{u'  v')  {u/'v'). 
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Ufia  relazione  fra  le  coordinate  u^  v  di  rette, 
rappresenterà  in  generale  tm  assieme  di  infinite 
rette  tangenti  ad  una  curva;  si  dice  che  rappre- 
senta un  inviluppo 

U angolo  delle  due  rette  {u,  v)  (ii\  v')  è  dato  dalla 
f or  mola  : 

n  u'  +  V  v^ 

COS  X 


\l  11^  +  V'    ^  li"'  4-  V"' 

Sono  notevoli  i  due  punti  immaginari  all'infinito 
del  piano  rappresentati  dall'equazione  (in  coordi- 
nate di  rette)  tr  +  v'^  —  0.  Essi  si  chiamano  i  punti 
ciclici  perchè  j;^r  essi  2^(^ssano  tutti  i  cerchi  del 
piarlo  (v.  il  Gap.  sulle  coniche). 

È  notevole  la  seguente  definizione  proiettiva  del- 
l'angolo di  due  rette,  introducendo  i  punti  ciclici 
del  piano: 

L'angolo  di  due  rette   è  eguale  al  prodotto  di 

s/'^^        i 

— ^7—  =  — ;-  per  il  rapporto  anarmonico  della  qua- 

terna  formata  dalle  due  rette  date  e  dalle  altre 
due  rette  die  vanno  ai  due  punti  ciclici  (v.  p.  es. 
Clebsch-Lindemann,  Geometr.^  I). 

Due  sistemi  piani  (piani  punteggiati  e  rigati)  si 
dicono  omografici  o  collineari  o  proiettivi^  se  fra 
i  loro  punti  e  le  loro  rette  (reali)  si  stabilisce  una 
corrispondenza  tale  che  ad  ogni  punto  corrisponda 
un  punto  P'  e  ad  ogni  retta  p  corrisponda  una 
retta  p\  colla  condizione  che  se  P  appartiene  a 
p,  anche  P^  appartenga  a  p)' . 
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Per  il  caso  più  generale  in  cui  si  vogliano  com- 
prendere elementi  reali  e  immaginarli,  la  defini- 
zione analitica  per  la  omografia  di  due  sistemi 
piani  è  la  seguente:  chiamate  Xy  \q  coordinate 
cartesiane  di  un  punto  del  piano  e  x'  y^  le  coor- 
dinate del  punto  corrispondente  del  secondo,  i  due 
sistemi  sono  omografici  se  sussistono  le  relazioni 

^  __    aoo  -\-by  ^  e         ^  __  a'  x-\-V  V  -\'  0^ 
^  -  a;^x^V'y-^(^''  ^  ~  a''  x-^V'y^c'' 

ove  il  determinante  {a  V  e'')  è  diverso  da  zero. 

Ovvero:  chiamate  i^,  v  le  coordinate  di  una  retta 
del  primo,  e  id  v'  le  coordinate  della  retta  corri- 
spondente del  secondo,  i  due  sistemi  sono  omo- 
grafici se  sussistono  relazioni  del  tipo 

,         au-\-hv  '^-  e  ,        a^  u  ^-V  V  -\-  c^ 

U    =  -Tf 777 77,       V    = 


a''  u  -f  V'v  +  e'"  a'  u  +  h"  v-\^  e'' 

Due  rette  punteggiate  corrispondenti  o  due  fa- 
sci di  rette  corrispondenti^  contenuti  in  due  sistemi 
piani  omografici.,  sono  sempre  proiettivi. 

La  omografia  fra  due  sistemi  piani  è  determi- 
nata quando  si  stabilisca  che  ai  quattro  vertici  di 
un  quadrangolo  nelVun  piano  corrispondano  i 
quattro  vertici  di  un  quadrandolo  nelValtro^  ov- 
vero ai  quattro  lati  di  un  quadrilatero  ìielVun 
piano  corrispondano  i  quattro  lati  di  un  altro 
quadrilatero  neWaltro. 

Due  sistemi  piani  omografici  si  dicono  affini 
quando  alla  retta  all'infinito  dell'uno  corrisponde 
la  retta  all'infinito  dell'altro. 
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Le  equazioni  delVaffinità  sono  del  tipo 

a:'  =  ax  -r  h  y  +  C\         p'  =  a^  oc  -|-  h'  y  1  c^ 

Vaffinità  è  determinata  quando  si  stabilisca  la 
corrispondenza  fra  tre  punti  (non  in  linea  retta) 
delVun  piayio  e  tre  punti  (non  in  linea  retta)  del- 
V altro;  ovvero  fra  tre  rette  (non  di  un  fascio) 
delVuno^  e  tre  rette  delValtro, 

Nella  corrispondenza  affine  due  punteggiate 
corrispondenti  sono  simili^  e  il  rapporto  fra  le 
aree  di  due  triangoli  corrispondenti  è  costante. 

Caso  particolare  dell'affinità  è  la  simiglianza. 
Due  sistemi  piani  si  dicono  simili  quando  ^li  an- 
goli corrispondenti  sono  sempre  eguali. 

In  due  sistemi  simili  il  rapporto  di  simiglianza 
fra  due  punteggiate  corrispondenti  è  sempre  il 
medesimo^  e  i  fasci  di  raggi  corrispondenti  sono 
eguali. 

Se  i  due  sistemi  piani  omografici  sono  sovrap- 
posti, si  possono  cercare  i  punti,  (o  le  rette)  che 
corrispondono  a  se  stessi  (punti  uniti  o  doppia 
rette  unite  o  doppie). 

Esistono  in  generale  tre  punti  uniti^  e  tre  rette 
unite^  che  sono  rispettivamente  vertici  e  lati  di  uno 
stesso  triangolo. 

I  tre  punti  uniti  si  ottengono  cercando  le  ra- 
dici  t  delVequazione  cubica 


a  —  t    b  e 

a'  V-t    e' 


=  0 
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e  indi  cercando  V unico  punto  comune  alle  tre  rette 
di  equazioni 

a   X  +  h    ij  \'  e    =tx 

a'  X  T  y  y  f  c^  —t  y 
a'x  +  y'y  +  c''  =  t. 

Collo  scambio  di  ^%  y  in  u^  v  si  ricaverebbe  il 
procedimento  per  ottenere  le  rette  unite,  se  la  o- 
mo^Tafia  è  scritta  in  coordinate  di  rette. 

Due  sistemi  piani  omografici  sono  omologici 
quando  le  cougiungenti  i  punti  corrispondenti  si 
incontrano  in  un  punto  (centro  di  omologia  o  di 
prospettiva).  In  tal  caso  le  rette  corrispondenti  si 
incontrano  in  imnti  di  una  retta  (asse  di  omolo- 
gia). Si  potrebbe  prendere  anche  questa  seconda 
proprietà  a  fondamento  della  definizione,  e  allora 
la  prima  ne  deriverebbe  di  conseguenza. 

La  omologia  è  una  omografia  nella  quale  esiste 
una  retta  di  punti  uniti  (asse  di  omologia)  e  un 
fascio  di  rette  tmite  (il  etti  centro  è  il  centro  di 
omologia), 
■k^^M^  g^  ^j^  j^^g  sistemi  piani  omografici^  tre  punti  di 
una  retta  hanno  per  corrispondeìiti  sé  stessi^  i  dite 
sistemi  S0710  omologici. 

La  omologia  ha  luogo  quando  il  determinante 


D 


ti)  e 

h'-t    e' 


t 


ha,  per  un  certo  valore  di   f,  eguali  a  zero,  tutti 
i  suoi  minori.    Quel  valore   di    t  è   allora  radice 


/,  3,  —  Omologia  di  sistemi  piani.         45 


doppia  0  tripla  delV equazione  D==0;  inquesfid- 
timo  caso  si  ha  che  i[  centro  d'omologia  sta  sul- 
Vasse  d'omologia.     .  ' 

Due  sistemi  piani  omografici  (non  affini)  si 
possono  sempre  situare  in  modo  da  essere  omo- 
logici. 

Due  sistemi  piani  omologici  sono  definiti  dal 
centro,  dalVasse  d'omologia,  e  da  una  coppia  di 
punti  corrispondenti. 

Due  sistemi  piani  omografici  e  sovrapposti  si 
deducono  Vuno  dalValtro  mediante  un  numero  fi- 
nito di  omologie,  come  anche  mediante  un  numero 
finito  di  proiezioni  e  sezioni. 

Le  rette  limiti  (o  di  fuga)  di  due  sistemi  piani 
omologici  (rette  di  un  piano  corrispondenti  a 
quelle  aW  infinito  delV altro)  sono  parallele  alVasse 
di  omologia.  ^-^ 

Una  omologia  di  due  sistemi  piani  sovrapposti  \ 
si  dice  armonica  o  involutoria  quando  due  punti  1 
(e  due  rette)  si  corrispondono  in  doppio  modo, 
cioè  ad  un  punto  P  corrisponde  sempre  un  me- 
desimo altro  punto  P\  sia  che  P  si  immagini  ap- 
partenente ad  un  piano,  sia  che  si  immagini  ap- 
partenente all'altro,  e  così  per  due  rette. 

Nell'omologia  involutoria,  due  punti  corrispon- 
denti sono  separati  armonicamente  dal  centro  e 
daWasse  di  omologia  (di  qui  ne  viene  la  denomi- 
nazione di  armonica)^  e  lo  stesso  per  due  rette 
corrispondenti. 

E  importante  notare  che:  Una  omografia  (pia- 
na) in  cui  la  corrispondenza  sia  involutoria  (nel 
senso  sopraindicato)  è  necessariamente  un'omologia. 
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Se  l'asse  di  omologia  si  suppone  alPiafìnito,  i 
due  sistemi  piani  si  dicono  omotetici.  Se  auche  il 
centro  va  all'iufinito  i  due  sistemi  si  dicono  con- 
gruenti. 

Nella  corrispondenza  omotetica  le  rette  limiti 
coincidono  air  infinito. 

Neir omotetia  il  rapporto  di  due  segmenti  retti- 
linei  corrispondenti  è  costante  (rapporto  di  omo- 
tetia). 

I  sistemi  omotetici  sono  un  caso  particolare  dei 
sistemi  simili. 

Un  caso  più  generale  della  omografia  inyolu- 
toria  è  la  omografia  ciclica  di  ordine  n  per  due 
sistemi  piani'  sovrappostì."Essa  è  tale  che  cercando 
il  corrispondente  A'  di  un  punto  ^,  indi  il  corri- 
spondente di  A  (considerato  come  appartenente 
al  primo  sistema  piano)  e  così  di  seguito,  dopo  n 
operazioni  si  giunga  di  nuovo  al  punto  A. 

Adoperando  coordinate  omogenee  per  i  punti 
del  piano,  e  scegliendo  il  triangolo  fondamentale 
coi  vertici  in  tre  punti  uniti  della  omografia  ci' 
elica  di  ordine  n,  le  equazioni  di  questa  possono 
sempre  ridursi  alla  forma 

^  1  =  ^1  ^b  ^  2  ~  ^2  ^2i  ^  3  ^^  "3  ^3 

essendo  le  £  radici  primitive  ^"*^  deW unità. 

Se  gli  elementi  (reali)  di  due  sistemi  piani,  so- 
vrapposti 0  no,  si  fanno  corrispondere  in  modo 
che  ai  punti  delT  uno  corrispondono  le  rette  del- 
l'altro, e  viceversa,  e  che  a  punti  in  linea  retta  p 
deir  un  piano,  corrispondano  nell'altro  rette  pas- 
santi per  un  punto  P  corrispondente  di  p,  e  vice- 
versa, allora  i  due  piani  si  dicono  in  corrispon- 
denza correlativa  o  ditale^  o  reciproca. 
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Per  il  caso  più  generale  in  cui  vogliano  consi- 
derarsi elementi  reali  e  immaginarli,  la  dualità  è 
analiticamente  definita  da  relazioni  del  tipo 

a  X  +  hy  -V  e  ,        a'  x  -hV  y  'r  e 

u  =  ^'  — 


a''x+b''tj  +  c"'  a''x  +  h"  y^-c'' 

doye  x^  y  sono  coordinate  di  punti,  e  u\  v'  coor- 
dinate di  rette,  e  il  determinante  (a  V  e")  è  di- 
verso da  zero. 

La  dualità  è  determinata  se  ai  quattro  vertici 
di  un  quadrangolo  si  fanno  corrispondere  i  quat- 
tro lati  di  un  quadrilatero. 

Dice  sistemi  piani  correlativi^  ad  un  terzo  sono 
omografici. 

Una  reciprocità  o  dualità  per  due  sistemi  piani    \ 
sovrapposti,  può  essere  involutoria^  cioè  tale  che    \ 
ad  un  punto  corrisponda  sempre  la  stessa  retta    ^ 
sia  che  il  punto   si   consideri  come  appartenente 
al  primo  sistema  piano,  sia  che  si  consideri  appar- 
tenente al  secondo;  una  siffatta  dualità  involuto-  ^ 
ria  prende  il  nome  di  polarità.  ì 

Il  punto  e  la  retta  corrispondenti   si  chiamano  * 
allora  rispett.  polo  e  polare. 

Quando  una  dualità  è  tale  che  esista  un  trian- 
golo ai  cui  vertici^  considerati  come  punti  di  uno     / 
dei  due  sistemi  piani j  corrispondano   nelV altro.,  i 
lati  opposti  (triangolo  polare.,  autoreciproco y  ajdg- 
comjMigio)  essa  è  una  polarità. 

In  una  polarità  esistono  infiniti  triangoli])  ola  ri. 

Una  polarità  è  determinata  assegnando  un  trian- 
golo polare  (cioè  avente  la  proprietà  indicata  nel 
precedente   teorema) j   e   dando   la  polare   di    un 
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punto  non  situato  su  alcun  lato  del  triangolo 
stesso. 

In  una  polarità  due  punti  si  dicono  reciproci  se 
l'uno  sta  sulla  polare  dell'altro.  E  similmente  per 
due  rette  reciproclie» 

Se  la  polare  di  un  punto  passa  per  il  punto 
stesso,  il  punto  si  dirà  punto  tinito^  e  la  sua  po- 
lare si  dirà  retta  unita  della  polarità. 

Analiticamente^  la  polarità  è  definita  da  rela- 
zioni simili  a  quelle  della  dualità,,  dove  però 

a  =  b^        a'^  =  e,         h"  =  e' 

Adoperando  coordinate  omogenee  per  ì  punti  e 
le  rette  del  piano^  le  equazioni  della  dualità  sono 

Ut  =  -  au,  Xk  (i,  ^  ==  1,  2,  3) 

k 

e  quelle  della  polarità  sono  queste  stesse  dove  però 
aik  =  aki. 
I  punti  uniti  sono  dati  dalla  relazione 

-  aik  'Ti  ock  =  0 

(che  corrisponde  ad  una  conica). 

Se  il  triangolo  fondamentale  delle  coordinate  è 
polare^  questa  espressione  diventa  del  tipo 

-  aik  xi^  —  0. 

In  quanto  alla  geometria  delle  altre  due  forme 
fondamentali  di  2.^'  specie  cioè  la  stella  di  rette 
e  la  stella  di  piani,  non  crediamo  necessario  esten- 
derci su  essa,  e  solo  osserviamo  che  le  proprietà 
della  stella  possono  ricavarsi  da  quelle  del  sistema 
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piano,  immaginando  proiettato  questo  da  un  punto 
situato  fuori  di  esso.  Jje  definizioni  di  stelle  omo- 
grafiche  o  proiettive j  stelle  correlative  o  recipro- 
che^ ecc.  e  le  proprietà  fondamentali  di  tali  corri- 
spondenze sono  le  analoghe  a  quelle  pei  sistemi 
piani. 


§  4.  —  Geometria  delle  forme  fondamentali 

di  3.^  specie. 

Lo  spazio  di  punti  e  di  piani. 

Fra  i  tetraedri  aventi  per  vertici  quattro  di  6 
punti  dati  J,  i?,  0,  D,  E,  7"  dello  spazio,  sussiste 
la  relazione: 

ABEF.CDEF+BCEF.ADEF  + 

+  CAEF,BDEE=^0; 

per  sette  punti  si  ha 

ABCG,BEFG^ACnG.BEFG  + 
+  ADBG.CEFG^BCDG.AEFG; 

e  per  otto  punti  si  ha  infine 

BCDE.  AFGIl  *  ACED.BFGH^  ADEB.CFGH^ 
+  A  B E C .  D  F G  II  \  AB  C D  ,  E F G H  =  0 

^^M'  (MONOE,   MÒBIUS). 

Indicando  con  o^g,  ^j3 . . .  le  mutue  distanze  fra 

Pascal.  4 
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Coordinate  nello  spazio. 


cinque  punti  dolio  spazio  si  ha 

0       11111 


1      0 

r     2 

h2' 

h,' 

S54 

1  s,,^ 

0 

Si-/ 

8,«^ 

Sm 

1  h^ 

hi' 

0 

h,' 

824 

1  h,' 

h^' 

832' 

0 

hi 

1  845^ 

hi' 

h.' 

S     2 

0 

=  0. 


Questa  relazione  è  di  Lagrange  {Mém.  de  Ber- 
lin, 1773),  il  quale  la  presentò  sotto  altra  forma. 
Indi  se  ne  occuparono  Carnot  in  un  lavoro  spe- 
ciale (Paris,  1806)  e  Cayley  che  le  dette  la  forma 
di  determinante  {Camb.  math.  J.  II). 

Di  queste  relazioni,  insieme  alle  analoghe  per 
la  retta  e  il  piano,  si  sono  anche  occupati  Sche- 
RmGr  (Gott.  NacÌL,  1870),  D'Ovidio  {Giorn.  di 
Batt.,  XI),  e  più  recentemente  De  Tilly  {Mém. 
de  Belg.,  1893)  e  Mansion  (Société  scient.  de  Brìi' 
xelles,  1895). 

Supponiamo  nello  spazio  segnate  tre  rette  (assi 
coordinati)  concorrenti  in  un  punto  0  (origine).  Le 
tte  rette  determineranno  tre  piani  (piani  coordi- 
nati)., e  per  ogni  punto  P  dello  spazio  passeranno 
tre  altri  piani  rispettivamente  paralleli  ai  tre 
primi. 

Considerando  le  intersezioni  di  questi  cogli  assi 
coordinati,  si  hanno,  su  questi,  tre  punti  che  pos- 
sono considerarsi  proiezioni  del  punto  dato  dello 
spazio  ;  ad  ogni  punto  dello  spazio  corrispondono 
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così  tre  punti  proiezioni,  ciascuno  in  ciascuna  delle 
tre  rette  date;  epperò  se  in  ciascuna  di  queste  sta- 
biliamo un  sistema  dì  coordinate  per  la  determina- 
zione dei  proprii  punti,  le  tre  coordinate  delle  tre 
proiezioni  di  P potranno  assumersi  come  coordi- 
nate di  P.  Si  ha  così  il  sistema  di  coordinate  che 
si  suol  chiamare  cartesiano. 

Il  caso  più  comune  è  che  le  coordinate  sulle 
tre  rette  punteggiate  sieno  coordinate  cartesiane 
colForigine  comune  0,  e  calcolate  colla  medesima 
uuità  di  misura. 

Se  i  tre  assi  sono  ortogonali  a  due  a  due,  il 
sistema  di  coordinate  si  dice  ortogonale. 

Supponiamo  dato  un  punto  0  (polo)^  una  retta 
per  esso  (asse  polare)  e  un  piano  per  questa  (piano 
polare). 

Ogni  punto  P  dello  spazio  può  essere  determi- 
nato quando  ne  sia  assegnata  la  distanza  p  da  0, 
Tangolo  0  che  la  retta  0  P  fa  coll'asse  polare,  e 
l'angolo  cp  che  misura  il  diedro  compreso  fra  il 
piano  polare  e  il  piano  di  P  e  della  retta  polare. 

I  tre  numeri  p,  0,  cp  possono  prendersi  come 
coordinate  di  P;  si  ha  così  il  sistema  di  coordi- 
nate polari.  Si  può  stabilire  che  p  debba  essere 
una  quantità  sempre  positiva,  e  0  debba  essere 
sempre  compreso  fra  0  e  '^,  mentre  o  debba  esten- 
dersi fra  0  e  2'n:. 

Ponendo  le  tre  coordinate  di  un  punto  dello 
spazio  sotto  la  forma 
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le  quantità  X-^  x^  ^3  ^4  si  dicono  coordinate  omo- 
genee. 

Fra  i  sistemi  di  queste  è  notevole  quello  delle 
coordinate  quadriplanari  0  tetr ametriche. 

Diamo  quattro  piani  dello  spazio  formanti  un 
tetraedro  (fondamentale).  Siene  ^,  g,  r,  s  le  di- 
stanze di  un  punto  P  dai  quattro  piani,  e  a,  J, 
c^  (i,  quattro  costanti  ;  poniamo  Xi  x^  x^  x^  propor- 
zionali a 

r>  q  r  s 

a'     T'     T'     ~d' 

I  quattro  vertici  del  tetraedro  si  chiamano  p2^w^i 
fondamentali.,  e  i  quattro  piani,  p/an^'  fondamen- 
tali. II  punto  t^  di  cui  tutte  le  coordinate  sono 
eguali,  cioè  il  punto  di  cui  le  distanze  dalle  quat- 
tro facce  sono  proporzionali  ad  a,  Z^,  e,  (i,  si  dice 
punto  unità. 

Similmente  come  al  §  3  si  riconosce  clie  i  rap- 
porti di  due  qualunque  di  tali  coordinate  omo- 
genee sono  eguali  ai  doppi  rapporti  dei  quattro 
piani  di  un  fascio.,  che  ha  per  asse  tino  degli  spi- 
goli del  tetraedro,  e  di  cui  i  quattro  piani  sono: 
le  due  facce  del  tetraedro  che  passano  per  quello 
spigolo f  il  piano  passante  per  V,  e  quello  passante 
per  P. 

Le  coordinate  così  definite  sono  dunque  coordi- 
nate proiettive. 

Se  tino  dei  piani  del  tetraedro  va  alV  infinito.^ 
il  sistema  tetrametrico  si  riduce  al  sistema  carte- 
siano.^ come  al  §  3. 

Come  pel  piano,  il  primo  problema  che  ci  si 
presenta  è  quello  cosiddetto  della  trasformazione 
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delle  coordinate^  cioè  la  ricerca  delle  forinole  me- 
diante le  quali  le  coordinate  ìq  un  certo  sistema 
si  esprimono  mediante  quelle  ia  un  altro  sistema. 
Se  i  due  sistemi  sono  ambedue  cartesiani  le  re- 
lazioni sono  le  seguenti: 

Xcos  {Xx')  +  Yco^iYx')  -h  Zcos  {Z x')  . 

X  — ; — — h  a 

co8(oew) 

^ XcosjXty)  4-  rcos(r^o  +  zgosjZj/) 

^~  coslytf) 

XcosiXz')  -4-  FcosCr^O  +  Zco^iZz')  , 

cos  [z  z  ) 

dove  {xy  z)  {X  Y Z)  sono  le  coordinate  di  un  me- 
desimo punto  nelVuno  e  neir altro  sistema^  (a  b  e) 
sono  le  coordinate  deWorigine  del  2.^  sistema  ri- 
spetto al  i.^,  x'  If'  z  rappresentano  le  rette  normali 
ai  piani  y  z,  z x,  xy,  e 

cos  {xoo) . . .  cos  {Xi') . . . 

rappresentano  i  coseni  degli  angoli  formati  dalle 
rette  x,  x\  ovvero  X  e  Xy  etc. 

Per  sistemi  ortogonali  le  formole  diventano  più 
semplici: 

x  =  a  +  Xcos  (Xx)  +  Fcos  (F^r)  +  Zcos  {Z x) 
y  =  b  -f-Xcos(X2/)+  YGos{Yy)  +  ZcosiZy) 
z  =  c  +  Xgo^{Xz)-\    Ygos{Yz)  1  Zco^iZz). 

In   questo  caso   fra  i  nove  coseni  cos(X;r)... 

sussistono  varie  relazioni^  cioè 

cos'  {Xx)  +  cos-  (X  y)  +  cos2  (X0)  =  1 
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e  le  cdtre  cinque  che  si  ricavano  da  questa  collo 
scambio  di  X  in  Y  o  Z,  ovvero  collo  scambio  nelle 
tre  così  ottenute  di  xy  z  in  X  Y  Z; 

cos(F^t)cos  {Zx)  +  cos  (Yy)  cos  {Zy)  + 

+  gos{Yz)gob{Zz)-=^0 

e  le  altre  due  che  si  ricavano  permutando  circo- 
larmente X,  F,  Z^  insieme  cdle  altre  tre  che  si 
ottengono  da  quelle  così  ottenute  scambiando  xy  z 
con  XYZ, 

Si  hanno  in  tutto  13  relazioni,  delle  quali  solo 
6  sono  indipendenti. 

Le  formole  colle  quali  le  coordinate  polari  si 
esprimono  per  le  cartesiane  ortogonali  o  viceversa 
sono  le  seguenti:  supponiamo  che  l'origine  delle 
coordinate  cartesiane  ortogonali  coincida  col  polo 
del  sistema  di  coordinate  polari,  e  che  l'asse  po- 
lare coincida  coli' asse  di  z^  mentre  il  piano  po- 
lare coincida  col  piano  xz.  Si  hanno  allora  le 
formole 

.x  =  p  sen  0  cos  9 
y  "  p  sen  0  sen  'f 

0  =  p  cos  0 

Nel  sistema  di  coordinate  cartesiane^  se  {xi  y^  z^) 
(x2  2/2  ^2)  (•'^3  V^  %)  ^^^^^  ^^  coordinate  di  tre  punti, 
le  condizioni  perchè  i  tre  punti  sieno  in  linea 
retta  sono 

C0\  -^2  _  Vi  —  y^,  _  ^1  -  ^2  . 

^1  —  ^3    y\  —  2/3    ^1  —  ^3  ' 


p 

=:v/a;2 

+  2/2 

+ 

z^ 

OS  0 

z 

v/^ 

^r 

T 

'7' 

^9 

y 

X 
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le  stesse  condizioni  possono  essere  espresse  d  air  an- 
nullarsi dei  determinanti  della  matrice 

X2     V'i     ^2      1 
^3       ^3      ^3       1 

La  distanza  di  un  punto  di  coord.  {'V  y  z)  dal- 
l''origine  delle  coordinate  è  data  dalla  formola 

p2  =  x^  {  y^  +  z'^  -\-2xyiòo^[xy)  h-  2y0cos  yz)-^ 

~\  2 zx  cos  iz x) 

Fra  i  coseni  degli  angoli  che  una  retta  r  fa  coi 
tre  assi  sussiste  la  relazione 

1  cos  (r  oo)  cos  (r  y)  cos  (r  z) 

cos  {x  r)          1  cos  {x  y)  cos  {x  z) 

cos  (y  r)  cos  (;y  ^O           1  cos  (y  z) 

cos  {z  r)  cos  (0  ;/:)  cos  (z  y)  1 


==0. 


Per  assi  ortogonali  si  ha  semplicemente 
cos^  (r  eTy  +  cos^  (r  ^)  -r  cos^  {r  z)  —\, 

Per  assi  ortogonali  Vangolo  di  due  rette  r  r'  è 
dato  dalle  formole 

cos  (r  r)  =  cos  (x  r)  cos  (oc  r)  +  cos  't/  r)  cos  (/y  r')  + 

+  cos  ;0  r)  cos  (2;  r  ) 


sen^  (r  /)  = 


cos  (a;  r)     cos  (1/  r)     cos  {z  r) 
cos  (re  r')     cos  {y  r^)     cos  (0  r) 


*  Basta  che  se  ne  annullino  duQ. 
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Varea  A  del  triangolo  formato  da  tre  punti  di 
coordinate  [xi  y^  Zi)  {x^  y^  ^2)  («^s  Vz  ^3^  ^  data  dalla 
forinola  (coord.  rettang.) 


Vi  ^1  1 

2 

Zi  Xi   1 

2 

^1    2/1    1 

y^  ^2  1 

+ 

Z2  X2  1 

+ 

.'<^2   2/2    1 

2/3  ^3  1 

%    ^3    1 

^3    ^3    1 

éJ' 


Il  volume  V  del  tetraedro  formato  da  quattro 
punti  è  dato,  in  valore  assoluto,  dalla  forinola  (in 
coord,   cartesiane  qualunque) 


r= 


1  cos  {x  y)  cos  {x  z) 
cos  (y  x)  1  cos  (y  z) 
cos  {z  x)   cos  {z  y)         1 


^1  Vi  ^1  1 

^2  2/2  ^2  1 

^3  2/3  ^3  1 

^4    2/4    ^4  1 


P(^r  assi  ortogonali  il  primo  determinante  di- 
verità  eguale  ad  1. 

Le  coordinate  cartesiane  xyz  del  punto  di  un 
piano  soddisfanno  ad  un^equazione  di  1,^  grado 
del  tipo 

ax  +  by  +  cz  +  d^Q    (eqiiaz.  del  piano) 

e  ogni  siffatta  equazione  rappresenta  un  piano. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè 
quattro  punti  sieno  in  un  piano  è 

X  y  z  \ 

^1  2/1  ^1  1 

^2  2/2  ^2  1 

^3  2/3  ^3  1 


=  0 


7,  4.  -    Piani  dello  spazio. 
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dove  i  tre  primi  elementi  di  ciascuna  linea  sono 
le  coordinate  cartesiane  dei  quattro  p)unti. 
Il  piano  che  passot  2^er  i  tre  punti  di  coord. 

i'i  Vi ^i)  (^2 2/2  ^2)  (^^3  y^ ^3) 

è  dato  dalla  stessa  equazione  precedente,  dove  {xy  z) 
si  suppongono  le  coordinate  di  tm  punto  indeter- 
minato del  piano  (coord.  correnti). 

X  il  z 

La  equazione h  -^ \-  —  —  \  e  quella  del 

p  q  r 

piano  che  determina  sugli  assi  i  segmenti  p  q  r,  a 

contare  dalV  origine. 

Due  piani 

aco  +  by  +  CZ  +  rf  =  0,    a'x  +  h'ij  ^  cz  +6^  —  0 

sono  paralleli  allora  e  allora  solo  che 
a    h    e 

Una  inetta  nello  spazio  è  individuata  da  due 
equazioni  che  sono  quelle  di  due  piani  che  passano 
per  essa. 

Tre  piani  appartengono  ad  un  fascio  cioè  lumaio 
in  comune  una  retta^  quando  si  annullano  i  de- 
terminanti di  5.°  ord.  della  matrice 


I 


a 

h 

e 

d 

a' 

V 

e' 

(V 

a" 

h" 

e" 

d" 

ista  che  se  ne  annullino  due). 
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Quattro  piani  passano  per  un  punto  quando  si 
annulla  il  determinante  di  4.^  ordine  dei  16  coef- 
ficienti delle  equazioni  dei  quattro  piani. 

Indicando  con  a  p  y  gli  angoli  che  la  retta  per- 
pendicolare al  piano  fa  cogli  assi^  e  con  p  la  di- 
stanza delVorigine  dal  piano^  Vequazione  di  que- 
sto può  scriversi  (forma  normale) 

X  cos  a  4-  2/  cos  P  +  2;  cos  Y  ~  p  ==  0. 

Per  assi  ortogonali^  Vequazione  generale  di  un 
piano^  si  riduce  a  forma  normale,  moltiplican- 
dola per 

1 . 

±  \l'~a^¥'^^' 

dove  il  radicale  va  preso  col  segno  contrario  a 
quello  del  termine  noto  del f  equazione. 

La  distanza  di  un  punto  X  Y Z  da  un  piano 
si  calcola  ponendo  nel  primo  membro  (cambiato 
di  segno)  delV equazione  normale  del  piano^  in  luogo 
delle  coordinate  correnti,  quelle  del  punto. 

Uangolo  ^  di  due  piani  per  assi  ortogonali  è 
dato  da 

aa'  -^  bb'  +  e  e' 

cos  oc  =    —  — r-  

\/  a^  +  b^  +  c^  v/  a'^'  +  b"  -h  c'^ 

a   b    e 


sen^'a  — 


[a^  +  b^-\-c^){a^-^V^  +  c'^) 

La   condizione   di   ortogonalità   di   due    piani 
(per  assi  ortogonali)  è: 

aa'  +  bb'  +  ce  ~Q. 
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Ponendo  Tequazione  del  piano  sotto  la  forma 

ic  X  -{-  vy  -^  IO  z  +  \=Q 

i  coefficienti  it  v  io  possono  assumersi   come  coor- 
dinate del  piano. 

Possono  allora  farsi  considerazioni  simili  a  quelle 
relative  alle  coordinate  di  rette  nel  piano,  ma  su 
ciò  non  ci  diluni^heremo. 


Due  spazi  (a  tre  dimensioni)  sono  omografici  o 
collineari  o  proiettivi  se  si  corrispondono  in  modo 
che  ad  ogni  punto  e  piano  (reali)  dell'uno  corri- 
spondono un  punto  e  piano  dell'altro  colla  condi- 
zione che  se  nel  primo  spazio  il  punto  appartiene  al 
piano,  anche  il  punto  corrispondente  appartenga  al 
piano  corrispondente;  in  altri  termini  se  nel  primo 
spazio  un  punto  si  muova  in  un  piano,  il  punto  cor- 
rispondente nel  secondo  spazio  si  muova  anche  in 
un  piano  e  questo  sia  il  corrispondente  al  primo 
piano. 

Le  definizioni  analitiche  (che  includono  la  pre- 
cedente, e  si  estendono  poi  anche  al  caso  di  ele- 
menti immaginarii)  per  due  spazi  omografici  sono 
le  seguenti  :  se  xy  z  e  x'  y'  z'  sono  le  coordinate 
dei  punti  corrispondenti  nei  due  spazi,  questi  si 
diranno  omografici  se  sussistono  le  relazioni 

,         ax  -h  by  +  cz  +  d 
x'  —  -  


a  X  -\-  b  y  +  e  z  +  d 

a  X  +  b'  y  -^  e'  z  -V  d' 

^111     -^  7  II'    ^ .    ~i  iT>  \  -ìli! 

a  X  ^  b  y  -r  e  z  +  a 
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a  x  +  ì)  y  +  e  z-\-d' 


iV       ni  T  tu  III  I         111'* 

a  x-^b  y  -^  c  z-\-d 

dove   il   determinante   (a  b'  e"  d'")   sia   diverso  uà 

zero. 

Ovvero:  se  ?^  t' f 6',  ti' v'  w'  sono  le  coordinate  di 
due  piani  corrispondenti  nei  due  spazi,  fra  esse 
sussistano  relazioni  lineari  analoghe  alle  sopra- 
scritte. .  .   ,  .  , 

Vi  sono  in  generale  quattro  piani  biniti  (cioè 
punti  e  piani  che  corrispondono  a  sé  stessi). 

La' omografia  fra  due  spazi  è  determinata  sta- 
bilendo la  corrispondenza  fra  i  quattro  vertici  (o 
le  quattro  facce)  di  un  tetraedro  nelVimo,  e  i  ver- 
tici (o  le  facce)  di  un  tetraedro  nell'altro,  e  un 
piano  delVuno  spazio,  non  passante  per  alcuno  dei 
quattro  punti  (o  un  punto  non  situato  in  alcuna 
delle  quattro  facce)  con  ìin  piano  deWaltro,  non 
passante  per  alcuno  dei  quattro  punti  corrispon- 
denti (ovvero  con  un  punto  non  situato  in  alcuna 
delle  quattra  facce  corrispondenti). 

Se  i  piani  all'infinito  dei  due  spazi  si  corrispon- 
dono allora  la  omografia  diventa  affinità. 

Vaffinità  di  due  spazi  è  determinata  assegnan- 
do la  corrispondenza  fra  quattro  facce  (o  vertici) 
di  un  tetraedro  nelVuno  con  quattro  facce  (o  ver- 
tici) di  un  tetraedro  nelValtro. 

In  due  spazi  affini,  due  punteggiate  corrispon- 
denti sono  simili,  e  due  piani  corrispondenti  sono 
affini. 

In  due  spazi  affini  le  distanze  di  due  punti 
corrispondenti,  da  due  piani  fissi,  hanno  un  rap- 
porto costante. 
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In  due  spazi  affini  i  volumi  di  due  corpi  cor- 
■  spondenti  stanno  in  nn  rapporto  costante. 

Caso  particolare  (JélFaffinità  è  la  simiglianza. 
Due  spazi  si  dicono  simili  se  gli  angoli  corrispon- 
denti sono  sempre  eguali.  In  due  spazi  simili  due 
sistemi  piani  corrispondenti  sono  anche  simili 
(y.  §  3). 

Due  spazi  omografici  che  contengono  una  stella 
di  elementi  uniti,  ovvero  un  sistema  piano  di  ele- 
menti uniti  (Ihma  cosa  è  conseguenza  delValtra), 
si  dicono  omologici  ;  il  centro  della  stella  si  dice 
centro  d'omologia^  e  il  piano  si  dice  piano  d'omo- 
logia. Se  la  corrispondenza  fra  i  due  spazi  è  in- 
Yolutoria  si  ha  al  solito  la  omologia  involutoria  o 
armonica. 

Due  spazi  omologici  sono  definiti  ìnediante  il 
centro^  il  piano  d'omologia  e  la  corrispondenza  fra 
due  punti  (necessariamente  allineati  col  centro  di 
omologia^  e  di  cui  nessuno  coincida  con  esso). 

Se  il  centro  va  all'  infinito,  si  ha  V omologia  af- 
fine ;  se,  invece  il  piano  d'omologia  va  all'infinito 
si  ha  Vomotetia.  L'omotetia  è  un  caso  particolare 
della  similitudine.  Due  spazi  simili  possono  sem- 
pre^ situarsi  in  posizione  omotetica, 

E  da  notarsi  anche  la  omografia  assiale  la  quale 
ha  per  punti  uniti  tutti  quelli  di  due  rette 
sghembe  (le  quali  saranno  anche  inviluppi  di 
piani  uniti).  Nella  omografia  assiale  due  punti 
corrispondenti  stanno  sempre  su  di  una  retta  che  in-' 
contra  ambedue  le  rette  dei  punti  uniti,,  in  due  punti 
aventi  coi  primi  un  rapporto  anarmonico  costante. 

Una  siffatta  omografia  è  involutoria  se  tale  qua^ 
terna  di  punti  è  armonica. 
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Ogni  omografia  spaziale  involutoria  può  essere 
0  un'omologia  involutoria  o  un'omografia  assiale 
involutoria. 

Caso  più  generale  della  omografia  involutoria  è 
anche  qui  la  omografia  ciclica  d'ordine  n  per  la 
quale  vale  la  analoga  definizione  del  §  preced. 

Fra  i  punti  e  i  piani  di  uno  spazio  e  i  piani  e 
punti  di  un  altro  può  immaginarsi  una  corrispon- 
denza biunivoca  simile  a  quella  di  cui  abbiamo 
trattato  nel  §  3,  e  che  si  chiama  dualità  o  corre- 
latività 0  reciprocità. 

In  coordinate  omogenee  di  punti  e  piani^  le  equa- 
zioni della  dualità  spaziale  sono 

u'i  =  ^  anc  ^'k  (i,  Z;  =  1,  2,  3, 4  . 

La  dualità  è  involutoria  in  due  casi;  cioè  quando 
aik^'akh  e  quando  aik  =  — a^^/,  donde  a//=0; 
nel  primo  caso  si  chiama  polarità  ordinaria  e  nel 
secondo  polarità  nulla  o  sistema  nullo. 

Nella  polarità  ordinaria  il  luogo  dei  punti 
uniti  è  una  quadrica  (v.  Gap.  Vj. 

In  una  polarità  nulla  ogni  punto  sta  nel  piano 
ad.  esso  corrispondente,^  e  ogni  piano  passa  per  il 
proprio  polo  ;  e  V  assieme  delle  rette  unite  è  un 
complesso  lineare  (v.  Gap.  XIV,  §  3). 

Delle  polarità  mdle^  o  sistemi  nulli  si  occupa- 
rono prima  Giorgini  {Mem.  della  Soc.  it.  delle 
scienze,  XX,  1827),  indi  Mòbius,  Chasles,  v. 
Staudt,  ecc.  (v.  Gap.  X,  §  2). 


E  utile    ora    fare   cenno   delle    cosiddette  anti- 
proiettività  di  Seghe. 
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Sieno  xi  le  coordinate  omogenee  dei  punti  (reali 
0  complessi)  di  imo  spazio  (a  2  o  a  3  dimensioni) 
e  similmente  sieno  u\  le  coordinate  omogenee  del- 
l'elemento duale  al  punto  in  quello  spazio  (cioè 
della  retta  o  del  piano  secondochè  lo  spazio  è  a 
due  0  tre  dimensioni);  indichiamo  con  Xi  ^  m  le 
quantità  complesse  coniugate  di  Xi ,  m  . 

Poniamo  allora  in  luogo  delle  relazioni  solite 
della  omografia  e  della  dualità,  le  altre: 

xU  —  ^  a  ih  Xh 
h 

u'i  —  -  aih  Xh  . 

h 

Con  queste  f or  mole  restano  stahilite  due  corri- 
spondenze biunivoche  fra  gli  elementi  (x^  x\  ovvero 
x^  ii\  di  due  spazi.  Per  la  prima  a  punti  di  una 
retta  o  di  un  piano  corrispondono  anche  (come 
nelle  omografìe)  punti  di  una  retta  o  di  un  piano; 
e  per  la  seconda  a  punti  di  una  retta  o  di  un 
piano  corrispondono  rette  o  piatii  di  un  fascio 
ovvero  piani  di  una  stella  (come  nelle  dualità). 

Queste  corrispondenze  si  chiamano  rispett.  an- 
ticollineazione  [o  antiproiettività)  e  antidualità. 

Per  esse  si  conserva  la  proprietà  che  ad  ele- 
menti armonici  corrispondono  elementi  armo- 
nici. 

Se  queste  corrispondenze  sono  involutorie  si 
hanno  le  antiinvoluzionij  e  le  antipolarità. 

La  considerazione  degli  elementi  uniti  di  una 
antipolarità  porta  alle  cosiddette  iperconiche  e 
iperquadriche  rappresentate    da   un'equazione  del 
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tipo 

V 

'  a  ih  II  •Ih  ^  0 

dove 

sia  ccik  =  ahi* 

Su  queste  corrispondenze   si  possono  ved 
quattro  note  di  Sbgre   (Un  nuovo   campo 
cerche  geometriche.  Atti  di  Torino,  1890),  e 
Ann.f  XL.) 

!ere  le 
di  ri" 
Math. 

La  prima  geometria  analitica  si  può  dire  essere 
stata  la  Geometria  di  Descartes  comparsa  per  la 
prima  volta  nel  1637;  indi  comparsa  in  altre  edi- 
zioni colle  note  di  De  Beaune^  e  di  Schooten. 

In  questo  libro  si  introduce  in  modo  sistematico 
e  per  la  prima  volta,  il  concetto  di  coordinate  nel 
piano,  mentre  il  concetto  di  coordinate  nella  retta 
punteggiata  si  può  dire  che  era  stato  già  intro- 
dotto da  Viete  (1540-1603).  Le  coordinate  bari- 
centriche  furono  introdotte  da  Mobius  {Der  hary- 
centr.  Calcili.,  1827';  le  proiettive  da  Staudt  {Bei- 
tràge^  1858)  e  da  Piedler  {Davst.  Geom),  e  le 
coordinate  omogenee  furouo  estesamente  studiate 
da  Mobius,  Plùcker  ed  Hesse. 

Il  concetto  di  doppio  rapporto  si  trova  in  Mo- 
bius (che  lo  chiamò  rapporto  di  doppia  sezione) 
e  in  Chasles  che  lo  chiamò  rapporto  anarmonico. 
Alcuni  ora  lo  chiamano  anche  hirapporto  (Srgre). 
Altre  ricerche  su  esso  furono  fatte  da  Steiner, 
e  da  Staudt  che  lo  definì  indipendentemente  da 
concetti  di  grandezze. 

Il  principio  di  omologia  fu  applicato  da  Ponce- 
LET,  quello    di    omografia    da   Mobius,    Steiner, 
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Chasles,  e  quello  di  dualità  si  deve  specialmente 
a  GrERGONNE  (Afiu,  des  matìi.^  1827),  Chasles  e 
Plììoker. 

Jj  involuzione  di  punti  fu  studiata  (senza  con- 
tare i  geometri  greci)  fra  i  moderni  per  la  prima 
volta  da  Desargues  1593-1662)  a  cui  si  deve  an- 
che la  denominazione. 

La  Geometria  proiettiva^  cioè  quella  che  tratta 
delle  proprietà  proiettive  delle  figure,  si  compose 
in  scienza  verso  la  prima  metà  di  questo  secolo. 
[  primi  trattati  importanti  possono  ritenersi  quelli 
di  Poncelet  (  Traité  des  propr.  project,  des  figu- 
res.  Paris,  1822»,  Steiner  {System.  Entwick,  der 
Ahhdngigkeit  geom.  Gestalten  von  einander^  etc. 
Berlin,  1832),  Staudt,  (Geom.  der  Lage.  Niirnberg, 
1847),  Chasles  (Géom.  super.  Paris,  1852;  Sect. 
coniq.  Paris,  1865  .  Fra  i  più  moderni  noteremo 
quello  del  Cremona  {Elementi  di  Geometria  pro- 
iettiva. 1873),  tradotto  in  varie  lingue,  V  opera  di 
Rete  (Die  Geom.  der  Lage,  1877-1880 ,  di  Pasch 
{Neuere  Geom.  1882),  di  "Wetr  [Project.  Geom. 
Wien,  1883-87)  e  le  più  recenti  di  Sannia  (Na- 
poli, 1891,  1894)  e  di  Enriques  (Bologna,  1898). 

A  queste  opere  potrebbero  aggiungersi  quelle 
di  Geometria  Descrittiva^  le  quali  trattano  anche 
della  Proiettiva,  per  es.  le  reputate  opere  di  Pie- 
BLER  (Darst.  Geom.  Leipzig,  1883-88),  e  di  "Wie- 
ner (Lehrhuch  der  Darst.  Geom.  Leipzig,  1884). 
È  importante  notare  che  la  geometria  proiettiva 
ha  preso  varii  nomi  secondo  i  diversi  autori;  così 
fu  chiamata  Nuova  geometria  o  geometria  supe- 
riore da  Chasles,  Geometria  di  posizione  o  di  si- 
tuazione (Geom.  der  Lage)  da  Carnot,  Caylby, 

Pascal.  5 
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V.  Staudt,  GrERaoNNE,  etc;  Geometria  proiettiva 
da  Cremona,  Klein,  etc. 

Assai  affine  alla  Geometria  Proiettiva  è  la  co- 
siddetta Geometria  Descrittiva  il  cui  scopo  è  la 
rappresentazione  su  di  un  piano,  mediante  proie- 
zioni centrali  o  parallele  ortogonali,  delle  figure 
solide,  e  lo  studio  delle  proprietà  di  tale  rappre- 
sentazione. 

Si  deve  a  Monge  ì1795)  il  primo  trattato  siste- 
matico di  geometria  descrittiva,  la  quale  si  svi- 
luppò appunto  nel  principio  di  questo  secolo  per 
opera  di  Monge,  Lacroix,  Olivier,  Hachette, 
DupiN.  Per  la  storia  dettagliata  della  geometria 
descrittiva  si  vegga  il  primo  capitolo  della  opera 
(cit.)  di  Wiener,  e  un  recente  libro  di  Oben- 
iiAUCH  (Gesch,  der  darsi,  und  proiect.  Geom. 
Briinn,  1897). 

Fra  i  concetti  che  hanno  servito  a  dare  la  mag- 
giore unità,  semplicità,  e  generalità  ai  risultati 
geometrici,  ed  evitare  inutili  classificazioni  di  casi 
di  eccezione,  sono  da  annoverarsi  quello  degli  ele- 
menti all'infinito^  e  quello  degli  elementi  immagi- 
narii.  Il  primo  di  essi  risale  sino  a  Desargues; 
il  secondo  è  venuto  come  conseguenza  dell'appli- 
cazione dell'analisi  alla  geometria. 

Vari  Autori  hanno  cercato  di  introdurre  que- 
st'ultimo concetto  nella  geometria  pura,  e  intro- 
durlo, si  intende,  indipendentemente  da  concetti 
analitici.  Per  ciò  fare  possono  servire  le  involu- 
zioni ellittiche  i  cui  punti  uniti,  come  si  sa,  sono 
immaginari,  e  di  cui  le  coppie  di  punti  reali  pos- 
sono servire  perciò  ad  una  definizione  di  una  cop- 
pia di  punti  immaginari.  Considerazioni  di  questo 
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genere  furono  fatte  principalmente  da  Staudt;  i 
trattati  moderni  di  geometria  proiettiva  (per  es. 
quello  sopracitato  del  Sannia)  sviluppano  detta- 
gliatamente questi  concetti. 

Fra  i  trattati  di  geometria  analitica  citeremo 
quello  conosciutissimo  del  Salmon,  di  cui  si  son 
fatte  parecchie  edizioni  e  traduzioni,  quello  di  Balt- 
ZER  (Leipzig,  1882',  quelli  vari  di  Hesse  (Leip- 
zig, 1866-76)  e  quello  di  D'Ovidio  (Torino,  1885, 
1895). 


CAPITOLO  II. 
Geometria  delle  forme  discontinue. 


§  1.  —  Generalità. 

Le  forme  che  consideremo  in  questo  capitolo 
sono  fig-ure  composte  di  punti,  rette,  piani,  in  nu- 
mero finito;  esse  si  sogliono  chiamare  forme  di- 
scontimie  in  opposizione  alle  altre  che  abbiamo 
studiate  nel  Cap.  I,  perchè  evidentemente  non  si 
può  passare  con  continuità  da  un  loro  elemento 
ad  un  altro  elemento,  passando  sempre  per  ele- 
menti della  stessa  specie  tutti  contenuti  nella  forma. 

Un  gruppo  di  un  numero  finito  di  punti  di  una 
punteggiata  o  di  un  piano  o  di  uno  spazio  o  un 
gruppo  di  un  numero  finito  di  rette  o  di  piani  di 
un  fascio,  ecc.  sono  forme  discontinue.  Oltre  que- 
ste vi  sono  poi  le  seguenti  altre: 

Ennagono  piano  completo  è  il  sistema  di  n 
punti  (vertici)  di  un  piano,  tre  dei  quali  non  sono 

^    (lyì    t   j 

mai  per  diritto,  insieme  alle  ^ rette  (lati) 

che  li  uniscono  a  due  a  due. 

L'intersezione  di  due  lati  non  passanti  ambedue 
per  uno  degli  n  punti  si  dice  punto  diagonale. 
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,  n{n  —  \)[n  —  2)(:n  —  ^) 

Il  loro  numero  e . 

o 

Ennilatero  piano   completo   è   il   sistema   di  n 

rette  (lati)  di  un  piano,  tre  delle  quali  non  con- 

^      .     .              ,.  n  (n  -  1) 
corrono  mai  in  un  punto,  insieme  agli 

punti  (vertici)  secondo  cui  si  segano  a  due  a  due. 
La  retta  che  congiange  due  vertici  non  situati 
sullo  stesso  lato  si  dice  retta  diagonale, 

il  loro  numero  e *. 

o 

\a  ennagono  o  ennilatero  piano  semplice  è  il  si- 
stema di  n  punti  di  un  piano  considerati  in  un 
dato  ordine  circolare,  insieme  alle  n  rette  che 
congiungono  ogni  punto  col  successivo. 

Proiettando  l'ennagono  piano  completo  da  un 
punto  fuori  del  suo  piano  si  ha  V  angolo  ennispi- 
golo  completo^  e  proiettando  V  ennilatero  da  un 
punto  fuori  del  suo  piano,  si  ha  Vangolo  ennaedro 
completo. 

Ennagono  gobbo  completo  è  il  sistema  di  n  punti, 
di  cui  quattro  mai  situati   in   un   piano,   insieme 

/l'i    [yi  1  \ 

alle ^— — -  rette  che  li  congiungono  a  due  a  due 

e  agli 

n  {n  —  1)  (n  —  2 1 


2.3 

piani  (facce)  che  li  congiungono  a  tre  a  tre. 

Ennaedro  completo  è  la  figura  correlativa  a  que- 
sta, cioè  il  sistema  di  n  piani,  di  cui  mai  quattro 
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passanti  per  un  punto,  insieme  a  tutte  le  loro  rette 
e  punti  d'intersezione. 

Due  ennagoni  piani  completi  riferiti  fra  loro  si 
dicono  prospettivi  se  le  congiungenti  i  vertici  cor- 
rispondenti concorrono  in  uno  stesso  punto,  e  si 
dicono  anche  omologici  se  inoltre  i  lati  corrispon- 
denti si  segano  in  punti  di  una  stessa  retta  (asse 
di  omologia). 

Due  ennilateri  piani  corrispondenti  riferiti  fra 
loro  si  dicono  prospettivi  se  i  lati  corrispondenti 
concorrono  in  punti  di  una  stessa  retta,  e  si  di- 
cono anche  omologici  se  inoltre  le  congiungenti  i 
vertici  corrispondenti  concorrono  in  uno  stesso 
punto  (centro  di  omologia). 

Analoghe  definizioni  possono  darsi  per  due  an- 
goli ennaedri  e  due  ennispigoli. 

Due  ennagoni  gobbi  completi,  riferiti  fra  loro, 
si  dicono  prospettivi  se  le  rette  congiungenti  i  ver- 
tici corrispondenti  concorrono  in  uno  stesso  punto 
e  si  dicono  poi  omologici^  se  inoltre  le  facce  cor- 
rispondenti si  segano  in  rette  di  uno  stesso  piano 
(piano  d'omologia). 

Due  ennagoni  si  dicono  proiettivi  se  Funo  può 
dedursi  dall'altro  mediante  un  numero  finito  di 
proiezioni  e  sezioni. 

Due  emiagoni  prospettivi  situati  in  piani  diversi 
sono  necessariamente  omologici.  Analogo  teor.  pei" 
due  ennaedri  prospettivi  con  centri  diversi. 

Due  triangoli.,  o  due  trilateri.,  o  due  triedri.,  o 
due  trispigoli  prospettivi  sono  anche  omologici. 

Due  quadrangoli  p)iani  sono  sempre  proiettivi. 

Due  qtiachangoU  gobbi  completi  prospettivi  sono 
anche  omologici. 
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Se  in  due  ennagoni  completi 

A1A2...  An,  A\  A'2  . . .  A',i^ 

riferiti  fra  loro  e  situati  in  uno  stesso  piano  0  in 
piani  diversi^  un  lato  Ai  A^  del  primo  e  tutti  gli 
altri  2n — 4  lati  che  passano  per  Ai  0  A^,,  con- 
corrono coi  lati  corrispondenti  dell'altro  ennagono 
in  altrettanti  punti  di  una  retta  s,  i  due  ennagoni 
sono  omologici;  ed  indicando  con  S  il  centro  di 
omologia,  due  punti  diagonali  corrispondenti  qua- 
lunque P,  P'  dei  due  ennagoni  sono  allineati 
con  S. 

Analogo  teor.  per  due  ennilateri  piani  completi, 
due  angoli  ennaedri  completi^  e  due  angoli  enni- 
spigoli  completi. 

Le  definizioni  di  questo  paragrafo  proYengono 
in  gran  parte  da  Steiner  {Op.  I,  288-396). 


§  2.  —  Proprietà  proiettive  delle  coppie  , 
terne,  quaterne  di  punti  su  di  una  retta. 
Centri  armonici.  Apolarità.  Involuzioni. 

Un  gruppo  di  n  punti  su  di  una  retta  può  es- 
sere analiticamente  rappresentato  dalle  radici  di 
una  forma  binaria  di  ordine  n.  Lo  studio  degli 
invarianti  e  covarianti  di  tale  forma,  conduce  alla 
ricerca  di  speciali  proprietà  invariantive,  0,  altri- 
menti, proiettive  del  gruppo  di  punti. 

Per  i  valori  n  =  2,  3,  4, . . .  abbiamo  nel  vo- 
lume I,  Gap.  XII  indicati  i  risultati  che  si  otten- 
gono dal  punto  di  vista  della  teoria  analitica  delle 
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forme.  Ora  riferiamo  i  risultati  geometrici  che  cor- 
rispondono a  quelli  analitici  allora  ottenuti,  e  perciò 
intenderemo  che  si  abbiano  presenti  quei  risultati 
e  quelle  notazioni  e  denominazioni. 

n 

(Polarità.)  Data  una  forma  a  ,  possiamo  forma- 

X 

.      n-1  ^?— 2      2  .  ,  . 

re  le  polari  a       ay,a       a    ; ...   e    considerare   ] 

X  X  y 

i  punti  radici  di  queste  forme  eguagliate  a  zero, 
quando  si  supponga  che  y  sia  un  punto  assegnato. 
Questi  gruppi  di  punti  si  chiamano  rispettivamente 
il  1.**,  2.°, . . .  gruppo  polare  di  y.  Alcuni  li  chia- 
mano anche  gruppi  armonici  di  y  ovvero  centri 
armonici  di  n  —  P^^^,  n  —  2^*^^  . . .  grado.  (  Jon- 
QUiEKES,  J.  de  Liouville^  1851.)  L'ultimo  gruppo 
polare  è  formato  di  un  punto  solo  che  Poncelet 
chiamò  centro  delle  medie  armoniche  {Creile y  III). 

Se  il  polo  va  all'infinito  il  centro  delle  medio 
armoniche  diventa  il  centro  delle  medie  distanze 
che  ha  la  proprietà  che  la  somma  algebrica  delle 
distanze  di  esso  dagli  n  punti  è  zero. 

Indichiamo  ora  alcune  delle  fondamentali  pro- 
prietà dei  centri  armonici  o,  altrimenti  detti,  dei 
sistemi  polari. 

Se  M  è  un  centro  armonico  di  grado  r  di  un 
dato  sistema  di  n  punti  risp)etto  al  polo  0,  vice- 
versa 0  è  un  centro  armonico  di  grado  n  —  r  del 
medesimo  sistema  rispetto  al  polo  M. 

Se  Mi  M2  .  • .  Mr  sono  i  centri  armonici  di  gra- 
do r  rispetto  ad  un  polo  0  di  un  sistema  di  n  punti., 
i  centri  armonici  di  grado  s  is  <  r)  del  sistema 
Mi. . .  Mr  rispetto  al  polo  0  sono  anche  i  centri 
armonici  di  grado  s  del  sistema  dato  rispetto  allo 
stesso  polo  0, 
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Se  Mi , . ,  Mr  sono  i  centri  armonici  di  grado  r 
rispetto  ad  un  polo  Or,  e  Ni* .  ,  Ns  sono  quelli  di 
grado  s  dispetto  ad  un  polo  Os,  i  centri  armonici 
di  grado  r  -\-  s  -  n  del  sistema  M^, . .  Mr  rispetto 
al  polo  Os  coincidono  coi  centri  armonici  di  grado 
r  +  s  —  n  del  sistema  Ni.,.  Ns  rispetto  al  polo  Or  . 

Se  Al  è  il  centro  armonico  di  Jf.^  grado  del  si- 
stema A2  Ag . . .  An  rispetto  ad  un  polo  0,  esso  è 
anche  il  ceìitro  armonico  di  L^  grado  del  sistema 
AiA2A^...An rispetto  allo  stesso  polo. 

Se  nel  sistema  Ai.  . .  An  ^  r  punti  coincidono  in 
uno  solo,  in  questo  punto  coincideranno  r—p 
centri  armonici  di  grado  n  —  p  rispetto  ad  un 
polo  qualsiasi. 

I  centri  armonici  di  grado  r  rispetto  ad  un 
punto  s^^^  del  sistema  dato,  preso  coyne  polo,  si 
compongono  di  questo  punto  contato  s  volte  e  dei 
centri  armonici  di  grado  r  —  s  degli  altri  n  —  s 
punti  del  sistema  dato  rispetto  allo  stesso  punto. 

Se  nel  sistema  dato  s  punti  coincidono  in  uno, 
i  centri  armonici  di  grado  r<is  rispetto  a  questo 
preso  come  polo,  sono  indeterminati. 

Le  proprietà  dei  centri  armonici  sono  proiettive. 

Se  ax^  [in  notazione  simbolica)  è  la  forma  bi- 
naria  che  eguagliata    a   zero  dà  il  gruppo  di  n 

n—2      n—2 

punti,    la   forma  II~  {a  hY  a        h        (dove  a,  h 

X  X 

sono  coefficienti  simbolici  equivalenti)  rappresenta 
il  così  detto  Hessiano  del  gruppo  dato.  Ora  si  ha 
il  teorema: 

Esiste  una  forma  di  grado  2  n  —  4  ì'  cui  punti 
nulli  (gruppo  Steiner ia no)  sono  quelli  i  cui  gruppi 
di  centri  armonici   di  n  —  1"^^  ordine   hanno  dei 
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punti  doppi,  i  quali  sono  dati  poi  dai  punti  mdìi 
delV  Hessiano  H=^0.  Questa  forma  di  grado 

2n  —  4 

è  data  eliminando  z  fra 

ax  az  ^^~^  a^  =  0 
e 

bx  bz  ''--  Ì2  ==  0. 

Vi  sono  3  n  -  6  poli  di  cui  i  gruppi  di  centri 
armonici  di  n  —  1"^^  ordine  rispetto  alla  forma 
data  e  di  2n  —  s^^^  ordine  rispetto  alla  forma 
Hessiana,  hanno  un  punto  comune,  —  I  punti  co- 
miini  sono  dati  da  (nelle  solite  notazioni  del  cal- 
colo simbolico)  : 

T=(ab)  {h  cy  cix^-^  b^  ^-2  c^^-3. 

U annullarsi  identico  della  forma  Hessiana  è 
condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  gli  n 
punti  del  gruppo  dato  coincidano  in  uno  solo. 

(Apolarità.)  —  Una  teoria  interessante  è  quella 
deìVapolarità.  Diremo  che  una  forma  binaria  di 
ordine  l^,  ax^^ ,  o  un  gruppo  di  n  punti,  è  apolare 
con  quella  i  cui  punti  sieno  y  zt . .  .  (in  numero 
di  n)  quando  la  polare 

ay  azat  . , . 

è  zero.  Le  due  forme  apolari  sono  allora  ax'^^  e 

{xy)  {xz)  {xt),.. 
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Questo  concetto  si  trova  prima  in  Battaglini 
[Accad.  Napoli^  1864-68)  il  quale  lo  estese  anche 
alle  forme  ternarie  ;  >indi  fu  svolto  e  felicemente 
applicato  da  Rosanes  [Creile^  LXXV,  LXXVI, 
Math,  Ann.,  VI;  e  da  Reye  [Math,  Ann.,  IV),  il 
quale  ultimo  introdusse  il  nome  di  apolarità;  il 
Battaglini  aveva  chiamato  le  due  forme  conni- 
gate  armoniche  considerando  F apolarità  come  ge- 
neralizzazione dell'armonia  ordinaria,  cui  infatti 
essa  si  riduce  per  n=^2. 

La  condizione  per  V  apolarità  delle  due  forme 
ax  '\  hx""  è  {ab''  =  0. 

Ogni  forma  binaria  di  grado  dispari  è  apolare 
con  sé  stessa,  ed  ogni  forma  binaria  di  grado  pari 
lo  è,  se  è  zero  V invariante  bilineare  {aa')^,  che 
perciò  si  chiama  armonizzante  (Battaglint,  loc. 
cit.)  Il  risultato  più  importante  nella  teoria  del- 
l' apolarità  è  il  seguente  dovuto  a  Rosanes  loc. 
citato)  : 

U  apolarità  di  due  forine  binarie  di  ordine  n 
è  condizióne  necessaria  e  sufficiente  perchè  una 
delle  forme  sia  esprimibile  linearmente  mediante 
le  nJ^^^  potenze  dei  fattori  lineari  delV altra  (forma 
canonica). 

Date  n  forme  binarie  di  ordine  n,  esse  possono 
rappresentarsi  con  combinazioni  lineari  di  potenze 
n"*^  di  n  forme  lineari,  il  cui  prodotto  è  una 
forma  apolare  con  tutte  le  n  date. 

Queste  ricerche  suU'apolarità  di  forme  si  esten- 
dono al  caso  di  forme  qualunque  e  si  ottengono 
allora  notevoli  risultati  riguardanti  la  rappresen- 
tabilità di  forme  ternarie^  quaternarie,  ecc.  me- 
diante potenze  di  forme  lineari. 
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Affini  a  queste  ricerche  sono  quelle  più  antiche 

di  Sylvestek,  nelle  quali  si  volea  che  il  numero 

delle  forme   lineari   mediante  le  cui  n^^^  potenze 

doveva  esprimersi  la  forma  data  fosse  inferiore  ad 

.     n  .  n+\ 

n  e  propriamente  —  per  n  pan,  ed  — - —  per   n 

dispari.  —  Allora  occorre  che  sia  soddisfatta  una 
certa  relazione  fra  i  coefficienti  della  forma  solo 
nel  caso  che  n  sia  pari  ;  il  primo  membro  di  que- 
sta relazione  invarianti\a  si  dice  catalletti- 
cante;  pel  caso  di  n  dispari  la  rappresentazione 
di  tal  genere  è  invece  sempre  possibile. 


§  3.  —  Sistemi  lineaei  di  gruppi  di  punti. 
Involuzioni  generali. 

Si    abbiano    ^  +  1   forme  binarie    di  grado   n , 
(A*  -^  n)  linearmente  indipendenti  * 

e    si    formi    con    k  +  1    parametri    omogenei    la 
forma 


*  Si  dice  che  le  forme  date  sono  linearmeìife  indipen- 
denti quando  non  sussiste  identicamente  fra  esse  alcuna  re- 
lazione lineare  omogenea,  cioè  quando  non  si  possano  deter- 
minare dei  parametri  costanti  r-^  r.,  in  modo  che  moltipli- 
cando per  essi  rispettivamente  le  forme  date,  la  somma  dei 
prodotti  cosi  formati  sia  identicamente  zero. 
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Questa  forma  di  grado  n,  eguagliata  a  zero  rap- 
presenterà, ogni  volta  che  sieno  assegnati  i  va- 
lori per  le  costanti  XJ  un  gruppo  di  n  punti  ;  si 
sarà  dunque  determinato,  mediante  le  ^  +  1  for- 
me date,  un  sistema  lineare  k  volte  infinito  o, 
come  si  suol  dire,  oo^^  gruppi  di  n  punti.  Si  dice 
che  questo  sistema,  è  un'  involuzione  di  grado  n  e 
di  specie  k.  L'equazione 

si  chiama  l'equazione  della  involuzione- 

Per  n  =  2,  Z;  =  1  si  ha  V  involuzione  ordinaria, 
cioè  le  infinite  coppie  di  punti  che  si  ottengono  in 
questo  caso,  sono  le  coppie  di  punti  coniugati  della 
involuzione  ordinaria  determinata  dalle  due  coppie 
di  punti  che  rappresentano  le  due  quadratiche 
date. 

Un' involuzione  di  grado  n  e  specie  k  è  deter- 
rninata  da  k  +  \  gruppi  di  n  punti  che  non  ap- 
partengano ad  una  involuzione  di  specie  inferiore. 

Se  r  punti  di  un  gruppo  di  un'  involuzione,  coin- 
cidono in  un  punto,  si  dice  che  quel  punto  è  r^^^ 
per  l'involuzione. 

Un'  involuzione  di  grado  n  e  di  specie  k  am- 
mette un  numero  finito  di  punti  k  -V-  1p^\  propria- 
mente ne  possiede  (k  f-  1)  (n  —  k).  (Cremona,  Pre- 
liminari^ ecc.  Bologna,  1866-67.) 

Un'involuzione  digrado  n  e  specie  k  contiene 

2^  (n  -  k]  (n  -  k—l)...{n-2k+ì) 
k\ 

gruppi^  ciascuno  dei   quali  è  dotato   di  k  punti 
doppi. 
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Sono  specialmente  interessanti  le  involuzioni  di 
grado  n  e  prima  specie.  In  esse  vi  sono  2n  —  2 
'punti  doppi  0  imiti,  i  qucdi  sono  determinati  dal- 
l\Jacobiano 

L' insieme  delle  prime  polari  di  un  gruppo  di  n 
punti  forma  un'  involuzione  di  grado  n  —  1  e  pri- 
ma specie. 

Le  involuzioni  si  possono  far  corrispondere  fra 
loro  proiettivamente  stabilendo  delle  relazioni  bi- 
lineari  fra  i  parametri  di  una  e  quelli  di  un 
altra. 

Per  due  involuzioni  di  prima  specie  e  digradi 
m  e  n,  sovrapposte^  in  corrispondenza  proiettiva,  ac- 
cadrà m  +  n  volte,  che  un  punto  dell'una  coincide 
con  uno  dei  suoi  corrispondenti  nelV altra.  Questo 
teorema  è  un  caso  particolare  del  cosiddetto  prin- 
cipio di  corrispondenza  di  Chasles  (v.  Capitolo  I, 
§  2\^ 

(Forme  quadratiche,)  —  Se  di  un  punto  dato 
si  prende  il  punto  polare  rispetto  ad  una  quadra- 
tica (centro  qrmonico  di  primo  grado),  i  due  ele- 
menti di  questa,  il  punto  dato  ed  il  punto  polare 
sono  in  armonia. 

L'annullarsi  dell'  invariante  Afcp  delle  due  for- 
me quadratiche  f  e  ^  (v.  I,  pag.  291)  esprime  che 
i  punti-zero  della  prima  forma  sono  situati  ar- 
monicamente rispetto  ai  punti  zero  della  seconda. 

I  punti  rappresentati  dal  covariante  ^  —  0  (Ja- 
cobiano)  sono  i  punti  uniti  dell'involuzione  di  cui 
due  coppie  di  punti  coniugati  sono  rispettivamente 
quelli  di  f~0  e  quelli  di  cp  =  0. 
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Altrimenti:  Esistono  due  punti  di  cui  Vuno  è 
polare  deW  altro  (e  quindi  coniugato  armonico) 
rispetto  a  ciascuna  dt  due  quadratiche  date  ;  tali 
punti  sono  quelli  di  ^  =  0. 

V annullarsi  delV  invariante  R  di  tre  forme 
quadratiche  esprime  che  le  tre  coppie  di  punti 
appartengono  ad  una  stessa  involuzione. 

Una  forma  quadratica  può  con  trasformazione 
lineare  ridursi  alla  forma  canonica  X^"  -f  X^  con- 
tenente cioè  solo  i  quadrati  delle  coordinate  ;  per 
ciò  fare  basta  prendere  per  nuovi  punti  fonda- 
mentali  delle  coordinate  omogenee  due  punti  co- 
niugati armonici  fra  loro  rispetto  alla  forma  qua- 
dratica^ cioè  il  punto  y  (arbitrario)  e  il  punto  x 
radice  di  axa^^O^  e  inoltre  scegliere  convenien- 
temente il  punto  unità. 

Scegliendo  per  punti  fondamentali  delle  coor- 
dinate omogenee  i  due  punti  radici  di  -^  =  0,  cia- 
scuna di  due  quadratiche  si  riduce  a  forma  ca- 
nonica. Questi  teoremi  sono  interessanti  anche 
perchè  trovano  i  loro  analoghi  nella  teoria  delle 
coniche  e  delle  quadriche.  Per  essi  si  può  vedere 
Olebsoh,  Bin.  Form.,  §  33,  37  ;  essi  sono  poi  an- 
che casi  particolari  di  quelli  sopra  accennati  ri- 
guardanti la  apolarità. 

(Forme  cubiche.)  —  I  punti  di  una  forma  cu- 
bica f=^0  sieno  a,  5,  e.  Per  Fapolarità  della  for- 
ma cubica  con  se  stessa  si  ha: 

Se  di  mi  punto  a  della  forma  cubica  si  consi- 
dera il  gruppo  piotare  di  1.^  ordine  (che  è  costi- 
tuito di  due  punti)  uno  di  questi  coinciderà  con 
a,  e  Valtro  sarà  il  coniugato  armonico  di  a  ri- 
spetto alla  coppia  b,  e. 
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Si  hanno  così  tre  altri  punti  a\  h\  e  i  quali 
sono  i  punti  radici  del  covariante  Q  =  0. 

Ciascuno  degli  elementi  di  Q  ha  il  suo  punto 
polare  (gruppo  di  2.^  ordine)  rispetto  alla  cubica^ 
coincidente  con  un  punto  della  cubica  data  f. 

I  punti  di  f  insieme  con  quelli  di  Q  formano 
tre  coppie  di  punti  coniugati  in  involuzione,  di 
cui  i  punti  doppi  sono  quelli  dell'  Hessiano  A  zzi  0. 

Ciascuno  dei  due  punti  di  A  ^  0  ha  il  gruppo 
polare  di  1-^  ordine  rispetto  alla  cubica  costituito 
di  due  elementi  coincidenti,  e  con  questo  coincide 
poi  anche  il  punto  polare  di  2,^  ordine  dello  stesso 
elemento  di  A  =  0  rispetto  alla  cubica. 

Se  rispetto  ad  una  forma  cubica  e  alla  sua  Ja- 
cobiana  si  prendono  le  coppie  di  elementi  polari 
di  1,^  ordine  di  un  elemento  arbitrario,  tali  cop- 
pie sono  coniugate  armoniche  fra  loro,  e  al  va- 
riare dell'  elemento  arbitrario,  costituiscono  una 
involuzione  di  cui  i  punti  doppi  sono  quelli  di 
A^O. 

Se  un  punto  ha,  rispetto  alla  cubica^  i  due  ele- 
menti polari  di  primo  ordine  fra  loro  coincidenti, 
quel  punto  insieme  ai  tre  elementi  della  cubica, 
costituisce  una  quaterna  equianarmonica  (v.  Ca- 
pitolo I,  §  2);  quindi  ogni  punto  dell'  Hessiano 
insieme  ai  tre  punti  della  cubica  forma  una  qua- 
terna equianarmonica. 

Prendendo  per  punti  fondamentali  di  coordi- 
nate omogenee  i  punti  di  A  =  0,  la  cubica  si  ri- 
duce a  forma  canonica,  cioè  contenente  solo  i  cubi 
delle  due  variabili;  e  allora  anche  Q  si  riduce  a 
forma  canonica  (v.  Clebsch,  Bin.  Form.  §  38;. 
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/  tre  elementi  di  f  (come  anche  quelli  di  Q) 
sono  fra  loro  in  proiettività  ciclica^  di  cui  gli  ele- 
menti doppi  sono  qiiétli  di  A  =  0. 

In  due  terne  di  elementi  ab  e,  oc  p  y  apolari  l'uno 
deiraltrOj  due  qualunque  punti  del  primo  gruppo^ 
per  es.  a,  è,  sono  coniugati  armonici  rispetto  al 
primo  gruppo  polare  di  e  rispetto  alla  terna  [^  p  y)- 

Due  forme  cubiche  sono  apolari  Vuna  delValtra 
se  è  zero  V  invariante  J=i{f^  cp/ •■. 
*  Prendendo  di  ciascun  elemento  di  una  cubica 
il  coniugato  armonico  rispetto  agli  altri  due^  si 
hanno  tre  punti;  la  condizione  perchè  questi  siano 
apolari  con  quelli  delValtra  cubica  è  data  daWan- 
nullarsidelV invariante  AzfG  o  A^s^  di  terzo  grado 
nei  coefficienti  di  una  cubica  e  di  primo  grado  in 
quelli  dell'altra. 

E  il  —-0  la  condizione  perchè  sieno  apolari  le 
due  terne  di  punti  che  si  ottengono  nella  mede- 
sima indicata  maniera  da  ciascuna  delle  due 
cubiche. 

U annullarsi  di  Ajfz  rappresenta  che  la  coppia 
di  puntij  ognuno  dei  quali  forma  una  quaterna 
equianarmonica  cogli  elementi  della  prima  cubica 
è  armonica  colla  coppia  analoga  relativa  alla  se- 
conda cubica. 

(Forme  biquadratiche.)  ^^  ~  Se  V  invariante  j  è 
zero^  i  quattro  punti  rappresentati  da  una  binaria 


*  Per  le   notazioni  qui  adoperate  si  veg^a  il  voi.  I  di 
quest'Opera,  pag.  297. 

**  Tralasciamo  di  notare  le  proprietà  già  notate  nel  vo- 
lume I  del  Repertorio. 
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biquadratica  sono  armonici'^  se  invece  i  è  zero 
i  quattro  punti  sono  equianarmonici ;  in  quesf  ul- 
timo caso  la  f  è  apolare  con  sé  sfessa. 

U  Hessiano  di  una  forma  biquadratica  rappre- 
senta quattro  elementi  ciascuno  dei  quali  ha  il 
gruppo  polare  di  3.^  ordine  rispetto  alla  forma 
coincidente  col  gruppo  polare  di  2.*  ordine  (for- 
mato di  elementi  coincidenti).  Ciascun  punto  di  IT 
forma  coi  tre  punti  del  proprio  primo  gruppo  po- 
lare una  quaterna  equianarmonica. 

La  forma  T=0  rappresenta-  sei  elementi  cia- 
scuno dei  quali  ha  il  3.^  gruppo  polare  (rispetto 
ad  f)  coincidente  con  uno  dei  tre  punti  del  1.^ 
gruppo  polare,  e  forma  con  questi  tre  una  qua- 
terna armonica. 

Le  tre  involuzioni  determinate  dalle  coppie  de- 
gli elementi  della  biquadratica.,  ovvero  del  suo 
Hessiano,  hanno  per  elementi  doppi  quelli  del  co- 
variante T,  e  ciascuna  di  queste  tre  coppie  di  ele- 
menti doppi  rappresenta  anche  gli  elementi  doppi 
deW  involuzione  determinata  dagli  altri  due. 

Se  j  ==0,  la  f  si  può  ridurre  alla  forma  cano- 
nica contenente  solo  le  quarte  potenze  di  due  forme 
lineari.,  le  quali  sono  quelle  di  una  delle  coppie  di 
T.  In  tal  caso  gli  elementi  di  f  costituiscono  una 
proiettività  ciclica  di  cui  gli  elementi  doppi  sono 
due  di  quelli  di  T. 

Queste  considerazioni  sulla  rappresentazione  geo- 
metrica delle  forme  binarie,  si  trovano,  oltre  che 
nelle  opere  degli  autori  tedeschi,  anche  in  antiche 
memorie  di  Battaglini  {Accad.  Nap..,  1864  e  seg.) 
ingiustamente  dimenticate. 
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§  4.  —  PropeietI  proiettive  dei  triangoli, 
quadrangoli,  esagoni,  ecc. 

Se  in  due  quadrangoli  piani  completi^  riferiti 
fra  loro.,  cinque  lati  del  primo  segano  i  lati  cor- 
rispondenti del  secondo  in  cinque  punti  di  una 
retta.,  anche  i  sesti  lati  si  incontreramio  in  un 
punto  della  stessa  retta,  e  le  congiungenti  i  ver- 
tici corrispondenti  concorreranno  in  un  punto 
unico;  inoltre  anche  i  triangoli  diagonali  saranno 
omologici  > 

Di  qui  si  ha:  Se  un  quadrangolo  completo  si 
deforma  in  modo  che  cinque  dei  suoi  lati  passino 
per  punti  fissi  di  una  retta,  anche  il  sesto  roterà 
intorno  ad  un  pimto  fisso  della  stessa  retta ^  che 
con  quei  cinque  costituisce  una  involuzione  di  sei 
punti* 

Le  tre  coppie  di  lati  opposti  di  un  quadran- 
golo completo  sono  segate  da  una  trasversale  ar- 
bitraria in  tre  coppie  di  punti  coniugati  in  invo- 
luzione. 

Di  qui:  se  una  trasversale  incontra  in  A  e  A\ 
B  e  B'j  C  e  C  le  tre  coppie  di  lati  opposti  di  un 
quadrangolo  completo^  fra  i  segmenti  della  tra- 
sversale ha  luogo  la  relazione 

AB'.BG'.CA'  +  A'B.B'C.C'A-=0. 

Possono  poi  naturalmente  enunciarsi  per  il  qua- 
drilatero, i  teoremi  correlativi  a  questi. 
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I  tre  cerchi  aventi  per  diametri  le  tre  diago- 
nali di  un  quadrilatero  completo^  passano  per  gli 
stessi  punti. 

I  tre  punti  medi  delle  tre  diagonali  di  un  qua- 
drilatero completo  sono  in  linea  retta. 

In  un  quadrangolo  completo,  due  lati  concor- 
renti in  un  punto  diagonale  sono  separati  armo- 
nicamente mediante  gli  altri  due. 

In  un  quadrilatero  completo  ciascuna  diagonale 
è  divisa  armonicamente  dalle  altre  due 

Indicando  con  L,  L'  ;  il/,  M'  ;  N^  N'  i  punti 
che  insieme  con  una  trasversale  s  dividono  armo- 
nicamente i  lati  AB,  CD,  AC,  B  D,  A  D,  B  C 
di  un  quadrangolo  completo,  le  rette  LL\  M M\ 
N  N\  concorrono  in  un  punto  che  insieme  ad  esse 
divide  armonicamente  LV,  M  M\  NN'. 

Se  una  trasversale  sega  i  lati  di  un  triangolo 
B  S  Q  in  tre  punti  A  B'  C  i  quali  siano  rispett. 
accoppiati  in  involuzione  con  tre  altri  punti  ABC 
della  stessa  trasversale,  le  rette  R  A,  S  B.  QC 
concorrono  in  un  punto. 

Se  da  un  punto  S  si  proiettano  i  vertici  di  un 
trilatero  r  s  q  mediante  tre  raggi  a'  b'  e'  i  quali 
siano  accoppiati  in  involuzione  con  tre  altri  raggi 
a,  h,  e  uscenti  da  S,  i  punti  r  a,  sb,  q  e  saranno 
in  una  retta. 

Se  i  lati  di  un  triangolo  sono  segati  da  una 
trasversale  arbitraria,  e  se  i  vertici  si  proiettano 
da  un  punto  arbitrario  sui  lati  risp.  opposti^  il 
prodotto  dei  rapporti  anarmonici  dei  gruppi  di 
quattro  punti  che  si  ottengono  sui  tre  lati  è  Vanità 
negativa. 
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Se  tre  rette  uscenti  da  un  punto  e  passanti  pei 
vertici  di  un  triangolo  AB  C^  incontrano  i  lati 
opposti  in  A'  B^  G'/fra  i  segmenti  dei  lati  si  ha 
la  relazione 

AB'.BC  .GA  ^  AC  .CB'  .BA'  =0 


ovvero 

AB  BG  GA  A         t.  T      rn  <  nrjr^ 

(TW  '  Te  '  BA  "  ~  ^  ^^''''''  '^'  ^^^""^  ^^^^' 

e  reciprocamente  se  per  tre  punti  A'  B'  G'  sui  lati 
di  un  triangolo  sussiste  la  precedente  relazione, 
le  congiungenti  A  A\  B  B\  G  G'  concorreranno 
in  un  punto. 

Se  una  trasversale  sega  i  lati  di  un  triangolo 
AB  G  in  tre  punti  A  B'  G\  fra  i  segmenti  dei 
lati  sussiste  la  relazione 

A  B' .  B  C.  G  A'  -  A  C  .  G  B' .  B  A  =  0 

ovvero 

AB'    BG'     GA'      , 


GB'  'AG'  '  BA'' 


(teor.  di  Menelao) 


e  reciprocamente. 

Se  si  dividono  armonicamente  i  lati  di  mi  trian- 
golo AB  G,  nei  punti  A,  B',  G',  A",  B",  G"  in 
modo  che  sia 

AB'    B  G'     CA^_A^    B_C    G  A  __ 
CB'  '  AG'  '  BA'~  B'  G  '  G"  A  'A  B~~ 
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i  circoli  di  diametri  A^  A^  ;  B,  B'  ;  C,  C"  passano 
per  gli  stessi  due  punti  PP'  tali  che  si  ha 

AP:BP:CP=AP':BP':CP', 

e  la  corda  P  P'  è  divisa  armonicamente  e  nor- 
malmente dal  circolo  dei  tre  punti  ABC. 

Se  un  esagono  piano  semplice  ha  i  vertici  di 
ordine  dispari  in  una  retta  e  quelli  di  ordine  pari 
in  un^ altra  rettay  le  tre  coppie  di  lati  opposti  si 
tagliano  in  punti  per  diritto. 

Se  un  seilatero  piano  semplice  ha  i  lati  di  or- 
dine impari  concorrenti  Ì7i  un  punto,  e  quelli  di 
ordine  pari  concorrenti  in  un  altro  punto,  le  con- 
giungenti  le  tre  coppie  di  vertici  opposti  concor- 
rono in  uno  stesso  punto» 

Questi  due  teoremi  sono  casi  particolari  di  quelli 
chiamati  teoremi  di  Pascal  e  Brtanchon  (vedi 
più  sotto)  relativi  alle  coniche,  e  si  ottengono  dal 
caso  generale  supponendo  che  la  conica  fondamen- 
tale si  scinda  in  due  rette,  o  in  due  punti. 


§  5.  —  Geometria  metrica  del  triangolo  piano. 

PORMOLE  DI   trigonometria   PIANA. 

Indicando  con  a,  6,  e  i  tre  lati  e  con  A,  5,  C 
i  tre  angoli  (rispett.  opposti)  di  un  triangolo  ret- 
tilineo si  hanno  le  relazioni 


sen  A       sen  B       sen  C 

a^  =  P  -^  c^  —  2b  e  sen  A 
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e  le  altre  due  che  si  ricavano  dalla  seconda  per- 
mutando fra  loro  le  lettere  a,  è,  e,  J.,  B,  0. 

Indi  si  hanno  le  ^ùltre  formole  (dove  con  s  si 
indica  la  semisomma  dei  lati)  : 

_____J 

cos  e  +  sen  C  ctg  A 
=  b  cos  C  +  b  sen  C  ctg  B 
=  6 cos  C  ±  sic'  — b' sen'  C 
=  b  cose  +  e  cos  B 
2  s  sen  A 

sen  A  +  sen  B  +  sen  G 

1     . 
s  sen  —  A 


cos  -r-  i)  cos   —  0 

2  2 


sen  Jt  =  7—  \/  s  (s  —  a)  (,s  —  è)  (s  —  e) 
6  e 


V 


c^  +  ò^ 


2cè 


sen  4  4  =  ./(«  -h)U-c) 
he 

a  sen  C 
h  —  a  cos  C 

(a  -&)tg  ^  (4  +  J5)  =  («  +  b)ìs~{A-B) 

{analogia  di  Nepek) 
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{s  -  a)  tg  2  ^  -  (s  -  b)  tg  Y  -B  -  >  -  c)tg~C 

s=:{s  —  a)  ctg  y  £  ctg  —  C 

e  sen  (A  —  B)  =  a  sen  A  —  b  sen  J5 

a  cos  —  {B—C)--(b  +  c)  cos  y  (^  +  C))  (^^^^^/^ 

^  /  ^é^or.  c/i 

a  sen  —  (B  —  C)  -  (6  -  e)  sen  —  (£  +  C)\  Gauss) 

^  u  j 

«2  sen  (5  —  a)  =  (è^  -  c^)  sen  {B  +  C) 

sen  ^  +  sen  i»  +  sen  C  =  4  cos  -^  A  cos  „-  5  cos  — -  C 

u  u  u 

sen  2  J.  +  sen  2  £  -f-  sen  2  0  —  4  sen  A  sen  jB  sen  0 
cos  A  +  cos  B  +  cos  C = 4  sen  — -  A  sen  —  J?  sen  —  G-\ 

u  a  u 

cos  2  ^  4-  cos  2  J5  +  cos  2  (7=~4  cos  ^  cos  £cos  G  -  1 

tg  .4  -4-  tg  £  +  tg  C  =  tg  J.  tg  5  tg  C 

ctg  ^  4-  ctg  5  +  ctg  C  =:  ctg  A  ctg  5  ctg  (7  4- 

+  cosec  A  cosec  5  cosce  C 

sen  4  +  senT?  4  sen  C  =  4sen  -^sen—  .Bsen—  G 

sen  2  ^  +  sen  2  5  +  sen  2  C  =  4  cos  J.  cos  7?  cos  C 
sen^  A  +  sen^  5  -  sen^  (7—2  sen  ^  sen  B  cos  0 
sen^  J.  +  sen^5  f  sen^C=  1  — 2  cos  ^cos^cosC. 
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Uarea  del  triangolo  può  poi  essere  espressa  dalle 
seguenti  formole  : 

1   c^sen  A  sen  B 


Area  : 


'2  sen  C 

~^ah  sen  G 


\J  s{s  —  a)  (s  —  è)  (s  —  e)' 


§  6.  —  Geometria  metrica  del  triedro 

e  del  triangolo  sferico. 

pormole  di  trigonometria  sferica. 

Consideriamo  tre  piani  di  una  stella  (non  di  un 
fascio,  quindi  non  passanti  per  una  stessa  retta); 
supposti  i  tre  piani  limitati  alle  rette  colle  quali 
si  intersecano  a  due  a  due  e  al  puuto  d'interse- 
zione comune,  si  ha  un  triedro;  supposto  questo 
iriedro  segato  con  una  sfera  di  raggio  1  e  che  ab- 
bia per  centro  quello  della  stella,  si  ha  sulla  sfera 
un  triangolo  ■  sferico^  di  cui  i  lati  sono  archi  di 
circoli  massimi,  che  possono  essere  misurati  da- 
gli angoli  al  centro  della  sfera,  cioè  dagli  angoli 
contenuti  nelle  facce  del  triedro;  inoltre  gli  an- 
goli del  triangolo  sferico  sono  gli  angoli  che  fanno 
fra  loro  le  tangenti  ai  lati  nel  vertice  del  trian- 
golo, e  tali  angoli  sono  quelli  che  fanno  fra  loro 
le  facce  del  triedro,  cioè  quelli  dei  diedri  conte- 
nuti nel  triedro.  La  geometria  metrica  del  triedro 
cioè  la  triedrometria^  si  confonde  così  con  quella 
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del  triangolo  sferico ,  cioè  colla  trigonometria 
sferica. 

Fra  i  triangoli  sferici  sono  da  notarsi  i  rettan- 
goli, i  birettangoli  e  i  trirettangoli.  Questi  ultimi 
sono  formati  di  tre  archi  di  circoli  massimi  fra 
loro  a  due  a  due  perpendicolari  ;  tutti  i  lati  e  tutti 
gli  angoli  sono  di  novanta  gradi. 

In  ogni  triangolo  sferico  rettangolo  i  tre  lati 
sono  minori  di  90  gradii  ovvero  uno  solo  di  que- 
sti lati  è  minore  di  90  gradi. 

In  ogni  triangolo  sferico  rettangolo^  un  angolo 
non  retto,  e  il  suo  lato  opposto  sono  ambedue  mag- 
giori 0  minori  di  90  gradi. 

Se  in  un  triangolo  sferico  ciascun  lato  ed  an- 
golo è  minore  di  180^^  la^somma  degli  angoli,  è 
maggiore  di  180^^  e  la  differenza  fra  questa  som- 
ma e  180^  dicesi  eccesso  del  triangolo  sferico. 

Il  triangolo  sferico  è  allora  equivalente  ad  un 
altro  triangolo  sferico  birettangolo  il  cui  terzo  an- 
golo è  V  eccesso  del  triangolo  dato,  (Questo  teor. 
fu  dimostrato  incompletamente  da  Girard  nel  1629; 
indi  dimostrato  in  modo  semplice  da  Cavalieri 
nel  1632.) 

Come  unità  delle  aree  sferiche  si  assume  il  trian- 
golo birettangolo,  il  cui  terzo  angolo  sia  V  unità 
angolare.  Allora  si  ha  :  U  area  di  un  triangolo 
sferico  è  eguale  al  suo  eccesso. 

Dato  un  circolo  massimo  sulla  sfera,  i  due  estremi 
del  diametro  perpendicolare  si  chiamano  poli  del 
circolo  massimo.  Supposto  il  circolo  massimo  per- 
corso in  un  certo  senso  (che  si  chiamerà  positivo) 
da  un  viaggiatore  che  appoggi  i  piedi  sulla  sfera, 
si  chiamerà  propriamente  polo  del  circolo,  quello 
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fra  i  due,  ohe  resta  a  sinistra  del  viaggiatore;  per 
modo  che  dato  il  polo  di  un  circolo  è  determinato 
su  questo  il  senso  positivo  del  cammino.  Quella 
faccia  del  piano  del  circolo  massimo  che  guarda 
verso  il  polo  si  chiamerà  positiva. 

Spostandosi  di  un  certo  angolo  il  piano  di  un 
circolo  massimo^  il  polo  si  sposta  del  medesimo 
angolo» 

Dato  un  triangolo  sferico  A  B  (\  cerchiamo  i 
poli  rispettivamente  dei  lati  B  G,  G  Aj  A  B  (dove 
si  intende  che  su  questi  lati  il  senso  positivo 
debba  essere  rispett.  quello  delle  direzioni  B  C, 
C  A,  ecc.) 

Questi  tre  poli  che  indicheremo  con  A'  B^  G' 
formano  un  altro  triangolo  sferico  che  si  chiama 
polare  o  reciproco  del  dato. 

Il  triangolo  A'  B'  G^  ha  a  sua  volta  per  polare 
il  triangolo  A  B  G. 

Gli  angoli  di  un  triangolo  sono  rispettivamente 
i  supplementi  dei  lati  del  triangolo  polare- 

IJarea  di  un  triangolo  e  il  perimetro  del  trian- 
golo polare  sommati  insieme  danno  360^. 

Supponiamo  il  contorno  di  un  triangolo  sferico 
percorso  in  un  certo  senso,  per  es.  nel  senso  AB  G, 
e  che  questo  sia  il  senso  positivo  rispettivamente 
su  ciascuno  dei  circoli  massimi  AB,  B  G,  GA; 
questi  lati  percorsi  in  questo  senso  abbiano  rispet- 
tivamente i  valori  e,  a,  b. 

Per  angolo  B  A  G  intendiamo  V  angolo  fatto 
dalle  due  direzioni  AB,  AG,  di  cui  dunque  una 
è  positiva  e  l'altra  è  negativa;  cosi  per  gli  angoli 
AGBj  G  B  A.  Tali  angoli  sieno  indicati  rispetti- 
vamente  con  A,  C,  B. 
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Intendendo  per  aìigolo  di  due  piani  del  triedro 
che  corrisponde  al  triangolo  sferico,  l'angolo  rac- 
chiuso dalle  due  facce,  una  positiva  e  V  altra  ne- 
gativa dei  due  piani,  si  ha: 

Gli  angoli  di  un  triangolo  sferico  sono  supple- 
mentari degli  angoli  racchiusi  dai  tre  piani  del 
triedro  corrispondente  al  triangolo  dato. 

Se  per  angolo  dei  due  piani  del  triedro^  si  in- 
tende invece  l'angolo  racchiuso  dalle  due  facce 
positive^  si  ha  allora  che  gli  angoli  racchiusi  dalle 
tre  facce  del  triedro  fra  loro  sono  rispettivamente 
eguali  a  quelli  che  abbiamo  indicati  con  A^  jB,  (7, 
e  che  non  sono  gli  angoli  formati  dalle  direzioni 
positive  dei  circoli  massimi. 

Supposto  A  —  90^,  le  formolo  principali  per  i 
triangoli  sferici  rettangoli  sono  le  seguenti: 

cos  a  =  cos  b  cos  e 

cos  b  =  sen  a  sen  B 

cos  e  —  sen  a  sen  C 

tg   b  =  tga  cos  C  ~  sen  ctg  B 

tg   e  —tga  cos  B  =  sen  btgC 

cos  a  =  ctg  B  ctg  C 

(   cos5=  cos  b  sen  C 

(   cosC=  cose  sen  jB. 

Le  forinole  fondamentali  per  i  triangoli  sferici 
qualunque  possono  ritenersi  le  seguenti: 

sen  a  sen  b  sen  e 

sen  A        sen  B       sen  C 
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cos  a  —  cos  b  cos  e  +  sen  h  sen  e  cos  A 
cos  4  —  —  cos  5  cos  C  +  sea  5  sen  C  cos  a 

e  le  altre  che  si  ricavano  da  queste  cogli  scambii 
di  lettere. 

La  prima  di  queste  formole  si  trova  sino  nelle 
opere  degli  antichi  geometri  (Menelao,  Spherica, 
III);  le  altro  si  chiamano  le  formole  di  Eulero 
{Meni,  de  Berlin,  1753).  Da  esse  possono  ricavarsi 
tutte  le  formole  della  trigonometria  sferica,  il  che 
fu  fatto  per  la  prima  volta  da  Lagrange  (Joiirn. 
de  VEc.polyt.,  1799)  e  Gauss  [Aggiunte  alla  Geo- 
metria di  posizione  di  Carnot,  trad,  da  Schu- 
macher). 

Ponendo  a  +  &  +  c=r 2 s    A  +  B+C=2S 
altre  formole  sono  le  seguenti: 
ctgasenft  =  cos  h  cos  C  +  sen  C  ctg  A 

2  V  sen  s  sen  (s — a)  sen  (s  -  b)  sen  (s  — e  ) 


sen  A 


sen  b  sen  e 


1  .       ,  /  sen  (s  —  b)  sen  (s  —  e) 
sen  -^  A  ^\J 

2  V  sen  o  sen  e 


sen  s  sen  'S  -  a) 
cos         -    -  •  ' 


2  V        sen  b  sen  e 


sen 


1       _  .  /  —  cos  /S  cos  (S  -  A) 
2^~\  s^BsenC 

1  ,/cos(S-£)cos(S-C) 


cos        w  - 

2  V  sen  B  sen  C 
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dalle  quali,  colla  divisione,  si  ottengono  facilmente 

le  formolo  per  tg^  —  A^  ctg^  —a;    formolo    che 
Jt  li 

servono  specialmente  per  il  calcolo  numerico  di  un 
angolo  mediante  i  tre  lati,  o  di  un  lato  mediante 
i  tre  angoli. 

Se  tutti  gli  angoli  e  i  lati  di  un  triangolo  sfe- 
rico sono  minori  di  180^  si  hanno  le  formole  (dette 
di  GrAUSS  0  di  Delambre) 


sen  —{A  —  B)  sen 

—  e  ==  sen  -g-  (a  —  h)  cos  —  G 

cos  — -  {A  —  B)  sen 

—  e  =  seuy  (a  +  6)  sen  --  C 

sen  -^{A-\'  B)  cos 

—  e  =  cos  Y  (a  -  h)  cos  y  C 

cos  —  (  J.  +  5)  cos 

Y  c  =  cos  y  (a  +  i)  sen  --  G. 

Queste  formole  furono  pubblicate  quasi  contem- 
poraneamente da  G-Auss  (jTA.  motiiSj  etc),  da  De- 
lambre {Comiaiss.  des  temps,  1808)  e  da  Moll- 
WEiDE  {Zach  monatL  Corresp.^  1808.  Yol.  XVIII). 

Dividendo  queste  formole  fra  loro  si  hanno  i 
valori  di 

^K-^(fl  +  b\  tg  Y  (a  —  b); 
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le  formole  corrispondenti  si  chiamano  analogie  di 
Neper  perchè  pubblicate  da  questo  Autore  nel 
1614. 

Altre  formole  adoperate  da  Gauss  sono  le  se- 
guenti: 

(sen  A  —  sen  B)  sen  e  =  (sen  a  —  sen  b)  sen  C 
(sen  A  +  sen  B)  sen  e  =  (sen  a  +  sen  b)  sen  C 
(cos  A  +  cos  J5)  sen  e  =  sen  {a  +  è)  (1  —  cos  C) 
sen  {A  +  £)(!  +  cos  e)  —  (cos  a  -j-  cos  b)  sen  C 

13a  o^ni  yertice  del  triangolo  sferico  conducia- 
mo il  circolo  massimo  perpendicolare  al  lato  op- 
posto; esso  divide  T  angolo  e  il  lato  opposto  in 
due  parti  M,  N;  m^  n  in  modo  che  M  -^  N  =  A, 
m  -\-  71=^  a  (se  tale  circolo  perpendicolare  è  stato 
condotto  dal  vertice  A).  Si  hanno  allora  le  rela- 
zioni: 

1  /^^  ,    TVTN  .      1  /T^       %TN       sen  (6  —  e) 

tg  ™  (i¥  +  i^  tg  -  (M-N)  ^ --— - 

2  2  sen  (o  +  e) 

tg  —  (m  +  n)  tg  —  [m  -  n)  = 

=  ìg^[b-Vc)i^~{b-c) 

tg  ^{M-N) 

-f ^tg-{BvC)ìg~[B-C) 

ig~{M-\-N) 
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^4^^"-^^  _  sen{B-G) 

tg  —  {m  -V  n) 

tg  M t^  m 

tg  N      tg  n 

sen  {M  +  N) sen  {m  +  n) 

sen  (M  —  N)       sen  (m  —  n) 

La  quantità  avanti  designata  con  S  (pag.  93) 
ha  relazione  (come  abbiamo  sopra  detto,  pag.  90) 
coll'area  del  triangolo  sferico;  si  hanno  per  essa 
le  seguenti  formole  importanti: 

cos  —  a  cos  —  h  -r  sen  —  a  sen  —  6  cos  C 

^  ^  ^  u  u 

sen  k5  = — — 


cos  ~  e 

di 


2 
14-  cos  a  +  cos  &  -r  cos  e 

~~  A  1~~  1~^  1~ 

4  cos  —  a  cos    -  0  cos  —  e 

U  dà  u 

cos  ^  -  a  +  cos^  "^  ^  +  <^os^  —  e  —  1 

Ct  di  u 

2  cos  --  a  cos  —  6  cos    -  e 

d  di  di 

ctg  —  a  ctg  —  J  +  cos  e 

«^«= —ile 
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.     ^  sen  a  sen  è  sen  C 


1  +  cos  a  +  cos  ò  +  CCS  0 
tg^j(5-90o)  = 

=  tg~stg-^  (s-rOte  2  ^^  -^)tg-2-(s    -  e). 

A  queste  forinole  corrispondono  naturalmente 
quelle  colle  quali  si  calcola  il  perimetro  2s  del 
triangolo  sferico;  basta  sostituire  al  triangolo  dato 
il  suo  triangolo  polare  e  a  questo  applicare  le 
formolo  precedenti. 

Se  in  un  triangolo  sferico  resta  costante  un  an- 
golo e  il  prodotto  delle  tangenti  delle  metà  dei  lati 
che  comprendono  Vangolo^  resta  costante  Varca  del 
triangolo. 

Se  in  un  triangolo  sferico  resta  costante  un  lato 
e  il  prodotto  delle  tangenti  dei  semiangoli  adia- 
centi al  lato^  resta  costante  il  perimetro  del 
triangolo. 

Se  i  rapporti  dei  lati  del  triangolo  sferico  al 
raggio  della  sfera  sono  piccoli,  gli  angoli  del 
triangolo  sferico  superano  approssimativamente 
della  terza  parte  rfc//' eccesso,  gli  angoli  corri- 
spondenti di  un  triangolo  piano  che  ha  i  lati  or- 
dinatamente ugnali  a  quelli  del  triangolo  sferico 
(teor.  di  Legendee,  Mem.  de  Paris^  1787). 


Gli  studi  di  trigonometria  sferica,  che  erano  ne- 
cessarii  per   le    ricerche    astronomiche,    risalgono 
sino  ai  geometri  greci.   Fra  i  moderni   se  ne  oc- 
Pascal.  7 
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cupo  nuovamente  con  nuove  importanti  ricerche, 
rÈuLEEO,  Mém.  de  Berlin,  1753,  e  Ada  Petrop., 
1779);  indi  se  ne  occuparono  Legendre  {Trigon,), 
LexeFìL  {Ada  Petrop.,  1782),  Lagrange  (Journ. 
de  VÉc,  polyt.,  cab.  VI  e  Gauss.  Sono  poi  im- 
portanti le  opere  di  Mòbius  (Anahjt.  Sphdrik, 
1846)  e  Giidermann"  {Nied,  Sphàrik,  1835). 

Fra  le  opere  più  moderne,  oltre  il  notissimo 
trattato  di  Serret  (tradotto  anche  varie  volte  in 
italiano)  citiamo  l'eccellente  piccolo  trattato  di 
Baltzer  (tradotto  in  ital.  da  Cremona,  3.*  ediz., 
Genova,  1881). 


CAPITOLO  IH. 

Teoria  invariantiva  delle  forme  algebriche. 
Connessi. 


§  1.  --  Generalità  sulle  eorme  algebriche. 

Nel  voi.  I,  Gap.  XII  abbiamo  trattato  delle  forme 
algebriche  binarie.  Ora  diremo  qualcosa  sulle  forme 
algebriche  ternarie.  Lo  studio  di  queste  appartiene 
più  propriamente  alla  Geometria,  inquantochè  è 
nella  Geometria  che  si  possono  utilizzare  i  risultati 
ottenuti  dallo  studio  delle  formazioni  invariantive 
appartenenti  a  quelle  forme. 

Si  dirà  forma  algebrica  ternaria  una  funzione, 
intera,  omogenea  di  tre  variabili  x^ x^x^*^  i  coeffi- 
cienti di  questa  forma  possono  poi  essere  a  loro 
volta  funzioni  intere  omogenee  di  altre  tre  varia- 
bili ViV^y^^  e  si  ha  allora  la  forma  a  due  serie 
di  variabili,  ecc.;  similmente  si  definirebbero  le 
forme  quaternarie,  quinarie,  ecc. 

Con  principi  simili  a  quelli  adoperati  nel  caso 
delle  forme  binarie,  (che  qui  non  ripeteremo^  pos- 
siamo simbolicamente  porre  una  forma  ternaria  di 
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ordine  n,  sotto  la  forma 

n  n  n 

La  teoria  invariantiva  delle  forme  algebriche 
studia  quelle  formazioni  razionali  intere  omogenee 
dei  coefficienti  di  una  o  più  forme  originarie,  e 
delle  variabili,  le  quali  formazioni  per  una  trasfor- 
mazione lineare  delle  variabili  (per  un'omografia) 
restano  inalterate  a  meno  di  un  fattore,  potenza 
del  cosiddetto  modulo  della  sostituzione.  Siffatte 
formazioni  si  chiamano  perciò  formazioni  inva- 
riantive. 

E  facile  riconoscere  che  fra  tali  formazioni  in- 
variantive,  devono  includersi  anche  di  quelle  le 
quali  non  hanno  le  loro  corrispondenti  nel  caso  del 
campo  binario. 

Interpretiamo,  infatti,  le  x  come  coordinate  omo- 
genee di  punti  del  piano.  Nella  trasformazione  li- 
neare delle  coordinate  x  di  punti,  conviene  tener 
conto  anche  dell'elemento  che  nel  piano  è  duale  al 
punto,  cioè  della  retta,  e  quindi  conviene  consi- 
derare insieme,  anche  la  correlativa  trasformazione 
delle  coordinate  di  rette  nel  piano.  Questo  è  un 
fatto  nuovo  che  nel  campo  binario  non  si  presen- 
tava. 

Indicando  perciò  con  Ui  u^,  %  le  coordinate  omo- 
genee di  rette  nel  piano,  conviene  più  general- 
mente considerare  formazioni  le  quali  oltrecchè 
contenere  coordinate-punti,  contengano  anche  coor- 
dinate-rette. 

Propriamente  distingueremo  quattro  specie  di 
formazioni  invariantive  : 
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1.  Invarianti;  nou  dipendono  che  dai  coeffi- 
cienti della  forma  originaria.  Il  grado  in  tali  coef- 
ficienti si  dice  gradt)  dell'  invariante. 

2^  Coi'ar^'an^i;*  dipendono,  oltreché  dai  coeffi- 
cienti, anche  dalle  coordinate-punti.  Il  grado  in 
tali  coordinate  si  dice  ordine, 

3.  Contravarianti  o  forme  aggiunte;  dipen- 
dono, oltrecchè  dai  coefficienti,  àtìciie  dalle  cóov 
dinate-rette.  Il  grado  in  tali  éoordinate  si  dice 
classe.  ,       •  , 

4.  Forane  miste;  dipendono,  oltrecchè  dai  coef- 
ficienti, dalle  coordinate-punti,  e  dalle  coordinate- 
rette. 

Da  questo  punto  di  vista  allora  possiamo  più 
generalmente  immaginare  che  la  forma  o  le  forme 
originarie  fondamentali,  contengano,  oltrecchè  coor- 
dinate-punti, anche  coordinate-rette,  e  anche  che 
contengano  più  serie  delle  une,  e  più  serie  delle 
altre. 

Se  una  di  esse  contiene  solo  una  serie  di  coor- 
dinate punti ,   la   sua   espressione  simbolica  sarà 

a   ,  ed  eguagliata  a  zero  rappresenterà  una  curva 

algebrica  di  ordine  n  (v.  Gap.   sulla  teoria  delle 
curve). 

Se  contiene  solo  una  serie  dì  coordinate-rette,  la 

n 

sua  espressione  simbolica  sarà  n    ed  eguagliata  a 

zero  rappresenterà  una  curva  algebrica  di  classe 
n  (v.  Idem). 

Se  contiene  una  serie  di  coordinate-punti,  e  una 
serie  di  coordinate-rette  la  sua  espressione  simbo- 
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lica  sarà 

m      n 

a     U 
X       a 

ed  eguagliata  a  zero  rappresenterà  tm  connesso  ; 
di  questi  tratteremo  alla  fine  di  questo  capitolo. 

I  casi  in  cui  le  serie  di  coordinate  delle  due 
specie  sono  in  numero  maggiore  di  uno,  si  ridu- 
'3òrio  ai  soli  casi  sopra  enunciati,  mediante  il  se- 
guente teorema  fondamentale: 
'  Un'  'sìdcma  di  forme  ternarie  in  numero  qua- 
/u'nqtie,  di  cui  ciascuna  contiene  più  serie  di  coor- 
dinate-punti,, e  pili  serie  di  coordinate-rette^  può 
sempre  essere  sostituito  da  un  sistema  equivalen- 
te, di  cui  ogni  forma  non  contiene  che  solo  una 
serie  di  coordinate-punti^  e  una  serie  di  coordi- 
nate-rette ^  e  di  cui  tutte  le  formazioni  invarian- 
tive sono  le  stesse  di  quelle  del  sistema  primitivo 
(v.  Clebsch,  Abh,  Gottingen,   1872,  e    Clebsch- 

LlNDEMANN,    GcOm.). 

Come  pel  campo  binario,  cosi  anche  per  il  ter- 
nario si  ha  il  teorema,  che  esiste  sempre  un  si- 
stema COMPLETO  di  formazioni  invariantive^  nel 
senso  che  mediante  esse  e  con  funzione  razionale 
intera  può  esprimersi  ogni  altra  formazione  inva- 
riantiva  appartenente  alle  forme  fondamentali 
date. 

Esaminiamo  ora  come  si  trasformano,  colla  so- 
stituzione lineare,  le  coordinate-punti,  le  coordi- 
nate-rette, e  i  coefficienti  simbolici  della  forma 
originaria. 

Indicando  con  Xi  le  nuove  coordinate-punti,  si 
abbia  ; 

Xi  s  an  X^  +  a/2  ^2  +  ^«3  ^3 
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e  sia 


A  = 


P^l 


21 


^12 


^22      ""23 


il  modulo  della  trasformazione. 

Indicando  allora  con  ^ij;  ì  complementi  alge- 
brici degli  elementi  a/y  in  A,  si  hanno  le  seguenti 
forinole  : 

Xi  =  Al,-  Xi  +  Hi  Xg  +  As/  X3 

^^^    =  aij  C/j    +  0C2/  C/g   +  ^3^-  [73 
U",  =1  AiiUi  +  A, '2  ?/2  +  ^«3  %. 

Sapendo,  che  se  si  indicano  con  y^  y^y^  le  coor- 
dinate di  un  altro  punto  della  retta  u^  le  coordi- 
nate Ux%i^%i^  sono  proporzionali  ai  minori  della 
matrice 

/y»  /y»  /y» 

*^1        ^2        •^S 

yi    2/2  2/3 

e  correlativamente,  indicando  con  ^^11^2^3  1^  coor- 
dinate di  un'altra  retta  passante  per  il  punto  x^  le 
coordinate  x^  x^  Xg  sono  proporzionali  ai  minori 
della  matrice 

ìli    U2    W3 

^1     ^2     ^3 

si  ha:  che  i  minori  di  queste  matrici  si  trasfor- 
mano nella  sostituzione  lineare,  colle  stesse  for- 
inole con  cui  si  trasformano  rispett,  m  ,  e  -'  i  . 
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La  espressione  tf^,  colla  trasformazione  lineare, 
si  riduce  a  Ux  (a  meno  di  un  fattore  A);  tale 
espressione  è  dunque  una  forma  mista  apparte- 
nente a  qualunque  forma  originaria  fondamen- 
tale (perchè  è  indipendente  dai  coefficienti  della 
forma  originaria).  Si  chiama  perciò  covariante 
identico. 

Sussiste  il  seguente  teorema: 

Se  una  forma  invariantiva  di  un  sistema  di 
forme  date^  non  contiene  i  coefficienti  di  queste^  e 
contiene  una  sola  serie  di  coordinate-punti.^  e  una 
sola  serie  di  coordinate-rette.,  essa  è  necessaria- 
mente una  potenza  del  covariante  identico  Ux  (a 
meno  di  un  coefficiente  numerico). 

Passando  ora  alle  formolo  di  trasformazione  dei 
coefficienti  simbolici  ai  a^  a^  di  una  forma  ternaria 
data,  noi  osserveremo  quanto  segue: 

Se  una  forma  originaria  data  contiene  solo  una 
serie  di  coordinate-punti  ed  è  quindi  esprimibile  col 

simbolo  a  ,  i  coefficienti  simbolici  ai  a^  a^  si  trasfor- 

X 

mano  colle  medesime  formole  con  cui  si  trasfor- 
mano le  coordinate  di  rette  Ui  U2  %. 

Se  una  forma  originaria  data  contiene  solo  una 
serie  di  coordinate-rette  ed  è  quindi  esprimibile  col 

m 

simbolo  u  ,  i  coefficienti  simbolici  a^  ag  y-^  si  tras- 
formano colle  medesime  formole  con  cui  si  tras- 
formano le  coordinate  di  punti  Xi  x^  ^3. 

Se  infine   una   forma    originaria  è   simbolica- 

mente  del  tipo  a    u    ,  i  coefficienti  a  si  trasfor- 

X       a 

mano  come  le  w,  e  i  coefficienti  a  come  le  -r. 
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Se  n  è  una  formazione  invariantiva  che  dipende 
dai  coefficienti  effettivi  au  di  una  forma  origi- 
naria^ e  se  i  coefficienti  omologhi  di  un^  altra 
f orina  simile  a  quesf  ultima  si  indicano  con  bij^  la 
espressione 

an 


^br. 


d  cùiJ 


contiene  le  a  ad  un  grado  di  un'unità  inferiore  a 
quello  con  cui  le  contiene  n,  contiene  linearmente 
i  coefficienti  b.  e  i^ossiede  ancora  la  proprietà  in- 
variantiva. L'operazione 

d 


-ibi 


d  au- 


si dice  operazione  di  Akonhold. 

In  questo  modo  da  una  forma  invariantiva  di 
un  qualunque  grado  nei  coefficienti  di  una  forma 
data,  si  può  ricavare  un'altra  la  quale  contenga 
linearmente  i  coefficienti  di  tante  forme  omologhe 
alla  data.  Ciò  è  utile  per  trasformare  in  espres- 
sione simbolica  la  forma  invariantiva  data. 

Mediante  l'introduzione  della  notazione  simbo- 
lica ogni  forma  invariantiva  di  un  sistema  di 
forme  originarie,  resta  espresso  come  forma  inva- 
riantiva di  un  sistema  di  forme  lineari. 

Date  le  forme  lineari  ax,  Ua,  u;],  V operazione 

('h  h  -    «a  P2)  —-  +  («3  Pi  +  =<!   Po)  ~    + 

0  ai  0  ct2 

0  «3 

applicata  su  di  una  forma  invariantiva  n  che  con- 
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tenga  i   coefficienti  a^a^a^^  lascia  inalterata  la 
proprietà  invariantiva. 

Ogni  formazione  invariantiva  di  un  sistema  di 
forme  ternarie  può  simbolicamente  essere  rappre- 
sentata come  Vassieme  di  prodotti  simbolici  di  cui 
i  fattori  sono  dei  tipi: 

Ux^  ax)  Ua  j  aa^  [ab  e),  (a  b  ti),  {a  ti  v)^  {ti  v  tv) 
(ocSy),  (x^x),  (oca? 2/),  (xyz) 

dove  a,  b,  e, . . .  sono  coefficienti  di  forme  lineari 
in  coordinate-punti  ;  a,  p,  Y, . . .  sono  coefficienti  di 
forme  lineari  in  coordinate-rette  ;  x  t/  z  . . .  sono 
coordinate-punti'^  e  w,  i\  w^ . . .  sono  coordinate-rette. 
Per  il  calcolo  simbolico  delle  forme  ternarie  e 
di  specie  superiore  sono  fondamentali  certe  iden- 
tità analoghe  a  quelle  che  si  ado[)erano  per  il  cal- 
colo simboh'co  delle  forme  binarie.  Per  il  campo 
ternario  tali  identità  sono: 

(abc)  {def)-{bcd  {aef)+{cda  (bef)-{dab)  (cef)-=0 
(a  b  e)  dx  —  {b  ed)  ax  ^  (ed  a)bx  —  {d  ab)  Cx  =  0 
ax  ay  az 

bx    by   bz 


(a  b  c){xy  z)' 


=  0 


Cx      Cy      Cz 

(x  y  z)  at  —  {y  z  t)  ax  -V  {^t  >(')  cty  —  {txy^  az  =■'■  0 
{r/j2){trs)  —  (f/zt){xrs)  +  [zt.r)(yrs)       (tx(/){zrs)  =  0 

dove  ab  ed  e  f  rappresentano  coefficienti  di  forme 
lineari  in  coord.  punti,  ovvero  anche  coordinate- 
rette;  -ryztrs  rappresentano  coordinate-punti, 
ovvero  anche  coefficienti  di  forme  lineari  in  coor- 
dinate-rette. 
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Per  le  forme  di  specie  superiore,  si  hanno  anche 
cinque  tipi  di  identità,, analoghe  a  quelle  di  sopra. 

Queste  identità  sono  le  uniche  primitive  che  pos- 
sano sussistere  fra  formazioni  simboliche  di  tipo 
invariantivo  ;  nel  senso  che  ogni  altra  identità  ap- 
parentemente diversa,  deve  necessariamente  essere 
lina  combinazione  delle  identità  soprascritte.  Que- 
sto teorema  fu  dimostrato  per  forme  binarie  e  ter- 
narie da  GroRDAN  e  Study  {Math.  Ann,  Ann.  XXX, 
pag.  120)  e  per  il  caso  generale  da  Pascal  (Lin- 
cei, Rend.  1888;  Memorie   F,  1888). 

Un  problema  interessante  per  la  teoria  delle 
forme  ternarie  e  superiori,  è  quello  riguardante 
una  possibile  estensione  della  formola  di  Clebsch- 
GoEDAN,  che  esprime  una  funzione  con  più  serie 
di  variabili  mediante  polari  di  funzioni  con  un  nu- 
mero minore  di  serie  di  variabili. 

Di  questo  problema  si  occupò  come  abbiamo  già 
detto  sopra,  il  Clebsch  nel  1872;  esso  fu  poi  ri- 
preso e  trattato  da  un  altro  punto  di  vista,  senza 
cioè  la  introduzione  di  coordinate-rette,  da  Ca- 
pelli (  Giorn.  di  Batt.  XVIII]  Lincei,  Memo- 
rieXII,  1882  K 

E  evidente  come  molte  delle  considerazioni  qui 
fatte  per  le  forme  ternarie  si  possano  anche  fare 
in  generale  per  le  forme  di  specie  superiore,  r.  Si 
possono,  come  nel  campo  ternario,  anche  nel  campo 
delle  forme  di  specie  qualunque,  definire  delle  coor- 
dinate n,  le  quali  per  la  trasformazione  lineare, 
si  comportino  come  i  determinanti  minori  della 
matrice  formata  con  r  —  1  serie  di  variabili 
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cogredienti  di  specie  r.  Kappresentaiido  le  x 
come  le  coordinate  dei  punti  di  uno  spazio  ad 
r  —  1  dimensioni,  le  u  sono  le  coordinate  dell'ele- 
mento che  in  tale  spazio  è  duale  al  punto. 

In  quanto  ai  sistemi  completi  per  le  speciali 
forme  ternarie,  ne  riferiremo  in  capitoli  appositi, 
e  cioè  per  le  forme  ternarie  quadratiche  nel  cap. 
sulle  coniche,  per  le  forme  ternarie  cubiche  nel 
cap.  sulla  curva  di  3.^  ordine,  ecc. 

Trattati  sulle  forme  ternarie,  quaternarie,  ecc. 
non  ne  esistono,  e  la  teoria  di  tali  forme  non  è 
cosi  sviluppata  come  quella  delle  forme  binarie. 
Fra  le  opere  che  ne  trattano  citeremo  V  Algebra 
der  linearen  Transf.  di  Salmon-Fiedler,  dove  si 
tratta,  oltreché  delle  forme  binarie,  anche  di  quelle 
di  specie  superiore  ;  il  noto  trattato  di  Geometria 
di  Clebsch-Lindemann,  e  finalmente  uìi  libro  di 
Study  {Methoden  ziir  Theorie  der  terndren  For- 
merij  Leipzig,  1889). 


§  2.  —  Peincipio  di  traspoeto. 

E  interessante  nella  teoria  delle  forme  ternarie 
il  cosiddetto  principio  di  trasporto  di  Clebsch 
(Uehertragiingsprincip)^  che  serve  a  ricavare  certe 
particolari  forme  invariantive  ternarie,  da  noti  in- 
varianti 0  covarianti  binari. 

Consideriamo  il  caso  in  cui  si  abbia  una  forma 

un 

fondamentale  ternaria  a    ^  h    =  . . .    in    coordi- 

X  X 

nate-punti. 
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Sieno  ^1^2^31  '^i^2'^3  due  punti;  le  coordinate 
di  un   punto    della   retta    che   li  congiunge   sieno 

^1  —  ^^1  Vi  +  h  ^1 

^3  ==  ^1  2/3  +  ^2  ^3- 
n 

Sostituendo  questi  valori  in  a  =0  e  ponendo 
simbolicamente 

%==°^i         ->        az^^^'2 

n 

si  ha  ^^=0,  le  cui  radici  X  corrisponderanno  ai 
punti  d' incontro  della  retta  {y  z)  colla  curva 

a  =0. 

X 

Si  abbia  ora  un  invariante   o  covariante  della 

n 

forma   binaria    oc     e  sia  n  ;  esso  sarà  formato  di 

termini  ognuno  dei  quali  ha  per  fattori,  determi- 
nanti binari  del  tipo  (^  P) ,  e  fattori  lineari  del 
tipo  OC/  S;  . . .  dove  con  p  . . .  si  indicano  simboli 
equivalenti  ad  oc. 

Eguagliando  n  a  zero  si  ha  la  condizione  per- 
chè il  gruppo  di  n  punti  nei  quali  la  retta  taglia 
la  curva,  abbia  speciali  proprietà  proiettive;  se 
dunque  si  trasforma  II  in  modo  da  contenere  i 
coefficienti  della  ternaria  data,  e  le  coordinate  u 
della  retta  (y  z)^  si  ha  una  formazione  invariantiva 
la  quale  eguagliata  a  zero,  rappresenterà  l'assieme 
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di  tutte  le  rette  u  che  secano  la  curva  data  in 
gruppi  di  punti  aventi  quelle  determinate  proprietà. 

Ora  è  facile  verificare  che  o^^ni  determinante 
{^P  equivale  ad  un  determinante  {abu)^  e  ogni 
fattore  y-X  equivale  ad  ax  dove  però  le  variabili  oo 
ed  te  non  sono  indipendenti  ma  legate  dalla  condi- 
zione iix  =  0,  e  perciò,  chiamando  Vi  v^  v^  le  coor- 
dinate di  un'  altra  retta  che  passa  pel  punto  .^•, 
possiamo  al  fattore  ax  sostituire  il  determinante 
[a  il  v)* 

E  evidente  che  se  invece  di  una  sola  forma  pri- 
mitiva se  ne  hanno  più,  i  calcoli  e  i  ragionamenti 
precedenti  sarebbero  gli  stessi. 

Si  ha  dunque  la  seguente  facile  regola  per  tra- 
sportare dal  campo  binario  al  campo  ternario,  for- 
mazioni invariantive:  ogni  determinante  binario 
(a  6)  si  sostituisca  con  un  determinante  ternario 
[a  b  u),  dove  a,  5, . . .  sono  i  simboli  di  quelle  forme 
ternarie.,  che  corrispondono.,  secondo  le  formole  so- 
prascritte, ai  simboli  a,  p, . . .  :  inoltre  ogni  fattore 
lineare  come  ^i  si  sostitimca  con  nn  determinante 
[auv)  dove  le  v  si  considerano  come  delle  quan- 
tità arbitrarie. 

Una  siffatta  formazione  eguagliata  a  zero  rap- 
presenterà, yielle  coordinate  ti,  ima  curva  (o  un 
sistema  di  curve  se  nella  formazione  entrano  an- 
che le  v)  le  cui  tangenti  segano  la  curva  o  le  curve 
date  in  punti  godenti  di  speciali  proprietà  inva- 
riantive. 

Le  applicazioni  di  questo  principio  sono  sva- 
riatissime;  una  delle  più  importanti  è  la  seguente: 

Si  voglia  trovare  Vequazione  tangenziale  di  una 

n 

curva  data  in  coordinate-punti.,  f -- '^  ^==^0.  Baste- 
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rà  conoscere  Vespressione   simbolica  del   discrimi- 

^^      . 
nante  di  una  forma,  binaria  di  ordine  n,  a    e  m 

essa  mutare  ogni  determinante  (ot  P)  in  un  deter- 
minante (a  b  li). 

Un  principio  di  traslazione  simile  a  questo  qui 
sviluppato  può  applicarsi  anche  nel  caso  in  cui  la 
forma  primitiva  fondamentale  sia  più  generalmente 
uu  connesso  (v.  §  1)  cioè  una  forma  contenente  una 
serie  di  coordinate-punti  e  una  serie  di  coordi- 
nate-rette. 

Sia   dato   il    connesso  a  ti    =0.  Consideriamo 

la  retta  dei  punti  y  e  ^,  e  il  punto  delle  rette  v  e 
w,  e  poniamo  la  condizione  che  quella  retta  e  que- 
sto punto  appartengano  al  connesso.  Ponendo  al- 
lora, come  sopra, 


si  ha 


%  =  ^1     ,        ^0  =  JI2 

'2;a=  A|       ,  t^a=A2 


,n       m 

A^   A     =0 


dove  le  >^  e  le  [J-  sono  variabili  binarie. 

Mediante  questa  relazione  ad  ogni  retta  u  cor- 
rispondono m  punti  di  una  retta  e  ad  ogni  punto 
X  corrispondono  n  raggi  di  un  fascio. 

Sia  n  un  invariante  di  questa  forma  binaria  a 
due  serie  di  variabili,  invariante  la  cui  forma  sim- 
bolica non  contenga  alcun  determinante  del  tipo 
(^A);  mutiamo,  come  sopra,  in  esso  ogni  deter- 
minante (^  jB)  in  un  determinante  (a  b  u),  e  ogni 
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determinante  ^A  B)  ia  un  determinante  (^S^r); 
avremo  un  espressione  composta  di  fattori  simbo- 
lici (a  b  u)  Q  {y^  p  x)j  che  sarà  una  forma  invarian- 
tiva  del  connesso  dato,  e  che  eguagliata  a  zero 
rappresenterà,  per  ogni  punto  ^,  una  curva  le  cui 
tangenti  segano  la  corrispondente  curva  del  con- 
nesso dato  in  n  punti  aventi  speciali  proprietà 
proiettive;  e  per  ogni  retta  ii^  una  curva  dai  cui 
punti  condotte  le  m  tangenti  alla  corrispondente 
curva  del  connesso  dato,  il  fascio  di  tali  m  rette 
ha  altre  speciali  proprietà  proiettive. 

Il  principio  di  trasporto  fa  enunciato  da  Clebsch 
{Creile^  LIX;  Geom.);  vedi  anche  Gtundelfinger 
(Math.  Ann.9  VI),  e  Studt  (Methoden^  etc.  Leip- 
zig, 1889). 


§3.-1  CONNESSI.  Le  coincidenze. 

Abbiamo  già  detto  nei  paragrafi  precedenti  che 
la  figura  rappresentata  simbolicamente  da 

n       m 

a     ti    =0 

X       a 

si  dice  connesso  di  n^^^  ordine,  e  m^^^  classe. 
Il  connesso  suole  indicarsi  col  simbolo  (n,  m). 
Ad  ogni  punto  x  corrisponde  una  curva  in  coor- 
dinate tangenziali,  di  m^^^^^  classe:  e  ad  ogni  retta 
corrisponde  una  curva  in  coordinate-punti,  di  n."^^ 
ordine. 

Fra  i    connessi  è  notevole   quello  la  cui  equa- 
zione è  ux=^0.  Esso  si  dice  connesso  identico. 
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Si  dice  elemento  del  connesso  rassieihe  di  un 
punto  e  di  una  retta  che  nel  connesso  si  corrispon- 
dono. '" 

Se  un  punto  è  tale  che  ad  esso  corrispondono 
tutte  le  rette  del  piano,  esso  si  dice  fondamentale; 
e  così  retta  fondamentale  del  connesso  è  quella 
cui  corrispondono  tutti  i  punti  del  piano. 

L'insieme  degli  elementi,  in  numero  doppia- 
mente infinito,  che  sono  comuni  a  due  connessi, 
forma  una  coincidenza. 

In  una  coincidenza  a  ciascuna  retta  corrisponde 
un  numero  finito  v  di  punti,  e  a  ciascun  punto  un 
numero  finito  [x  di  rette;  i  numeri  v,  u  si  dicono 
ordine  e  classe  della  coincidenza. 

La  coincidenza  che  un  connesso  dato  ha  comune 
col  connesso  identico  Ux  —  0  si  dice  coincidenza 
principale  del  connesso. 

Dati  due  connessi  (n^  m),  (n\  m^,  Vordine  e  la 
classe  della  corrispondente  coincidenza  sono  dati  da 
y  =  nn\        [j.  ^=mm'. 

Dato  un  punto  rr,  le  \f^  rette  della  coincidenza 
si  trovano  cercando  le  tangenti  comuni  delle  curve 
che  nei  due  connessi  corrispondono  a  quel  punto  ; 
similmente  per  i  v  punti  corrispondenti  ad  una 
retta. 

L^nsieme  degli  elementi  comuni  a  tre  connessi 
forma  una  coppia  di  curve.  Eliminando  fra  le 
equazioni  dei  tre  connessi,  le  x^  si  ha  l'equazione 
di  una  curva  in  coordinate-rette,  e  eliminando  le 
?^,  si  ha  r  equazione  di  una  curva  in  coordinate- 
punti.  La  classe  della  prima  curva  è  data  da 

mìi' n'' ~\- m' n"  n  +  m'^  nn' 

Pascai^.  9 
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e  Vordine  della  seconda  da 

n  m'  n{'  +  n'  ni'^  m  +  n"  m  m' 

se  (n  m)  (n^  m^)  (n^'  m^9  ^^^^^  ^  ^^'^  connessi. 

Il  numero  degli  elementi  (punto  e  retta  corri- 
spondenti) comune  a  quattro  connessi  (n  m)  (n'  m') 
(n"m')  {n"m"')  è 

m  m' n'^  n'^^  -*-  m' m'^  n'^'  n  +  m''  m"^  n  n^  + 

+  m  m^'  n'  n'^'  +  m'  m^^^  n'^  n  +  m  m^"  n^'  n\ 

Si  chiama  connesso  coniugato  del  dato  un  con- 
nesso che  rispetto  al  dato  ha  la  seguente  rela- 
zione in  varianti  va:  Ogni  suo  elemento  [y,  v)  ha  la 
proprietà  che  al  punto  y  corrisponde  nel  connesso 
dato  almeno  una  retta  doppia,  e  alla  retta  v  cor- 
risponde nel  connesso  dato  almeno  un  punto 
doppio. 

La  formazione  dell'equazione  del  connesso  co- 
niugato si  ottiene  adoperando  il  principio  di  tra- 
sporto (v.  S  2).  Bisognerà  formare  il  discrimi- 
nante della  equazione  doppiamente  binaria  (ado- 
perando le  stesse  notazioni  del  J?  2.) 


n       -in 


cp  =  ^     A    ,  (il,  m  >  1) 

cioè  l'invariante  che  eguagliato  a  zero  dà  la  con- 
dizione perchè  tale  forma  abbia  contemporanea- 
mente una  radice  doppia  in  ^  e  una  radice  doppia 
in  [f-,  *  indi  mutare  col  principio  di  trasporto  ogni 


*  Cioè  che  esìstano  due  valori  )i  /^i,  di  /  e  fj.,  tali  che 
)i  sia  radice  doppia  di  'v(),  /jj)  =  0^  e  yi  sia  radice  doppia 
di  ?'(>i,/^)-0, 
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determinante  binario  in  uno  ternario.  Tale  inva- 
riante si  ottiene  eliminando  ^^i  >^2  ^i  ?-2  A'^  ^^  equa- 
zioni 

a^i  d\  dl^i        '    ^[^-2 

7/  suo  grado  è  2  [m  n  -{-  2  (m  —  1)  'n  —  1)]. 
S^  imo  dei  numeri  n,  7l^,  p.  eS'  ni  è  eguale  ad  Ij 
allora 

n 

?  =  A^  A^i  --=-  Pi  u^  -I-  Pg  ug 

e  V invariante  richiesto  è  il  risultante  di  Pi  e  P^- 
Il  connesso  coniugato  del  connesso  (1,  1)^ 
ax Ua  —  ^  e\ 

(a  h  u)  (oc  S  x)  =  0. 

Il  connesso  coniugato  del  connesso  (2^  1) 
a^xUa  =  0  è: 

(a  b  uY  (e  d  uY  (P  Y  ^  )  ("^-  ^  ^)  =  0. 

Il  connesso  coniugato  del  connesso  (2^  2)^ 
a^xU^a-=0  è: 

dove 
U=^~^iabu)Hy^?a^]' 

==:—  --^(abti)(bc  u)  {e  a  u)  (a  p  x)  (S  y^)  (y^w) 


I 


0 
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Si  può  dire  che  in  certo  modo  il  connesso  co- 
niugato sta  al  connesso  dato,  come  l'assieme  delle 
tangenti  ad  una  curva  sta  ai  punti  della  curva 
stessa. 

Il  connesso  coniugato  del  coniugato  non  è  altro 
che  il  primitivo» 

Gli  elementi  di  due  connessi,  l'uno  coniugato 
dell'altro  si  corrispondono  biunivocamente. 

Il  numero 

(n  —  1)  {n  —  2)  (m  —  1)  [m  —  2 
P  = 2 2 

è  caratteristico  per  un  connesso  generale  e  si 
chiama  genere. 

In  un  connesso  (1^  2),  axu^a^=0  i  punti  le  cui 
coniche  corrispondenti  si  scindono  in  due  punti 
formano  la  curva  di  3.®  ordine 

ax  hx  Cx  [y-  S  y)2  zz:  0, 

e  le  rette  che  congiungono  fra  loro  i  due  punti  in 
cui  ciascuna  di  tali  coniche.,  si  scinde^  sono  le  tan- 
genti della  curva  di  3.*  classe 

{a  bc){^^  y)  ^fa  ^^/5  Uy  =  0, 

mentre  le  stesse  coppie  di  punti  si  trovano  a  loro 
volta  sìdla  curva  di  3.^  ordine 

(a  h  e)  (oc  p  ir  (p  Y  '^O  '  Y  a  ir)  =  0. 

Nella  coincidenza  principale  del  connesso  (1,  2)^ 
ad  ogni  punto  x  corrispondono  due  rette  passanti 
per  esso^  e  ad  ogni  retta  corrisponde  un  jmnto  su 
e$sa  situate.  I  punti  che  in  tale  coincidenza  prin- 
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cipale  corrispondono  a  due  rette  coincidenti  sono 
situati  su  di  una  curva  di  4.^  ordine  la  cui  equa- 
zione è  ' 

ax  bx  (a  8  ^)  =  0. 


La  teoria  dei  connessi  si  può  dire  fondata  da 
Clebsch,  (v.  le  lezioni  di  Geom.  di  Clebsch-Lin- 
demann). 

Il  connesso  (1,  1)  fu  studiato  da  Clebsch-Goe- 
DAN  (Matli.  Ann.^  I)  e  il  connesso  (1,  2  da  Godt 
{Diss.  Góttingen,  1873);  indi  molti  risultati  di 
Godt  furono  generalizzati  al  connesso  (1,  n),  nelle 
citate  lezioni   di   Geometria   di   Clebsch-Linde- 

MANN. 


§  4.  —  Alcune  propbieta  generali  sulle  eor- 
me   ALGEBRICHE    QUALUNQUE.    JaCOBIANI.   HeS" 

siANi.  Legge  d'  inerzia  delle  eorme  quadra- 
tiche. Apolarità. 


Yogliamo  raccogliere  in  questo  paragrafo  alcune 
proprietà  delle  forme  algebriche  con  un  numero 
qualunque  di  variabili  e  con  grado  determinato, 
ovvero  con  grado  qualunque,  ma  determinato  nu- 
mero di  variabili. 

Date  r  forme  di  grado  qualunque  con  r  varia- 
bili, (di  specie  r)  rappresentiamole  simbolicamente 
con 

n  n'  n" 

a  ,     6>   ,      e 

XXX 
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adoperando  criteri  di  rappresentazione  simbolica 
analoghi  a  quelli  adoperati  per  le  forme  binarie  e 
ternarie. 

Fra  le  più  semplici  formazioni  invariautiye  di 
tali  forme  sono  da  annoverarsi  V  Jacohiano  o  de- 
terminante  funzionale  delle  r  forme^  espresso  sim- 
bolicamente da 

n—\      n'~\      n"—\ 

(aoc  , , .)  a        b         e 
e  VHessiano  di  ciascuna  forma^  espresso  da 

11—2      n — 2 

(a  a  a    ,  ,  .f  a       a 

X  X 

dove  con  a'  a"  . . .  si  intendono  simboli  equiva- 
lenti ad  a. 

Queste  formazioni  si  possono  esprimere  facil- 
mente mediante  le  derivate  delle  forme  date  (vedi 
Repertorio^  I,  pag.  68-71). 

Un  teorema  importante  sugli  Jacobiani  è  il  se- 
guente di  Clebsch: 

I  determinanti  funzionali  formati  cogli  r  deter- 
minanti funzionali  di  r  -\-  1  forme  di  r  variabili 
sono  proporzionali  alle  forme  primitive  (Clebsch, 
Creile  LXIX,  LXX  ;  Rosanes,  Id,  LXXV,  Pasch, 
Id.  LXXXj. 

Una  proprietà  interessante  degli  Hessiani  è  quella 
che  si  riferisce  al  loro  identico  annullarsi. 

Solo  per  le  forme  binarie,  ternarie  e  quaterna- 
rie sussiste  il  teorema  : 

Uannidlarsi  delVHessiano  è  condizione  neces- 
saria e  sufficiente  perchè  la  forma  data  si  possa 
con  trasformazione  lineare^  ridurre  ad  mi^  altra 
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con  una  variabile  di  meno.  Questo  teorema  era 
stato  creduto  vero  in  generale  da  Hesse  (  Creile^ 
XLII,  LVl)  e  da  altri:'  Baltzer,  1.^  ediz.  del  trat- 
tato sili  determinanti;  Salmon-Fiedler,  Alg,  der 
Un,  Transf,  1863);  fu  poi  dimostrato  vero  solo  per 
r  ~2,  3,  4  da  Gobdan-Noether  fMath,  Ann,  X) 
(v.  anche  per  altri  particolari  il  §  65  del  mio  trat- 
tato sui  determinanti). 

Un'altra  proprietà  degli  Hessiani  è  la  seguente  : 

V Hessiano  delV Hessiano  di  una  forma  ciihica 
a  quantesivoglia  variabili  è  una  combinazione  li- 
neare della  forma  data  e  del  j^^'oprio  Hessiano, 

Questo  teorema  fu  dimostrato  per  il  campo  ter- 
nario in  Bauer  [Munck,  Akad.,  XIV,  1883),  per 
il  campo  quaternario  in  Rohn  i  Math.  Ann.,  XXIII) 
e  pel  caso  generale  si  trova  in  Voss  {Math.  Ann., 
XXVll). 

U Hessiano  di  ima  forma  quadratica  qualunque 


1...» 
f=^   ^    aijXixj 
ij 


è  il  suo  discriminante.,  di  cui  la  espressione  me* 
diante  i  coefficienti  effettivi  è 


ni 


aio    ^13  . 


^21        ^^22       ^^23    •    • 


^31 


a?,^ 


Il  sistema  completo  dì  ima  sola  forma  quadra- 
tica .^  di  specie  qualunque.,  è  formato  oltrecchè  di  A, 
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del  contravariante: 

0  Ui  U2  u^ 

Ui  aii  ai2  «13 

^2  ^21  ^22  ^2> 


F= 


dove  le  u  sono  le  variabili  contr a gr edienti  alle  x^ 
cioè  che  nella  trasformazione  lineare,  si  compor- 
tano come  i  determinanti  minori  della  matrice  for- 
mata con  r  —  1  serie  diverse  di  variabili  di  spe- 
cie r. 

Se  f=0  si  interpreta  come  la  equazione  di  una 
varietà  di  2.^  ordine  niello  spazio  a  r  —  1  dimeyi- 
sioni^  il  contravariante  F  =  0  darà  la  equazione 
della  stessa  varietà,  espressa  neW elemento  duale 
al  punto  in  quello  spazio. 

Per  ^'li  invarianti  simultanei  di  due  quadratiche 
a  r  variabili  si  veg^a  Segke  (Math  Ann.  XXIV). 

Una  forma  quadratica  può  in  infiniti  modi  ri- 
dursi ad  una  combinazione  lineare  di  quadrati 
(forma  canonica): 

Se  tale  riduzione  la  si  vuol  fare  con  sostituzione 
ortogonale,  cioè  in  modo  che  resti  inalterata  la 
forma  speciale 

allora  i  coefficienti  AiA^...  della  forma  ridotta.^ 
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sono^  col  segno  contrario^  le  radici  ^  delV equazione 

aii  +  ^,     «12      ^.-1     ^13        ?      •  ' 


^31  ,       «32  ,      <^33  +  ^ 


=  0. 


S^  i  coefficienti  aij  sono  tutti  reali^  le  radici  ^^  di 
tale  equazione  sono  reali. 

Per  la  trasformazione  delle  forme  quadratiche 
in  un'espressione  lineare  di  quadrati,  è  interes- 
sante il  teorema  conosciuto  sotto  il  nome  di  legge 
d'inerzia  delle  forme  quadratiche. 

Se  una  forma  quadratica  di  r  variabili  a  coef- 
ficienti reali,  si  trasforma,  con  sostituzioni  lineari 
reali,  in  due  modi  diversi  in  espressioni  contenenti 
i  soli  quadrati  delle  variabili,  il  numero  dei  ter- 
mini con  segno  positivo  è  sempre  il  medesimo. 

Questo  teorema  fu  enunciato  da  Sylvester 
[Phil.  Mag.,  1852,  II,  paj>-.  13S;  Phil,  Tram.,  1853, 
pair.  407);  indi  Borchardt  fece  sapere  {Creile, 
LUI,  paj^:.  275)  che  una  le^^e  simile  era  già  co- 
nosciuta da  Jacobi  fin  dal  1847.  Sullo  stesso  teo- 
rema si  può  vedere  He rm.it e  {Creile,  LUI,  pa- 
gina 271),  GuNDELFiNGER  {Creile,  XCI),  Pjresle 
(Soc.  math.y  XV,  pag.  179 j  etc. 

La  teoria  delVapolarità  da  noi  esposta  per  il 
caso  delle  forme  binarie  (v.  C'ap.  II)  si  può  esten- 
dese  al  caso  delle  forme  qualunque. 

Si  abbiano  due   forme  di   r   variabili,  Tuna  in 

n 

coordinate  x,  a    di  ordine  n,  l'altra  in  coordinate 
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n 

contragredienti  ?i,  u    della  medesima  classe  n.  Si 

dirà  che   le  due  forme  sono  coniugate  (Rosanes, 
Creile  LXXV)  ovvero  apolari   Reye,  Matìi\  Ann. 

n 

IV)  se  è  zero  T  invariante  bilineare  a  . 

a 

Della  forma  data  si  prenda  la  prima  polare  ri- 
spetto ad  un  polo  y^  poi  di  essa  la  polare  rispetto 
ad  un  polo  0,  e  così  di  seguito,  sino  ad  ottenere 
la  polare  mista 

ay  az  at  . . . 

lineare  in  ciascuna  delle  serie  di  variabili 
y,  z,  t,,.. 

Se  tale  polare  mista  è  zero^  la  forma  data  è 
apolare  con  quella  die  in  coordinate  u  rappresenta 
Vassieme  degli  n  poli  y^  z^  t^ . , .  Si  ha  cosi  l'apo- 
larità  di  una  forma  co?i  im^altra  decompósta  in  n 
fattori.  L'ennagono  formato  cogli  n  punti 

y,  z,  t,,,, 
si  dice  ennagono  polare  rispetto  alla  varietà  geo- 

n 

metrica  rappresentata  da  a  =0. 

X 

Gli  n  vertici  dell'ennagono  polare  possono  inde- 
finitamente variare  ;  dati  n  —  1  (K  essi,  l'ultimo 
non  è  neanche  determinato  in  modo  unico,  perchè 
esso  evidentemente  si  trova  sulla  varietà  lineare 
la  cui  equazione  (in  cv)  è: 

ayazat  .  • .  a^=^0; 
per  le  forme  binarie  invece  ciò  non  si  verificava. 
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Si  possono  però  trovare  dei  gruppi  di  n  +  1 
punti  tali  che  ogni  gruppo  di  n  punti  in  esso  con- 
tenuto, costituisca  i  vèrtici  di  un  ennagono  polare. 
(Per  n  =  2,  e  r  =  3,  questo  teorema  corrisponde 
a  quello  dei  triangoli  autoconiugati  rispetto  ad 
una  conica;  vedi  cap.  IV.) 

Limitandoci  al  solo  campo  ternario  (r  =  3)  si  ha: 
Una  forma  ternaria   di  ordine  n  si  può  espri- 
mere mediante  le  W^^^  potenze  di 

n  (n  +  1) 
"1.2 

forme  lineari,  che  corrispondono  alle  rette  che 
congiungono  a  due  a  due  gli  n  +  \  punti  indicati. 

Questo  teorema  serve  a  dare  un'  interessante 
applicazione  alla  teoria  dell'apolarità  di  una  forma 
rispetto  ad  altre  decomponibili  in  fattori  lineari. 

Per  due  forme  quadratiche  a^x,  u^a  di  r  varia- 
bili, noìi  decomponibili  in  fattori  lineari^  è  note- 
vole il  seguente  teorema  di  Hesse  {Creile,  XLV): 

Vapolarità  delle  due  forme  a^x,  ura  è  la  con- 
dizione perchè  con  una  trasformazione  lineare, 
una  delle  forme  si  riduca  a  contenere  solo  i  qua- 
drati delle  variabili,  e  Valtra  solo  i  prodotti. 

Per  la  teoria  deWapolaritàf  rimandiamo  oltre 
che  alle  opere  già  citate  qui  e  nel  cap.  II,  anche 
ai  lavori  di  Feanz  Meyer  {Apolaritdt.  ecc.  Tu- 
bingen,  1883;  e  Bericht  ilber  Invariantenth,,  Jah- 
resb.  der  deutsch.  Math.  Yereinigung,  I,  256). 


CAPITOLO  IV. 
Le  coniche. 


§  1.  —  Geneeazione  pkoiettiva  delle  coniche. 
Proprietà  CHE  NE  dipendono  immediatamente. 

La  teoria  delle  coniche  può  essere  trattata  con 
metodo  sintetico  proiettivo,  e  con  metodo  ana- 
litico. 

Con  metodo  proiettivo  le  coniche  possono  essere 
definite  nel  seguente  modo: 

S'immaginino  due  piani  omologici  (v.  Cap.  I) 
sovrapposti  o  no,  col  centro  S  e  coU'asse  s  d'omo- 
logia. Ai  punti  di  un  cerchio  situati  in  un  piano, 
corrispondono  nell'altro  piano  i  punti  di  una  curva 
che  si  chiama  conica  e  che  ha  le  due  proprietà  fon- 
damentali cioè: 

1    Ogni  retta  del  suo  piano  la   sega  in  due 
punii f  0  in  un  punto  solo  o  in  nessuno; 

2)  Da  ogni  punto  del  piano  si  possono  con- 
durre ad  essa  due  tangenti,  o  una,  o  nessuna. 

Da  questa  definizione  risulta  quest'  altra,  che  è 
quella  che  si  poneva  a  fondamento  di  tutta  la 
teoria,  dagli  antichi  geometri  greci:  laconica  è  la 
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curva  generata  dalla  intersezione  di  un  piano  con 
un  cono  circolare  ;  il  joerchio  e  la  conica  sono  così 
collocati  in  posizione  prospettiva. 

Le  tangenti  al  cerchio  corrispondono  alle  tan- 
genti alla  conica. 

Se  nel  primo  dei  due  piani  omologici  la  retta 
limite  (retta  che  corrisponde  alla  retta  aW  infinito 
del  secondo  piano)  sega  il  cerchio  in  due  plinti^ 
la  conica  corrispondente  avrà  due  punti  reali  al- 
r infinito  e  si  chiama  iperbole;  se  la  retta  limite 
è  tangente  al  cerchio^  la  conica  ha  un  sol  punto 
reale  all'  infinito  e  si  chiama  parabola,  e  se  infine 
la  retta  limite  non  taglia  il  cerchio^  la  conica  non 
ha  punti  reali  alV  infinito  e  si  chiama  ellisse. 

Definendo  le  coniche  come  le  curve  intersezioni 
di  un  piano  con  un  cono  a  base  circolare,  cioè 
come  la  figura  prospettiva  di  un  cerchio,  le  tre 
distinzioni  di  coniche  corrispondono  alle  tre  di- 
verse posizioni  che  può  assumere,  rispetto  al  cono, 
il  piano  segante;  questo  cioè  può  o  tagliare  tutte 
le  generatrici  (ellisse),  o  essere  parallelo  ad  una 
generatrice  (parabola)^  o  essere  parallelo  a  due 
generatrici  (iperbole). 

Un'altra  definizione  proiettiva  delle  coniche  è  la 
seguente: 

Si  abbiano  in  un  piano  due  fasci  di  raggi  pro- 
iettivi,, a  centri  distinti  0,  0\  Le  intersezioni  dei 
raggi  corrispondenti  formano  una  conica  che  passa 
per  i  due  centri  dei  fascia  e  che  ha  per  tayigente 
in  questi  punti  la  retta  corrispondente  alla  con- 
giungente 0  0', 

Correlativamente; 


126      IV,  1.  —  Prop.  fond,  delle  coniche. 

Si  abbiano  in  un  piano  due  punteggiate  proiet- 
tive, a  sostegni  distinti.  Le  rette  che  congiungono 
i  punti  corrispondenti  sono  le  tangenti  di  ima 
"conica  che  tocca  le  due  rette  date  nei  punti  che 
corrispondono  alla  loro  comune  intersezione. 

Un'altra  definizione  delle  coniche  è  anche  la 
seguente,  per  la  quale  occorrono  le  considerazioni 
del  Gap.  I,  §  3: 

Una  conica  è  il  luogo  dei  punti  uniti  di  una 
dualità  involutoria  o  polarità. 

Ovvero  anche: 

Una  conica  è  r inviluppo  delle  rette  unite  di  una 
polarità. 

La  parabola  ha  per  tangente  la  retta  alV  infi- 
nito del  piano. 

Vi  sono  due  rette  del  piano^  le  quali  si  incon- 
trano a  distanza  finita,  e  che  sono  tangenti  al- 
V  iperbole  nei  suoi  due  punti  alV  infinito.  Tali  rette 
si  chiamano  assintoti  dell'iperbole. 

Se  il  centro  0'  è  air  infinito  in  una  data  dire- 
zione il  raggio  del  fascio  (0')  che  corrisponde  al 
raggio  di  (0)  parallelo  alla  data  direzione,  potrà 
essere  al  finito  o  aW  infinito  ;  nel  primo  caso  si  ha 
un^ iperbole,  nel  secondo  una  parabola. 

Se  ambedue  i  centri  0,  0'  sono  alVinfinito  in 
due  diverse  direzioni,  la  conica  è  una  iperbole. 

Le  rette  congiungenti  le  coppie  di  punti  corri- 
spondenti in  due  punteggiate  simili,  inviluppano 
una  parabola. 

Da  queste  definizioni  risulta  subito  : 

Il  rapporto  anarmonico  delle  quattro  rette  che 
da  quattro  punti  della  conica  vanno  ad  un  punto 
variabile  detta  stessa  è  costante  (tal  rapporto  suol 
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chiamarsi   eapporto  anarmonxco   dei  quattro 

PUNTI   DELLA   CONICA)^, 

Il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  in 
cui  quattro  tangenti  di  una  conica  sono  segate  da 
una  tangente  variabile  è  costante  al  variare  di 
questa   (rapporto   anarmonico  delle   quattro 

TANGENTI  DELLA   CONICA). 

//  rapporto  anarmonico  di  quattro  tangenti  di 
una  conica  è  eguale  a  quello  dei  quattro  punti  di 
contatto* 

Le  tangenti  di  una  parabola  segano  due  tan- 
genti fisse  della  stessa^  in  punti  costituenti  due 
punteggiate  simili. 

Due  tangenti  fisse  di  una  parabola  sono  segate 
da  tutte  le  altre  tangenti  in  parti  proporzionali. 

Le  rette  che  congiungono  i  punti  corrispondenti 
di  due  punteggiate  simili  situate  in  un  piano,  in- 
viluppano 2ma  parabola  tangente  alle  due  rette  che 
sono  sostegni  delle  punteggiate. 

hi  una  conica,  il  prodotto  dei  segmenti  che  una, 
tangente  variabile  determina  in  due  tangenti  pa- 
rallele fisse,  a  partire  dai  loro  punti  di  contatto^ 
è  costante. 


§  2.  —   Proprietà    eondamentali   proiettive 

DELLE   CONICHE.    TeOREMI    DI    PaSCAL,    BrIAN- 
CHON,    DeSARGUES. 

Se  un  esagono  è  iscritto  in  una  conica,,  le  tre 
coppie  di  lati  opposti  si  segano  in  tre  punti  di  una 
stessa  retta  (teor,  di  Pascal  (1640)), 
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Se  un  esagono  è  circoscritto  ad  una  conica^  le 
rette  che  congiungono  le  tre  coppie  di  vertici  op- 
posti concorrono  in  nno  stesso  punto  {teor,  di 
Bbianchon  (1806)). 

Se  due  triangoli  sono  omologici^  i  punti  nei  quali 
i  lati  detVuno  segano  i  lati  non  corrispondenti 
delValtro^  appartengono  ad  una  conica^  e  le  rette 
che  dai  vertici  dell'uno  vanno  ai  vertici  non  cor- 
rispondenti deWaltro  toccano  un'altra  conica  (teor. 
di  Steiner). 

Se  un  triangolo  si  deforma  in  modo  che  i  suoi 
lati  ruotino  intorno  a  punti  fissi^  mentre  due  ver- 
tici scorrano  su  due  rette  fisse^  il  terzo  vertice  de- 
scrive una  conica  (teor,  di  xMaclaubin  i1721)). 

Se  un  triangolo  si  deforma  in  modo  che  i  suoi 
vertici  scorrano  su  rette  fisse^  mentre  due  lati  ro- 
tino intorno  a  punti  fissi^  il  terzo  lato  inviluppa 
una  conica. 

Se  un  pentagono  è  iscritto  in  una  conica.^  il 
punto  d'incontro  di  due  lati  non  consecutivi,  quello 
cr incontro  di  altri  due  lati  non  consecutivi,  e  il 
punto  d'incontro  del  quinto  lato  colla  tangente  nel 
vertice  oppjosto  sono  in  linea  retta  e  correlativa- 
mente. 

Se  un  quadrangolo  è  iscritto  in  una  conica  il 
punto  comune  alle  tangenti  in  due  vertici  opposti 
è  in  linea  retta  coi  due  punti  d'incontro  delle  cop- 
pie di  lati  opposti. 

Il  quadrilatero  completo  formato  da  quattro  tan- 
genti di  una  conica,  e  il  quadrangolo  completo 
formato  dai  quattro  punti  di  contatto,  hanno  il 
medesimo  triangolo  diagonale  (v.  Gap.  II). 

Se  un  quadrilatero  è  circoscritto  ad  una  conica., 
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le  rette  che  uniscono  i  punti  di  contatto  di  due 
lati  opposti^  passano  pel  ptmto  comune  alle  dia- 
gonali. Per  questo  punto  passano  anche  le  diago- 
nali del  quadrilatero  iscritto  e  avente  per  vertici 
i  quattro  punti  di  contatto  dei  quattro  lati  del 
primo ^  e  le  quattro  diagonali  formano  un  gruppo 
armonico.  Infine  i  punti  d'incontro  delle  coppie 
di  lati  opposti  dei  due  quadrilateri^  stanno  in  li- 
nea retta ^  e  formano  anche  un  gruppo  armonico. 

Se  un  triangolo  è  iscritto  in  una  conica^  le  tan- 
genti nei  vertici  incontrano  i  lati  opposti  in  punti 
in  linea  retta. 

Se  un  triangolo  è  circoscritto  ad  una  conica  le 
rette  che  dai  vertici  vanno  ai  punti  di  contatto  dei 
lati  opposti  concorrono  in  un  punto. 

Una  trasversale  incontra  una  conica  e  i  lati  op- 
posti di  un  quadrangolo  iscritto  in  tre  coppie  di 
punti  coniugati  in  involuzione  (teor.  di  Desakgues) 
e  correlativamente. 

Se  un  quadrangolo^  restando  sempre  iscritto  in 
una  conica^  si  deforma  in  modo  che  tre  dei  suoi 
lati  ruotino  intorno  a  tre  punti  fissi  in  linea  retta^ 
anche  il  quarto  roterà  intorno  ad  un  altro  fisso 
della  stessa  retta. 

In  un  triangolo  circoscritto^  ogni  lato  è  diviso 
armonicamente  dal  suo  punto  di  contatto  e  dalla 
retta  che  unisce  i  punti  di  contatto  degli  altri  due., 
e  correlativamente  per  un  triangolo  iscritto. 

Se  la  corda  di  contatto  di  due  tangenti  passa 
pel  punto  di  concorso  di  due  edire  tangenti,  le 
prime  sono  separate  armonicamente  dalle  altre  due^ 
e  reciprocamente. 

Pascal.  9 
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Se  due  tangenti  di  una  conica  concorrono  in  un 
punto  della  corda  di  contatto  di  due  altre^  vice- 
versa il  punto  d^  incontro  di  queste^  sarà  sulla 
corda  di  contatto  delle  due  prime. 

Il  punto   d' incontro    S   di   due   tangenti,   e   la 
corda   di  contatto  s  si  chiamano  rispettivamente  , 
polo  e  polare^  cioè  S  si  dice  polo  di  s  e  s  polare  1 
di  S. 

Il  polo  e  la  polare  rispetto  ad  una  conica  coin- 
cidono col  polo  e  la  polare  in  una  polarità  dì  cui 
la  conica  è  il  luogo  dei  punti  uniti.  \ 

La  polare  s  di  un  punto  S  può  anche  definirsi  | 
come  il  luogo  del  punto  d^  incontro  delle  coppie  ] 
di  lati  opposti  d'un  quadrangolo  iscritto,  le  cui  l 
diagonali  passino  per  S,  ovvero  il  luogo  di  uu  i 
punto  separato  armonicamente  da  S  e  dalla  conica.  ; 

La  polare  di  un  punto  della  conica  è  la  tan-  : 
gente  in  esso. 

Se  un  punto  si  muove  su  di  una  retta^  la  sua 
polare  rota  intorno  ad  un  punto. 

Due  punti  di  cui  ciascuno  stia  sulla  polare  del- 
l'altro si  dicono  coniugati  o  reciproci  rispetto  alla 
conica^  e  così  due  rette  di  cui  ciascuna  passi  pel 
polo  dell'altra  si  dicono  coniugate  o  reciproche. 

Se  due  punti  sono  reciproci  anche  le  loro  polari 
sono  reciproche. 

Un  triangolo  di  cui  ciascun  vertice  è  il  polo  del 
lato  opposto  si  dice  un  triangolo  autoconiugato 
rispetto  alla  conica, 

I  punti  diagonali  del  quadrangolo  completo  for- 
mato da  quattro  punti  di  una  conica^  formano  un 
triangolo  coniugato;  e  correlativamente.,  le  rette 
diagonali  del   quadrilatero   com,pleto    formato   da 
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quattro  tangenti  di  ima  conica^  formano  un  trian- 
golo coniugato» 

Se  un  triangolo  e  iscritto  in  una  conica,  una 
retta  reciproca  (rispetto  alla  conica)  ad  un  lato, 
taglia  gli  altri  due  lati  in  due  punti  reciproci 
(Staudt). 

Se  due  coppie  di  vertici  opposti  di  un  quadri- 
latero completo  si  compongono  di  punti  reciproci 
in  una  polarità  (v.  Gap.  I,  §  3)  rispetto  ad  una 
conica  reale  o  immaginaria,  anche  i  rimanenti  due 
vertici  opposti  saranno  reciproci  in  quella  polarità 
(Hess  e). 

Se  due  triangoli  sono  polari  Vuno  delValtro  in 
una  polarità,  essi  sono  omologici,  e  viceversa  due 
triaìigoli  omologici  sono  polari  Vuno  delValtro  in 
una  polarità. 

Per  due  triangoli  ognuna  delle  tre  proprietà 
seguenti  ha  per  conseguenza  le  altre  due: 

1.^  Che  sieno  coniugati  a  sé  stessi  (autoconiu- 
gati)  in  una  stessa  polarità; 

2."  Che  sieno  iscritti  in  una  stessa  conica; 
3.^  Che  sieno  circoscritti  ad  una  stessa  conica. 


I 


§   3.   —  FORMOLE   PEINCIPALI 
DI  GEOMETRIA  ANALITICA  DELLE  CONICHE. 


La  definizione  analitica  delle  coniche  è  la  se- 
guente : 

Sieno  x^  X2  x^  le  coordinate  omogenee  di  un 
punto  del  piano. 

La  conica  è  il  luogo  geometrico  rappresentato 
analiticamente  da  una  relazione   di  2.''  grado   fra 
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le  ce  del  tipo 

3 

f[x)^=^^  aij  Xi  Xj  =  0  {aij  =  aji) 

1 

dove  ^ii,<^22i---  sono  coefficienti  costanti  (equa- 
zione della  conica). 

Perciò  le  coniche  si  sogliono  anche  chiamare 
luoghi  di  2.^  ordine. 

Se  il  triangolo  fondamentale  delle  coordinate  è 
un  triangolo  autoconiugato  l^ equazione  della  co- 
nica si  riduce  alla  forma  canonica  ^  ai  .^^/  =0. 

Supponiamo  ora  invece  che  ?/i,  U2y  ^h  sieuo  le 
coordinate  omogenee  di  una  retta  del  piano;  una 
simile  relazione  di  2.^  grado  fra  le  u  rappresen- 
terà un  inviluppo  (cioè  una  curva  che  ha  per  tan- 
genti tutte  le  rette  le  cui  coordinate  soddisfanno 
a  quella  relazione,  v.  Gap.  I,  pag.  41)  che  è  an- 
che una  conica;  perciò  si  dice  che  questa  è  anche 
un  inviluppo  di  2,^  classe. 

La  equazione  in  coordinate  di  punti  si  suol 
chiamare  equazione  puntuale^  e  quella  in  coordi- 
nate di  rette,  equazione  tangenziale. 

Dall'equazione  della  conica  risulta  che  essa  è 
determinata  fissando  i  valori  dei  rapporti  di  cin- 
que coefficienti  deirequazioue,  all'ultimo. 

Una  conica  è  determinata  in  un  numero  finito 
di  modi  se  sono  dati  r  punti  per  cui  deve  passare 
e  s  rette  che  deve  toccare^  dove  r  +  s  =  5. 

Propriamente  : 

Per  5  punti  passa  una  sola  conica. 

Per  4  punti  passano  due  coniche  tangenti  ad 
una  retta  data. 
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Per  3  punti  passano  quattro  coniche  tangenti  a 
due  rette  date. 

Per  2  punti  passano  quattro  conichejan genti  a 
tre  rette  date. 

Per  un  punto  passano  due  coniche  tangenti  a 
quattro  rette  date. 

Vi  è  una  sola  conica  tangente  a  cinque  rette 
date. 

Poniamo 


^11 

«12       «23 

«21 

«22      «23 

(Discriminante) 

«31 

«32       «33 

e  chiamiamo  Aìj  i  complementi  algebrici  degli  ele- 
menti di  questo  determinante;  chiamiamo  poi  B 
il  complemento  ^33. 

L'equazione  della  conica  in  coordinate  carte- 
siane X,  y,  si  ottiene  dall'equazione  generale  della 
pag.  132,  ponendo  ^^3  —  1,  x^  —  x^  x^  —  ij.  Sia  oj 
l'angolo  dei  due  assi  cartesiani  obliqui,  e  poniamo 
inoltre  : 

0  =  ^11  +  «22  —  2  «12  <30S  w. 

Si  ha  allora  il  seguente  risultato  importante: 
Per  qualunque  trasformazione  di  coordinate  car- 
tesiane le  espressioni 

ABC 


sen^  to        sen^  w        sen^  oj 


restano  inalterate  (sono  invarianti). 
Pi  qui  si  h^: 
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Per  qualunque  trasformazione  di  coordinate  car- 
tesiane le  quantità  A^  J5,  G  conservano  sempre  il 
lóro  segno.  ^ 

Per  il  caso  di  coordinate  ortogonali  la  quantità 
C  diventa  ^11-4-^22;  dunque: 

Passando  da  assi  ortogonali  ad  altri  anche  or- 
togonali^ la  quantità  «^  +  ^22  '^c^ta  inalterata. 

Secondo  i  valori  dei  coefficienti  (che  si  suppon- 
^•ono  reali)  il  luogo  rappresentato  dalFequazione 
di  2.^  grado,  avrà  forme  diverse.  Mantenendo  le  de- 
finizioni di  poc'anzi  cioè  quelle  di  ellisse^  parabola,, 
iperbole  (vedi  sopra)  si  hanno  i  seguenti  risultati: 

Supposto  A  diverso  da  zero,  se  è  B>0,  si  ha 
un^ ellisse,  se  è  B'>0  si  ha  un''  iperbole,  se  è  B=^0 
si  ha  una  parabola. 

Nel  caso  ^  >  0  1/ ellisse  è  formata  di  punti  reali 
solo  quando  è  AanKO  e  Aa22<i0  (queste  due 
disuguaglianze  sono,  essendo  B>0,  Vuna  conse- 
guenza deW altra)  ;  in  cdtro  caso  si  ha  un'' ellisse  i 
cui  punti  sono  immaginari  (ellisse  immaginaria) ; 
nei  casi  poi  B  <.  0  ovvero  B  =  0  si  ha  sempre  una 
iperbole  0  una  parabola  reale,  jmrchè  A  sia  diverso 
da  zero. 

Finalmente  se  A  —  O  si  ha  in  ogni  caso  una 
coppia  di  rette,  e  non  più  ima  conica  propria;  que- 
sta coppia  è  dì  rette  immaginarie  incontrantisi  in 
un  punto  recde  a  distanza  finita  se  è  B>0;  è  di 
rette  reali  incontrantisi  in  un  punto  reale  a  di- 
stanza finita,  se  è  B<CO,  ed  è  infine  di  due  rette 
parallele  reali  0  immaginarie,  ovvero  di  due  rette 
coincidenti   in   un'  unica  retta  reale,  se  B  =  0. 

Se  la  conica  è  ellisse  reale,  la  sua  equazione  (in 
coord.  non  omog.)  potrà  con  spostamento  degli  assi 
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coordmati,  porsi  sotto  la  forma 

a'  ~^  P  "^    ' 

e  se  è  ellisse  immaginaria  la  sua  equazione  può  ri- 
dursi a 


a^  "^  ¥ 


~9.     ~     72  -L. 


Se  la  conica  è  iperbole,  la  sua  equazione  potrà 
ridursi.^  con  spostamento  di  assi,  alla  forma 

Se  la  conica  è  parabola,  la  sua  equazione  potrà 
ridursi  alla  forma  semplice 

Un^equazione  generale  di  2.^  grado  (del  solito 
tipo)  in  cui  i  termini  a  secondo  grado  formano  un 
quadrato  perfetto,  rappresenta  una  parabola  (se  A 
è  diverso  da  zero), 

Un^equazione  omogenea,  razionale,  intera,  di 
2,°  grado  fra  x  e  y  rappresenta  una  coppia  di 
rette  passanti  per  V origine. 

Perchè  V  equazione  di  2.^  grado  rappresenti  una 
coppia  di  rette  è  necessario  che  il  suo  primo  mem- 
bro si  scinda  in  due  fattori  razionali  interi  di  L^ 
grado  in  x  e  y. 

L'equazione  generale  di  2.^  grado  rappresenta 
cerchio  quando.^  essendo  A  diverso  da  zerOy  è 


t 
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^22  =  ciii  e  ai2  =  aii  cos  m  essendo  w  V angolo  de- 
gli assi.  Il  cerchio  sarà  reale  o  immaginario  se- 
condochè  è  A  a^  <  0  ovvero  A  au  >  0. 
Per  assi  ortogonali,  deve  quindi  essere 

<^ll  =  %2      «12  =  0. 

U equazione  del  cerchio  per  assi  ortogonali,  può 
porsi  sotto  la  forma 

[x  -  a)2  -i-  (2/  -  p,2  ^  r\ 

dove  a,  p  sono  le  due  coordinate  del  centro,  ere  il 
raggio  ;  per  assi  obliqui  l'equazione  del  cerchio  può 
invece  ridursi  alla  forma 

(x  —  a)2  +  (2/  _  p)2  _|_  2  (:^  —  a)  (y  —  p)  cos  w  =  r^ 

essendo  w  l'angolo  degli  assi. 

Data  Inequazione  generale  del  cerchio 

an(«^+  cos w  07 ?/  + 2/^) -h 2^13 ^  +  2^23  2/1-  a^z-^ 

le  coordinate  del  centro  sono 

—  %3  +  ^23  cos  w 


8: 


^11  sen^  oj 
«13  cos  w  —  ^23 


e  il  raggio  è  dato  da 

.2  —  «13^  +  «23'"^  ~"  2  ai3  «23  COSOJ  —  q^i  «33  SGIl^ 

a^^  seu'^  co 
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Un'iperbole  in  cui  gli  assintoti  sono  ortogonali 
si  dice  iperbole  equilatera. 

Per  r iperbole  equilatera  deve  essere 

«11  +  ^22    ~  2  «12  COS  w  =  0. 

Tutti  i  cerchi  del  piano  sono  segati  dalla  retta 
all^  infinito  nei  due  medesimi  punti  immaginari, 
che  si  dicono  punti  ciclici  del  piano. 

Una  conica  è  cerchio  se  passa  per  i  due  j^unti 
ciclici. 

V equazione  tangenziale  dei  due  punti  ciclici  è 

ii^  +  v^  =  0. 

1  coefficienti  angolari  delle  tangenti  al  cerchio 
in  tali  punti  sono  tga=  ±  ^  =  zbv'— 1;  perciò: 
le  tangenti  di  tutti  i  cerchi  nei  punti  ciclici  sono 
da  considerarsi  tutte  parallele. 
L'angolo  a  è  da  considerarsi  infinitamente  grande- 
Uequazione  della  tangente  alla  conica  in  un 
punto  di  coordinate  x  y'  è 

(«11  X'  4  «12  ?y'  +  ^^.ò)  ^  +  (^21  ^'  +  «22  .y'  +  «23)  1/  ^^^ 
+  («31  X'  +  «32  2/'  +  ^3)  =  0. 

La  normale^  cioè  la  perpendicolare  alla  tan- 
gente nel  punto  di  contatto.,  ha  per  equazione 

X  —  X^  __  1/  —  y' 


«11  X'  +  «12  y'  -+    «13  «21  ^'  +  «22  y'  +  «23   ' 

Indicando    con   f  [x  y)  il  primo   membro   della 
equazione  della  conica,  le  tangenti  che  da  un  punto 
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oo'  y^  possono  condursi  alla  conica  sono  reali  e  di- 
stinte^  reali  e  coincidenti^  o  immaginarie^  secondo- 
che  il  prodotto 

Afix'y') 

è  negativo,  nullo ^  o  positivo. 

La  condizione  perchè  la  retta  di  equazione 

UX  +  vy  +  1=^0 

sia  tangeìite  alla  conica  data  dalla  solita  equa- 
zione^ è 

Auii^  +  2Ai2nv  +  A22  v^  +  2  A^^u  +  2^423^^  +  -^Iss  ^^-  0 

dove  u4ii,  A^o-,  •  • .  sono  i  complementi  cdgehrici  de- 
gli elementi  omonimi  nel  determinante  A. 

Se  ^l  1;  si  interpretano  come  coordinate  di  rette, 
la  precedente  relazione  è  la  equazione  tangenziale 
della  conica. 

La  equazione 

(aii  X  +  «12  V'  +  ^13)  ^  +  (^21  ^'  -r  <^22  y'  -r  ^23)  V  + 

+  fei  ^'  +  <^^3  y'  +  ^3)  ="  0 

dove  x^  y  non  siano  più  le  coordinate  di  un  punto 
della  curva,  ma  in  generale  di  un  qualunque 
punto  del  piano,  rappresenta  la  polare  (v.  §  2)  del 
punto  x^  y'  (polo)  rispetto  alla  curva. 

Perchè  due  punti  {x'  y')  {00'^  y")  sieno  coniugati 
(v.  §  2)  deve  verificarsi  la  condizione 

a^i  x'  X  ^-  ai2  {x'  ij  +  X  y')  +  «22  y  y  + 

+  ^<i3  (-^''  +  ^0  +  ^23  (2/'    1-  V)  +  ^«33  ^  ^- 
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Il  polo  della  retta 
ha  per  coordinate 


^13^  -f  ^3^^  +  A^^ 


J.13X+^23(^+-4; 


133^ 


La  condizione  perchè  due  rette 

X"  ^   +   {J."  y   +  V"  ZZI  0 

s/^no  coniugate  è 

0     X'      li.'      v'     \ 


^     aii    ai2    ^13 

[i."       ^21       (^22      <^23 
^         ^'31       ^32       %3 


=:0. 


I- 


Il  luogo  dei  punti  medli  di  un  sistema  di  corde 
parallele  a  una  stessa  direzione  è  una  retta^  che 
si  chiama  diametko  della  conica. 

Il  diametro  è  la  polare  del  punto  aW  infinito 
nella  direzione  delle  corde  bisecate  da  esso. 

Tutti  i  diametri  passano  per  un  punto  che  si 
chiama  centro  della  conica.  Ogni  retta  passante 
pel  centro  è  un  diametro. 

Il  centro  è  il  polo  della  retta  air  infinito  del 
plano. 

Le  tangenti  nei  punti  ove  un  diametro  seca  la 
curva  sono  parallele  alle  corde  da  esso  bisecate. 

Se  Vorlglne  delle  coordinate  è  il  centro  della  co- 
nlca^  V equazione  di  questa  mancherà  del  termini 
a  primo  grado  nelh  coordinate, 
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Ueqnazioìie  del  diametro  che  biseca  le  corde  pa- 
rallele alla  retta  —  =  —  è 
y      n 

{aii  m  -h  ai2n)x  +  {a^im  4-  a2zn)y  +  {a^i'm  +  ^32^)  =  0. 

In  particolare,  i  diametri  che  bisecano  le  corde 
parallele  agli  assi  sono: 

aii  X  -{-  ai^y  +  ^13  =  0 

Nella  parabola  il  centro  è  alV  infinito.,  e  quindi 
tutti  i  diametri  sono  paralleli^ 

Le  coordinate  x^  y^  del  centro  di  una  conica 
sono 

«23  ^21  ^22  ^13 


Xfx  ■ 


2/0- 


^11  ^22  —"  ^12 
.         %3  ^\\  +  ^12  ^13 


^11  ^22  ^12 

Nell'ellisse  e  nell'iperbole  due  diametri  si  di- 
cono coniugati  se  l'uno  biseca  le  corde  parallele 
alFaltro. 

Le  infinite  coppie  di  diametri  coniugati  for- 
mano una  involuzione^  di  cui  i  raggi  doppi  sono 
gli  assintoti  (reali  nell^  iperbole,  immaginarii  nel- 
Vellisse). 

Fra  i  coefficienti  angolari"^  -— ,  -7  di  due  dia- 

n   n 

metri  coniugati  sussiste  la  relazione 

«11  m  m'  +  ^12  (^  ^^'  +  ^^'  ^)  +  <^22  ^  ^^'  —  ^• 


*  Ppopriamente  sì  suol  chiamare   coefficiente  angolare  di 
una  retta,  il  rapi3orto  (col  segno  contrario)  fra  i  coefficienti 
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Il  coefficiente  angolare  dei  diametri  della  para- 
bola è 


^12 

«22 

ovvero 

au 

ai2 

'ÌYI 

1  coefficienti  angolari  —  dei  due  assintoti  del- 

r  iperbole  sono  dati  dalV equazione 

aii  m^  -f  2  «12  >^  n  +  «22  ^'^^  —  0. 

V  equazione  complessiva  delle  parallele  agli  as- 
sintoti condotte  per  V origine  è  : 

aix  x^  f  2  ^12  ^  ^  +  «22  y^  —  ^' 

È  costante  V  area  del  triangolo  formato  dalla 
tangente  e  dai  due  assintoti  neW  iperbole. 

NeW ellisse  e  nelV  iperbole,  fra  le  infinite  coppie 
di  diametri  coniugati,  ve  n^è  una  formata  di  dia- 
metri fra  loro  ortogonali:  questi  due  diametri  si 
chiamano  assi,  e  vertici  sono  i  punti  in  cui  essi 
incontrano  la  curva. 

Nella  parabola  vi  è  un  solo  diametro  perpendi- 
colare alle  corde  da  esso  bisecate,  e  si  chiama  an- 
che ASSE. 

Gli  assi  sono  sempre  reali,  e  sono  assi  di  sim- 
metria per  la  curva  ^ 

Nell'iperbole  gli  assi  sono  le  bisettrici  degli  an- 
goli degli  assintoti.  Uno  di  essi  taglia  la  curva  in 


^\  X  Q  y  nell'equaziione  della  retta  in  coordinate  cartesiane 
ortogonali.  Noi  però  qui  continuiamo  ad  adoperare  la  stessa 
denoiìiinazione  anello  per  coordinate  ohliquc. 
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due  punti  reali  e  si  dice  asse  reale  o  focale  o 
trasverso;  l'altro  si  dice  asse  immaginario. 
U equazione  complessiva  degli  assi  della  conica  è 

(ciu  CCS  co  -  ai2)  {x  -  XoY  +  («n  -  ^22)  {x  -  Xq)  {y -  y^)  - 
—  («22  cos  w  —  ai2)  {ij  —  ^0)^  =  0 

rfoy^  w  ^  V angolo  degli  assi  coordinali,,  e  x^  y^  sono 
le  coordinate  del  centro, 
Ij  equazione  delibasse  della  parabola  è 

c(nX-{-ai2y-^a^3  + 

(«12  ^23  —  ^22  %3)  +  (^13  ^12  ""  ^11  ^23)  COS  to   __ 

^11  ^■  ^22  —  ^  ^12  COS  w 

Se  ^Zi  ass^*  coordinati  sono  dice  diametri  coìiiu- 
gati  della  conica  (in  particolare  coincidono  cogli 
assi  stessi  della  conica)  Inequazione  di  questa  avrà 
la  forma 

a^  ^  V~^' 

le  quantità  «i,  bi  si  chiamano  le  lunghezze  dei  se- 
midiametri coniugati. 

Se  gli  assi  coordinati  sono  gli  assi  della  conica, 
le  quantità  «i  bi  si  chiamano  semiassi.  Se  Vasse 
incontra  la  conica,,  i  semiassi  sono  le  distanze  del 
centro  dai  punti  d'' incontro. 

Le  hinghezze  dei  semiassi  si  trovano  colle  f or- 
mole 


f  .T  f 


A 

B?2 
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dove  Pi  p2  sono  le  due  radici  del r equazione 

I         ^11  —  P     r'    ^12  "~  P  cos  w 
I    «12  —   p  COS  w  (^22  —  P 


:=:0 


ovvero 


sen^  03 .  p2  _  (7 .  p  +  j5  r=  0      (^z;.  sopra.) 


Ueqiiazione  delV  iperbole  riferita  agli  assintoti 
è  della  forma  xy  -\-  p  =  0. 

V  equazione  di  ìin'' ellisse  o  iperbole  riferita  ad 
un  diametro  (asse  di  x)  e  alla  tangente  in  un  suo 
estremo  (asse  di  y)  è  del  tipo: 

ai  x^  +  bi  y^  -f  Ci  X  ■=  0. 
Ij  equazione  della  parabola  in  questo  ultimo  caso  è 

y'^  =pX, 

Il  numero  jd  si  chiama  parametro  corrispondente 
al  diametro  scelto.  Se  questo  ò  Vasse.,  p  si  chia- 
merà parametro  principale. 

L' equazione  polare  delV  ellisse  o  iperbole  sce- 
gliendo  per  p>olo  il  centro  è 


P' 


2 ^22_ 


±(1  -e^cos^Oi) 


il  segno  -f-  per  V ellisse  e  il  segno  —  per  V  iper- 
bole., dove  6  è  la  cosiddetta  eccentricità  (v.  §  5). 
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§  4.  —  Principali  proprietà  metriche 

DELLIi   coniche. 

Se  una  conica  sega  i  lati  B  C,  CA^  A  B  di  un 
triangolo  nei  punti  7),  U  ;  E,  E'  ;  F^  F'  si  ha  la 
relazione 

BD.BD'     CE, CE'    AF.AF'  _ 
CD.  CD'  '  AE,AE'  '  BF.BF'~~ 

(teor,  di  Carnot,  Geom,  de  posit.  p.  437);  e  reci- 
procamente se  i punti  Z>,  D\  E,  E\  F,  F'  sui  lati  di 
mi  triangolo  soddisfanno  ad  una  siffatta  relazione,^ 
essi  sono  situati  su  di  una  conica, 

Neir  ellisse  è  costante  la  somma  dei  quadrati  di 
due  semidiametri  coniugati,  e  nelV  iperbole  è  in- 
vece costante  la  differenza  dei  quadrati  di  due 
semidiametri  coniugati. 

NelV ellisse  o  iperbole  è  costante  Varca  del  pa- 
rallelogrammo costruito  su  due  semidiametri  co- 
niugati. 

Il  rettangolo  dei  segmenti  che  due  diametri  co- 
niugati determinano  sopra  una  tangente  fissa,  a 
partire  dal  punto  di  contatto^  è  costantemente  eguale 
al  quadrato  del  semidiametro  parallelo  alla  tan- 
gente fissa. 

Se  si  costruisce  un  parallelogrammo  su  due  se- 
midiametri  coniugati  delV  iperbole.,  una  delle  dia- 
gonali è  un  assintoto  e  V altra  diagonale  è  paral- 
lela al  secondo  assintoto. 

Il  rettangolo  dei  segmenti  che  una  tangente  va- 
riabile fa  su  due  tangenti  fisse  parallele.,  a  par- 
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tire  cicli  loro  punti  eli  contatto,  è  costantemente 
eguale  al  quadrato  del  semidiametro  parallelo  alle 
tangenti  fisse.  ''' 

Il  rettangolo  dei  segmenti  che  due  tangenti  pa- 
rcdlele  variabili  fanno  su  di  una  tangente  fissa,  è 
eguale  al  quadrato  del  semidiametro  parallelo  a 
questa. 

Il  parallelogrammo  costruito  sui  due  semidia- 
metri è  equivalente  a  quello  costruito  sui  due  se- 
midiametri rispett.  coniugati. 

Le  due  tangenti  condotte  da  un  punto  alla  co- 
nica (ellisse  0  iperbole)  sono  proporzionali  ai  se- 
midiametri ad  esse  parcdleli. 

Il  prodotto  dei  due  segmenti  di  una  secante  pas- 
sante per  un  punto  fisso,  è  proporzionale  al  qua- 
drato del  semidiametro  parallelo  ad  essa. 

I  quadrati  di  un  sistema  di  corde  parallele  sono 
proporzionali  ai  prodotti  dei  segmenti  da  esse 
determinati  sid  diametro  coniugato  alla  loro  di- 
rezione. 

I  prodotti  dei  segmenti  che  una  retta  parallela 
a  un  assintoto  nelV  iperbole,  ovvero  che  un  dia- 
metro della  parabola,  taglia  sopra  un  sistema  di 
corde  parallele,  sono  proporzionali  ai  segmenti  die 
queste  corde  staccano  da  quella  retta. 

II  prodotto  dei  segmenti  tagliati  da  una  tan- 
gente qualunque  di  un'iperbole  sui  due  assintoti, 
contati  a  partire  dalV  intersezione  di  questi,  ha  un 
valore  costante. 

IJarea  del  triangolo  formata  da  una  tangente 
air  iperbole  e  dagli  assintoti  è  costante» 
La  porzione  di  una  tangente  alV  iperbole  inter- 

Pascal.  io 
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cotta  fra  gli  assintoti^  è  divisa  per  metà  dal  punto 
di  contatto, 

I  due  segmenti  che  una  iperbole  e  i  suoi  assin- 
ioti  intercettano  su  di  una  trasversale^  hanno  lo 
stesso  punto  medio. 

Se  un  quadrangolo  è  iscritto  in  una  conica^  il 
prodotto  delle  distanze  di  un  punto  qualunque 
della  curva  deci  due  lati  opposti.,  Ita  un  rapporto 
costante  col  prodotto  delle  distanze  dello  stesso 
punto  dagli  altri  due  lati  opposti  (teor,  di  Pappo). 

Se  un  quadrilatero  è  circoscritto  ad  una  conica^ 
il  prodotto  delle  distanze  d' una  tangente  qualun- 
que da  due  vertici  opposti  ha  un  rapporto  costante 
col  prodotto  delle  distanze  della  tangente  medesima 
dagli  altri  due  vertici. 

Se  intorno  a  due  punti  fissi  d'una  iperbole  si 
fanno  girare  due  raggi  che  si  intersechino  costan- 
temente sulla  curva^  il  segmento  intercetto  da  que- 
sti  raggi  sopra  un  assintoto  è  di  grandezza  co- 
stante. 

Ogni  parallelogrammo  che  abbia  due  vertici  op- 
posti suir  iperbole  e  i  lati  paralleli  agli  assintoti, 
ha  una  diagonale  diretta  al  centro. 

Nella  parabola  la  siinnormale  (distanza  fra  il 
piede  della  perpendicolare  abbassata  dal  punto 
della  parabola  sulVasse  e  il  punto  d^  incontro  della 
normale  colVasse)  è  costante  ed  eguale  alla  metà 
del  parametro  principale, 

Varca  del  triangolo  formato  da  tre  tangenti 
alla  parabola  è  la  metà  di  quella  del  triangolo 
formato  dai  loro  punti  di  contatto. 

In  ogni  triangolo  iscritto  in  un''  iperbole  equi- 
latera il  punto  d'incoìitro  delle  altezze  sta  sulla 
curva. 
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In  ogni  triangolo  rettangolo  iscritto  in  una  iper- 
bole equilatera^  la  tangente  al  vertice  delVangolo 
retto  è  perpendicolare  alV  ipotenusa. 

Il  circolo  iscrìtto  ad  un  triangolo  coniugato  ri- 
spetto ad  uW  iperbole  equilatera^  passa  pel  centro 
della  curva. 


§  5.  —  Peopkietà  focali  delle  coniche. 

Esistono  in  generale  quattro  punti  (reali  o  im- 
maginarli) tali  che  tutte  le  coppie  di  rette  coniu- 
gate passanti  per  ciascuno  di  essi^  sono  coppie  di 
rette   fra  loro  ortogonali;  tali  punti  si  chiamano 

ì^UOCHL 

Per  V ellisse  e  V  iperbole.,  di  questi  fuochi  ne  esi- 
stono due  reali.,  a  distanza  finita^  situati  su  di  un 
asse.,  simmetricamente  rispetto  al  centro,  e  interni 
alla  curva,  cioè  tali  che  le  tangenti  da  essi  con- 
dotte alla  curva  sono  immaginarie» 

Per  la  parabola  esiste  un  sol  fuoco  reale  a  di- 
stanza finita.,  situato  sulVasse  e  interno  alla  curva. 
I^t  L'asse  su  cui  sono  i  fuochi  reali  si  chiama  asse 
^K^ale. 

^■Chiamando  a,  p  i  semiassi  dell'ellisse  o  dell'i- 
perbole i  fuochi  reali  delV  ellisse   stanno  sul  suo 
'i    asse  maggiore  alla  distanza  ±  \/  a^  —  p^  dal  centro 
e  quelli  delViperbole  stanno  alla  distanza  ±\j  ^'^-\-p 
dal  centro  e  situati  su  quello  del  due  assi  che  in- 
contra in  punti  reali  la  curva. 
Si  chiama  direttrice  la  polare  di  un  fuoco. 
NelVellisse  e  iperbole  ve  ne  sono  due  reali  e  per- 
pendicolari all'asse  focale.  Nella  parabola  ve  ìi'è 
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lina  sola  reale^  e  anche  perpendicolare  alV  asse 
focale. 

La  equazione  di  una  direttrice  si  otterrebbe  so- 
stituendo nella  equazione  della  polare  le  coordi- 
nate di  un  fuoco. 

E  costante  il  rapporto  fra  le  distanze  di  nn 
punto  della  curva  dal  fuoco^  e  dalla  direttrice  cor- 
rispondente. Esso  si  chiama  eccentricità. 

Per  V ellisse  V eccentricità  è  minore  di  1  ;  per  la 
parabola  è  eguale  adi;  per  V iperbole  è  maggiore 
di  1.  I  punti  della  parabola  sono  equidistanti  dal 
fuoco  e  dalla  direttrice. 

NelV ellisse  la  somma  dei  raggi  che  da  nn  punto 
della  curva  vanno  ai  due  fuochi  reali  è  costante; 
neir  iperbole  è  costante  invece  la  differenza  degli 
stessi  raggi, 

E  costante  il  prodotto  delle  distanze  dei  due 
fuochi  da  una  tangente  alla  curva. 

La  tangente  e  la  normale  in  un  punto  della 
curva  bisecano  gli  angoli  dei  due  raggi  focali. 

Nella  parabola  la  tangente  e  la  normale  in  un 
punto  bisecano  gli  angoli  del  raggio  focale  e  del 
diametro  passante  pel  punto  coìisiderato  della 
curva. 

I  due  fochi  reali  deW ellisse  sono  sull'asse  mag- 
giore; e  la  distanza  di  uno  di  essi  dal  centro  è  il 
secondo  cateto  d'un  triangolo  rettangolo  di  cui  la 
ipotenusa  è  il  semiasse  maggiore  e  il  primo  cateto 
è  r altro  semiasse^ 

NelV  iperbole  la  distanza  di  un  fuoco  dal  centro 
è  l'ipotenusa  di  quel  triangolo  rettangolo  di  cui  i 
cateti  sono  i  semiassi. 
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Se  un^ellisse  e  tmHperhole  passano  per  lo  stesso 
punto  e  hanno  gli  stessi  fuochi ^  esse  si  tagliano 
ad  angolo  retto. 

La  norynale  alla  conica  divide  la  distanza  fra 
i  fuochi  in  parti  proporzionali  ai  raggi  focali, 

U angolo  sotteso  nel  fuoco  da  ima  corda  è  hi- 
secato  dalla  retta  che  congiunge  il  fuoco  col  polo 
della  corda. 

Se  si  congiunge  il  fuoco  col  polo  di  una  corda 
che  passa  per  il  fuoco.,  questa  congiungente  è  per- 
pendicolare alla  corda. 

E  costante  V angolo  sotteso  nel  fuoco  dalla  por- 
zione di  una  tangente  variabile  compresa  fra  due 
tangenti  fisse. 

Il  rettangolo  dei  segmenti  di  una  corda  focale 
serba  un  rapporto  costante  coir  intera  corda. 

La  somma  di  due  corde  focali  parallele  a  due 
diametri  coniugati  è  costante. 

La  somma  delle  reciproche  di  due  corde  focali 
ortogonali  è  costante. 

La  distanza  di  un  punto  di  un^  iperbole  dal 
fuoco.,  è  eguale  alla  retta  condotta  da  quel  punto 
parallelamente  alVassintoto  ed  arrestata  alla  di- 
rettrice. 

Nella  parabola  il  punto  d^  incontro  d^  una  tan- 
gente coir  asse  focale.,  e  il  punto  di  contatto  sono 
Kuidistanti  dal  fuoco. 
Nella  parabola  V  angolo  di  due  tangenti  è  eguale 
alla  metà  delV angolo  dei  raggi  focali  corrispon- 
denti ai  punti  di  contatto. 

Nella  parabola  il  circolo  circoscritto  al  trian- 
golo formato  da  tre  tangenti  passa  pel  fuoco. 

Nella  parabola  le  tre  altezze  del  triangolo  for- 
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maio  da  tre  tangenti   si   incontrano   sulla   diret- 
trice. 

Nella  parabola  le  due  tangenti  condotte  da  un 
punto  della  direttrice  alla  curva,  sono  ad  angolo 
retto. 

Nella  parabola  il  parametro  di  un  diametro 
qualunque  (v.  §  3)  è  eguale  a  quattro  volte  la  di- 
stanza della  sua  estremità  dal  fuoco. 

X^equazione  polare   delVellisse   o   iperbole   sce- 
gliendo per  polo  uno  dei  fuochi  è 
_P  1 

a   1  +  e  cos  0 

essendo  a,  b  i  semiassi  ed  e  V  eccentricità, 

U equazione  polare  della  parabola  prendendo 
per  polo  il  fuoco  è 


1 

P 


T^ 


1  —  cos  0 
essendo  p  il  parametro  principale  della  parabola. 

Se  —w  ±  -— -  =  1  è  una  conica  (ellisse  o  iper- 
a^         b^ 

bole),  V equazione  di  una  conica  omofocale  (avente 

i  m,edesimi  due  fuochi  reali)  e 

<^^  +  p      ^M-  p 


Le  coniche,  considerate  come  intersezioni  di  un 
cono  circolare  con  un  piano,  furono  studiate  fin 
dagli  antichi  geometri  greci,  Apollonio,  Pappo, 
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ecc.,  i  quali  trovarono  quasi  tutte  le  principali 
proprietà  riguardanti  j  fochi,  gli  assintoti,  i  dia- 
metri coniugati,  ecc.  ' 

A  DESAnauES,  Pascal,  Delahire,  Newton, 
Maclauein  e  altri  matematici  del  XYII  e  XVIII 
secolo  si  devono  ulteriori  studi  sulle  coniche;  a 
Desargues  e  a  Delahire  si  deve  p.  es.  l'intro- 
duzione sistematica  della  teoria  dei  poli  e  polari 
e  a  Biagio  Pascal  la  scoperta  di  quel  famoso 
teorema  (v.  §  2),  che  ha  cosi  grande  importanza 
nella  geometria  proiettiva  delle  coniche. 

L'introduzione  del  metodo  delle  coordinate,  fatta 
da  Cartesio,  servì  a  studiare  queste  curve  da 
un  punto  di  vista  nuovo  e  a  dimostrare  con  for- 
molo analitiche  le  proprietà  già  dimostrate  per  via 
sintetica. 

Trattati  sulle  coniche  coli' uno  o  coli' altro  me- 
todo sono  quelli  stessi  da  noi  già  citati  alla  fine 
del  capitolo  primo,  cui  aggiungeremo  ora  anche 
il  primo  volume  della  Geometria  di  Clebsch- 
LiNDEMANN,  e  le  lezioni  di  Steiner  {Vorl.  ilber 
spnthet.  Geom.  ;  Theorie  der  Kegelschnitte,  pubbli- 
cate da  GrEiSER  (1.^  parte)  e  da  Schroeter  (2.'' 
parte),  Leipzig\  Per  dettagliati  ragguagli  storici 
rimandiamo  n\V  Apercit  hist.  di  Chasles. 


I§  6.  —  Pasci  di  coniche. 
^^ 
Due  coniche  si  tagliano  in  quattro  punti  (reali 
immaginari),  e  hanno  quattro  tangenti  comuni. 
Se  /*"  0,  f  =  0  sono  le  equazioni  delle  due  co* 
i 
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nicJie  in  coordinate  di  punti  (o  di  rette)  la  equa- 
zione 

f+^f'  =  o, 

dove  ^  è  un  parametro  costante  qualunque^  rap- 
presenta nna  conica  che  passa  per  i  quattro  punti 
d'incontro  delle  due  date^  (o  rispetta  che  è  tan- 
gente  alle  quattro  tangenti  comuni  alle  due  date). 
Si  dice  che  tutte  le  coniche  rappresentate  dalla 
equazione  /*+  \  f  =  0  formano  nn  fascio  (se  /"=  0, 
/"'  =  0  sono  equazioni  in  coordinate  puntuali)  ov- 
vero formano  una  schiera  (se  /"^O,  /*^  =  0  sono 
in  coordinate  tangenziali). 

I  quattro  punti  d' intersezione  delle  due  coniche 
si  chiamano  punti-base  del  fascio. 

Fra  le  coniche  del  fascio  ve  ne  sono  tre  che  si 
spezzano  in  due  rette;  fra  le  coniche  della  schiera 
ve  ne  sono  tre  che  si  riducono  a  una  coppia  di 
punti, 

II  triangolo  diagonale  del  quadrangolo  completo 
avente  per  vertici  i  quattro  punti-base  del  fascio  è 
un  triangolo  autoconiugato  rispetto  a  tutte  le  co- 
niche del  fascio. 

Per  ogni  punto  del  piano  passa  una  conica  del 
fascio.^  e  ad  ogni  retta  del  piano  è  tangente  una 
conica  della  schiera. 

Ogni  retta  del  piano  è  toccata  da  due  conicìte 
del  fascio;  e  per  ogni  punto  del  piano  passano 
due  coniche  della  schiera. 

1  punti  d^  incontro  delle  coniche  d^un  fascio  con 
una  retta^  formano  su  questa  un^  involuzione.,  i 
cui  punti  doppi  sono  i  punti  di  contatto  di  quelle 
due  coniche  del  fascio  che  toccano  la  retta.  E  cor- 
relativamente. 
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Se  si  ha 

f  =1  ciik  C[Ài  Xk ,  {odk  =  aki) 

/*'  =  -  hihXi  Xìc  y  {bile  =  hki) 

il  discriminante  di  una  conica  del  fascio  è 

A  (X)  =        ^21  —  ^  ^21       ^22  —  ^  ^22      ^^23  —  ^  ^.3 
%1  —  ^  ^31       %2  —  ^  ^32       «33  ■—  ^  ^33 

Sé  l'equazione  di  3.^  grado  A  (X)  =:  0  /^a  «ma  ra- 
dice doppia,  due  dei  punti-base  del  fascio  coinci- 
dono; e  il  fascio  quindi  risulta  di  coniche  fra 
loro  tangenti  in  un  punto» 

Se  ^  (X)  =  0  ha  una  radice  doppia^  e  per  tal  va- 
lore di  \  tutti  i  minori  di  2.^  ordine  del  determi^ 
nante  A  si  annullano^  tutte  le  coniche  del  fascio 
(e  quindi  anche  le  due  date)  si  toccano  in  due 
punti;  e  la  congiiingente  questi  due  punti  si 
chiama  la  retta  doppia  del  fascio. 

In  tal  caso  esistono  infiniti  triangoli  autocon- 
iugati  rispetto  a  tutte  le  coniche  del  fascio;  tutti 
questi  triangoli  hanno  di  comune  un  lato  cioè  la 
retta  doppia. 

Se  le  radici  di  A  (X)  rz:  0  sono  tutte  tre  eguali^ 
senza  che  per  tale  radice  si  annullino  i  determi- 
nanti di  2.^  ordine  di  A,  tutte  le  coniche  del  fascio 
hanno  fra  loro  in  un  punto  un  contatto  di  2.^  or- 
dine (cioè  tre  punti  infinitamente  vicini^  comuni) 
e  hanno  poi  comune  un  altro  punto.  In  tal  caso 
noìi  esiste  più  triangolo  autoconiugato  comune^ 
propriamente  detto. 
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Se  finalmente  tutte  le  radici  di  A  (X)  =  0  sono 
eguali  e  contemporaneamente.,  2)er  tal  valore  di  X, 
si  annullano  i  minori  di  2.^  ordiate  di  A,  allora  le 
due  coniche  e  quindi  anche  tutte  quelle  del  fascio, 
hanno  in  un  punto  un  contatto  di  3!"  ordine,  cioè 
le  quattro  intersezioni  si  riimiscono  in  una  sola. 


§  7.  —  Le  formazioni  invariantive  del  si- 
stema DI  UNA  O  due  forme  TERNARIE  QUA- 
DRATICHE. 

Riferiamo  ora  i  risultati  riguardanti  la  teoria 
invariantiva  delle  forme  ternarie  quadratiche  (si 
vegga  il  Gap.  III). 

Il  sistema  di  mia  sola  conica  non  ha  invarianti 
assoluti,  *  il  che,  geometricamente,  corrisponde  a 
dire  che  colla  trasformazione  ogni  conica  può  tras- 
formarsi in  ogni  altra. 

Se  à^x  è  la  ternaria  quadratica^  il  sistema  com- 
pleto risulta  (oltre  del  covariante  identico)  di: 

f=a\,    F=^{ahuf,    A^{abcf 

dove  F=0  è  la  equazione  della  stessa  conica  in 


*  Non  sì  trovi  contraddizione  fra  questa  asserzione  e  quella 
del  §  3,  perchè  gli  invarianti  considerati  nel  §  3  non  dipen- 
dono solo  dai  coefficienti  della  conica,  ma  anche  dagli  assi 
coordinati,  i  quali  devono  restare  sempre  assi  cartesiani  ; 
quindi  le  trasformazioni  compatibili  colle  considerazioni  del 
ì^  3  non  sono  tutte  le  possibili,  ma  solo  quelle  che  lasciano 
fìssa  la  retta  all'infinito  del  piano. 
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coordinate  di  rette,  e  A  rappresenta  il  discrimi- 
nante. 

Il  sistema  completò  di  due  coniche,  cioè  di  due 
forme  a^x,  a'^x  è  composto  (oltre  del  covariante 
identico)  di  20  formazioni. 

Ponendo,  per  semplicità, 


'^l,  ^2?  "^S  — 


h    02 

^-3 

C3 

hi    Ci 

h    C3 

1 

^-1 

Ci 

'      h    H 

b  ^  2^  ' 


7  ^  J 

G>2      ^2 


h\ 


^3 


queste  formazioni  possono  scriversi  simbolicamente 
nel  seguente  modo: 

1)  Quattro  iyivarianti: 

A^i^  =  {al)cy 

-4x12  =(^  l^  ^T 
Ai9,^  =  {a  a^  b'Y 
A^=^(a:i/(^Y. 

2)  Quattro  covarianti: 

f    =ax\        r  =  a'x' 
\    =  (oc  or'  oc)  aa'  a^a  ax  a^x 

3)  Quattro  contravarianti: 

F    ={ahu)\        F'  =  {ah'u? 

D    ==  'a  a'  u)  (a  h'  e']  {a'  h  e)  {u  h'  e)  [u  h  e) 

F^2  =  {aa'uY. 
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4)  Otto  forme  ììiiste: 

Bi  =  {a  h  e)  a'x  {u  h  e) 
B2  =  [a  y  e')  ax  {u  V  e) 
N  =  {a  a'  il]  axo!x 

W  =  (a  oc'  X)  Ila  Ua' 

Ci  =  (a  a  li)  a  a  ax  ita 
Tj  =  (a  a'  x)aa'  Uaax 
C2  =  [a  a'  u)  aa'  ax  ila' 
Fg  =  (^  ^'  ^)  ^'«  ^^«  ^'x . 

Questo  sistema  completo  fu  trovato  da  Goudan 
e  si  trova  riportato  nel  1.®  volume  della  Geom,  di 
Clebsch-Lindemann  (ediz.  frane.,  pag.  362 j.  Vedi 
anche  Gordan^  Math.  Ann.,  XIX. 

Il  prodotto  dei  quattro  punti  d^  intersezione  di 
f  e  f  è  dato  dalla  forma 

Fr  —  F^2^  =  0 

e  correlativamente^  il  prodotto  delle  quattro  tan- 
genti comuni  alle  due  coniche  è  dato  da 

La  forma  ^12  "^  0  rappresenta  il  luogo  dei  punti 
pei  quali  passano  due  coppie  di  tangenti  ad  f  e  f^ 
formanti  un  sistema  armo7iico^  e  dualisticamente, 
F^^=0  è  ^inviluppo  delle  rette  che  segano  le  due 
coniche  in  quattro  punti  armonici. 

Se  A122  =  0  esiste  un  numero  semplicemente  in- 
finito di  triangoli  polari  (autoconiugati)  rispetto 
adf.,  e  chesieno  circoscritti  alla  conica  f  e  iscritti 
in  f. 
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Proprietà  analoga  per  Aii2^^0. 

La  equazione  N=0  considerata  nelle  coordi- 
nate  u  rappresenta  il  punto  d'*  intersezione  delle 
polari  del  punto  {oc)  rispetto  alle  due  coniche. 

La  equazione .  5i  =  0,  considerata  nelle  coordi- 
nate x^  è  quella  di  una  retta  luogo  di  punti  le  cui 
polari  rispetto  alla  conica  f  sono  coniugate  ar- 
moniche della  retta  u  rispetto  alla  conica  f. 

Uequazioìie  D  =  0  rappresenta  i  tre  lati  del 
triangolo  polare  comune  a  fé  f\  e  ^^  0  rappre- 
senta i  tre  vertici  dello  stesso  triangolo» 

Tutte  le  coniche  covarianti  di  f  e  f  {per  es. 
Qy^^zmO)  hanno  un  medesimo  triangolo  polare  co- 
mune i)  =  0,   0  A=r=0. 

Se  gli  invarianti  An-i  e  Ayi^,  sono  contemj)ora- 
neamente  zero^  il  rapporto  anarmonico  dei  quattro 
punti  d' intersezione  delle  due  coniche  è  eciuianar- 
monico  su  ciascuna  di  esse. 

La  condizione  perchè  le  due  coniche  abbiano  un 
contatto  semplice  è 

4  (^111  -^ll22  —  ^112^)  (^112  -^222  —  -^Vli)    " 

—  ('Ani  ^222  "~  ^4 112  ^122'^  "=  0- 


I 


Le  condizioni  perchè  le  due  coniche  abbiano  in 
un  jnmto  un  contatto  di  2.^  ordine  (tre  punti  d^ in- 
tersezione riuniti)  sono  : 

^m  __  ^112  ^122 

^112  -^M22  ^222 

Il  sistema  di  due  coniche  ha  due  invarianti  as- 
soluti* 
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Per  questi  possono  scegliersi,  come  pia  semplici, 
i  seguenti: 

À        2 


Ao-- 


^4 112  ^222 


È  importante  il  teorema: 

Il  rapporto  anarmonico  '^  delle  linee  che  con- 
giungono  un  punto  di  f  ai  quattro  punti  d^ inter- 
sezione di  f  e  f  è  dato  dalla  formola 

(1  -  g  +  ^Y __        (^1  -  1)^  ^1  Ai 

{V^^)^'{2^)Hy-  2 oc)^ ~  (3  ^1  ^2  -  2 ^1  ^ ^2  -  1  ' ' 

e  da  formola  simile  è  dato  il  rapporto  anarmo- 
nico dei  quattro  raggi  che  congiungono  un  punto 
di  f  coi  quattro  punti  d' intersezione. 

Per  il  sistema  di  due  coniche,  oltre  i  citati  la- 
vori di  GrORDAN,  vedi  anche  Peerin  {Soc.  math, 
de  France,  XVIII),  Rosanes  {Math,  Ann.,  VI), 
Gerbaldi  {Annali  di  mat.^  XYII). 

Per  il  sistema  di  tre  coniche  si  vegga  un  lavoro 
di  CiAMBEfiLiNi  {Giorn.  di  Batt..,  XXIV);  il  si- 
stema contiene  127  formazioni;  gli  invarianti  sono 
undici.  Si  veggano  poi  i  lavori  di  Gundeleinger 
[Creile,  LXXX),  di  Mertens  {Sitz.  ber.  Akad. 
Wien,  xeni),  Gerbaldi  {Accad.  Torino,  XXV, 
1890),  Fischer  und  Mumelter  {Monatshefte  f. 
Math.,  Vili,  1897). 


CAPITOLO  V. 
Le  quadriche. 


§  1.  -  Generazione  proiettiva  delle  quadrighe. 
Polarità. 

Immaginiamo  due  stelle  a  sostegni  distinti  S,  S' 
e  correlative  (v.  Gap.  I,  §  3);  ad  ogni  raggio  del- 
l'una corrisponde  un  piano  dell'altra  e  viceversa 
e  se  il  primo  raggio  si  muove  in  un  piano,  il  piano 
corrispondente  gira  intorno  ad  una  retta.  I  punti 
d'incontro  dei  raggi  di  ciascuna  stella  coi  piani 
corrispondenti  dell'altra  formano  immedesimo  luogo 
che  è  una  superficie  detta  quadrica. 

Siene  dati  due  sistemi  piani  correlativi,  non  so- 
vrapposti. I  piani  che  congiungono  i  punti  dell'uno 
colle  rette  corrispondenti  dell'altro,  inviluppano 
una  stessa  superficie  che  è  anche  una  quadrica. 

Questa  generazione  proiettiva  delle  quadriche  si 
trova  in  Seydewitz  {Grtmerf/s  Arch.^  IX,  1847) 
e  Steiner  (Opere^  I,  pag.  325).  Per  essa  si  può 
vedere  anche'  Salmon-Fiedler  (Anal,  Geom.  d. 
Raum,^  I,  pag.  333). 

Un'  altra  definizione  delle  quadriche  e  la  se- 
guente : 
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Una  quadrica  è  il  luogo  dei  punti  uniti  di  una 
dualità  spaziale  involutoria  cioè  di  uua  polarità 
spaziale. 

0  anche: 

Una  quadrica  è  l' inviluppo  dei  piani  uniti  di 
una  polarità  spaziale. 

Due  punti  qiialsivogliano  della  quadrica  sono 
centri  di  due  stelle  reciproche^  mediante  cui  si  può 
generare  la  quadrica  stessa,  e  due  piani  tangenti 
qualisivogliano  della  quadrica  sono  sostegni  di 
due  sistemi  piani  reciproci  atti  a  generare  la  qua- 
drica stessa. 

Una  retta  arbitraria  dello  spazio,  se  non  è  tutta 
situata  sulla  quadrica^  incontra  questa  al  più  in 
due  punti;  e  per  una  retta  dello  spazio^  non  situata 
sulla  superficie,  passano  al  più  due  piani  tangenti 
della  superficie.  Perciò  si  dice  che  la  quadrica  è 
di  2.®  ordine  e  2.^  classe. 

Se  per  un  punto  della  quadrica  passano  due 
rette  di  essa,  distinte  o  coincidenti.,  o  nessuna,  lo 
stesso  avviene  per  ogni  altro  punto  della  quadrica. 

Se  in  un  piano  tangente  della  quadrica  vi  sono 
due  rette,  o  una  retta  o  nessuna^  appartenenti 
alla  superficie  stessa,  lo  stesso  avviene  per  ogni 
altro  piano  tangente. 

Ogni  piano  taglia  la  quadrica  secondo  una  co- 
nica. Un  piano  che  la  tocca  la  taglierà  secondo 
due  rette  reali,  distinte.,  coincidenti  o  immaginarie. 

Secondochò  per  ciascun  punto  della  quadrica 
passauo  due  rette  reali  appartenenti  alla  quadrica 
stessa,  ovvero  una  sola  retta  reale  ovvero  due 
rette  immaginarie,  la  quadrica  sarà  una  quadrica 
rigata  o  gobba  (o  a  punti  iperbolici) f  un  cono  qua- 
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drico,  (o  anche  detta  quadrica  a  punti  parabolici) 
ovvero  una  quadrica  ,u  punti  ellittici. 

Se  la  quadrica  rigata  è  tagliata  dal  punto  al- 
r  infinito  nel  sistema  di  due  rette  (toccata  dal 
piano  all'infinito)  si  ha  il  Paraboloide  iperbolico; 
se  è  tagliata  secondo  una  conica  propria,  si  ha 
V  Iperboloide  ad  una  falda. 

Le  quadriche  rigate  contengono  dite  sistemi  di 
rette  reali;  le  rette  di  un  sistema  sono  segate  da 
quelle  delV  altro  in  punteggiate  proiettive.  Di  qui 
deriva  la  generazione  di  quelle  quadriche  mediante 
due  punteggiate  proiettive  non  situate  nello  stesso 
piano. 

Il  paraboloide  iperbolico  è  il  luogo  delle  rette 
die  congiungono  le  coppie  di  punti  corrispondenti 
in  due  punteggiate  simili^  non  situate  nello  stesso 
piano. 

Il  paraboloide  iperbolico  è  in  due  modi  diversi 
il  luogo  di  una  retta  che  si  muove  appoggiandosi 
a  due  rette  fisse,  che  non  sono  in  uno  stesso  pia- 
no,  e  mantenendosi  parallela  ad  un  piano  fisso^ 
che  si  chiama  piano  direttore. 

Vi  sono  due  piani  direttori. 

U  iperboloide  a  una  falda  è  il  luogo  di  una 
retta  che  si  muove  appoggiandosi  a  tre  rette  fisse 
che  non  si  incontrano  e  che  non  sono  parallele  ad 
uno  stesso  piano. 

Similmente  le  quadriche  a  punti  ellittici  si  di- 
stinguono secondo  il  modo  con  cui  sono  tagliate 
dal  piano  all'  infinito  dello  spazio  :  possono  essere 
tagliate  dal  piano  all'infinito  in  una  conica  reale 
e  allora  si  ha  V Iperboloide  a  due  falde;  possono 
essere  tagliate  secondo  una  conica  immaginaria  e 

Pascal.  11 
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si  ha  V Ellissoide;  e  possono  finalmente  essere 
toccate  dal  piano  all'infinito,  cioè  essere  segate 
secondo  una  conica  degenerata  in  due  rette,  e  si 
ha  allora  il  Paraboloide  ellittico. 

Le  rette  di  un  cono  quadrico  si  dicono  genera- 
trici; esse  passano  tutte  per  un  punto  chiamato 
vertice.  Meno  che  per  questo  punto,  per  il  quale 
passano  dunque  infiuite  rette  della  superficie,  per 
tutti  gli  altri  punti  di  questa  passa  sempre  una 
sola  retta  della  superficie  stessa.  Se  il  vertice  è 
all'infinito  si  ha  il  cilindro;  la  sezione  di  un  ci- 
lindro con  un  piano  perpendicolare  alle  genera- 
trici si  dice  base  del  cilindro. 

I  piani  tangenti  ad  una  quadrica  condotti  per 
un  punto  P,  sono  i  piani  tangenti  di  un  cono 
quadrico  avente  il  vertice  in  P,  e  le  cui  genera- 
trici sono  le  rette  che  congiungono  P  coi  punti  di 
contatto  dei  piani  tangenti;  questo  cono  si  dice 
cono  tangente  alla  quadrica.,  ed  esso  tocca  la  qua- 
drica  secondo  una  curva  piana  che  è  quindi  una 
conica.  Il  piano  di  questa  conica  si  dice  piano  2^0- 
lare  di  P,  e  P  si  dice  a  sua  volta  polo  di  quel 
piano. 

La  corrispoìidenza  fra  poli  e  polari  rispetto  ad 
una  quadrica  è  una  dualità  involutoria  (,v.  Capi- 
tolo ],  §  4). 

II  piano  polare  contiene  le  rette  polari  di  P  ri- 
spetto a  tutte  le  coniche  in  cui  i  inani  condotti  per 
P  segano  la  quadrica. 

Ogni  retta  condotta  2Mr  P  sega  la  quadrica  in 
Q,  Q'  e  il  piano  polare  in  P\  in  modo  che  il 
gruppo  P  P'  Q  C/  è  armonico. 

Se  P  si  muove  su  di  una  retta^  il  piano  polare 
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rota  intorno  ad  im^  altra  retta^  e  se  P  si  muove 
in  un  piano ^  il  pimo  polare  rota  intorno  un 
punto  che  è  il  polo- di  quel  piano. 

Due  rette  si  dicono  polari  reciproche  se  i  piani 
polari  di  tutti  i  punti  di  una  di  esse,  passano  per 
l'altra. 

Se  due  rette  polari  reciproche  si  tagliano,  il  loro 
punto  comune  apparterrà  alla  superficie,  e  il  loro 
piano  sarà  piano  tangente  alla  superficie. 

Le  coppie  di  rette  polari  reciproche  giacenti  in 
un  piano  tangente^  sono  rette  coniugate  in  una  in- 
voluzione di  cui  le  rette  doppie  sono  le  rette  lungo 
le  quali  il  piano  tangente  taglia  la  superficie. 

Se  due  rette  si  tagliano^  anche  le  loro  polari 
reciproche  si  tagliano. 

Due  punti  si  dicono  coniugati  se  uno  di  essi  sta 
nel  piano  polare  dell'altro. 

Un  punto  e  una  retta  si  dicono  coniugati  se 
questa  sta  nel  piano  polare  del  punto. 

Un  piano  e  una  retta  si  dicono  coniugati  se 
questa  passa  pel  polo  del  piano. 

Due  rette  si  dicono  coniugate  se  una  di  esse  sta 
nel  piano  polare  di  un  punto  dell'altra. 

Due  piani  si  dicono  coniugati  se  uno  di  essi 
passa  pel  polo  dell'altro. 

Triangolo  coniugato  rispetto  alla  quadrica  è  \^^^ 
triangolo  in  cui  ogni  vertice  ha  per  coniugati  gii 
altri  due,  e  quindi  per  retta  coniugata  il  lato  op- 
posto. 

Tetraedro  coniugato  {o  anche  autoconiugato, 
autoreciproco)  rispetto  alla  quadrica  è  un  tetraedro 
in  cui  ogni  vertice  ha  per  coniugato  gli  altri  tre, 
e  quindi  ha  per  piano  polare  la  faccia  opposta. 
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Ogni  triangolo  del  tetraedro  coniugato  è  un 
triangolo  coniugato. 

Due  spigoli  opposti  del  tetraedro  coniugato  sono 
polari  reciproci  rispetto  alla  quadrica. 

Se  due  rette  sono  coniugate,  la  polare  reciproca 
delV  una  sega  V  altra,  e  viceversa. 

Se  una  retta  è  coniugata  a  due  che  si  tagliano, 
è  coniugata  al  loro  piano  e  al  loro  punto  co- 
mune. 

Il  polo  del  piano  all'infinito  si  dice  centro  della 
quadrica;  ogni  retta  passante  pel  centro  si  dice 
diametro,  e  o^i^ni  piano  passante  pel  centro  si  dice 
piano  diametrale. 

Il  centro  è  a  distanza  finita  se  il  piano,  alVin- 
finito  non  tocca  la  quadrica,  quindi  nelV  iperho- 
Ioide  ad  una  falda,  nelV iperboloide  a  due  falde, 
neW  ellissoide,  e  nel  cono  quadrico;  perciò  queste 
superficie  si  dicono  quadriche  a  centro. 

Il  paraboloide  iperbolico  e  r  ellittico  sono  qua- 
driche senza  centro  a  distanza  finita. 

Un  piano  diametrale  sega  la  quadrica  in  una 
conica  il  cui  centro  coincide  con  quello  della  qua- 
drica stessa. 

I  diametri  si  dividono  per  metà  nel  centro. 

Se  tre  corde  si  bisecano  in  un  punto  e  non  sono 
nello  stesso  piano,  quel  punto  è  il  centro  della  su- 
perfìcie. 

Un  piano  diametrale  è  il  luogo  dei  punti  medii 
di  tutte  le  corde  (parallele)  coniugate  ad  esso. 

I  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  condotti 
dal  centro  alla  quadrica  sono  all' infinito  (reali  o 
immaginari)  ;  il  cono  tangente  clje  ha  per  vertice 
il  centro  si  chiama  perciò  cono  assintotico. 
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Esìstono  tre  diametri ^  a  due  a  dite  perpendico- 
lari^ tali  che  il  piano  di  due  di  essi  ha  per  rette 
coniugate  le  corde  i^àVMele  al  terzo  (e  quindi  ad 
esso  perpendicolare)'^  tali  diametri  si  àìo^ono  prin- 
cipali^ e  i  loro  piani  si  dicono  piani  principali. 

I  piani  principali  sono  di  simmetria  per  la  qua- 
drica. 

Neil' ellissoide  ogni  piano  diametrale  taglia  la 
superficie  secondo  un''  ellisse  ;  nelViperholoide  a  una 
falda  due  piani  principali  tagliano  la  superficie 
secondo  due  iperboli  aventi  in  comune  V  asse  im- 
maginario^ e  il  terzo  piano  principale  la  taglia 
secondo  un' ellisse;  nelV iperboloide  a  due  falde  due 
piani  principali  tagliano  la  superficie  secondo  due 
iperboli  aventi  in  comune  V  asse  reale^  e  il  terzo 
piano  la  taglia  secondo  un'' ellisse  immaginaria. 

In  un  paraboloide  si  dice  diametro  ogni  retta 
che  passa  per  il  punto  di  contatto  della  superficie 
col  piano  all'  infinito. 

Tutti  i  diametri  di  un  paraboloide  sono  fra  loro 
paralleli. 

Fra  tutti  i  diametri,  in  un  paraboloide^  ve  n'è 
uno  tale  che  il  piano  tangente  nel  punto  in  cui  esso 
incontra  la  superficie  è  ad  esso  perpendicolare; 
questo  diametro  si  chiama  asse,  e  il  punto  in  cui 
esso  incontra  la  superficie  si  dice  vertice. 

Le  sezioni  del  paraboloide  (ellittico  o  iperbo- 
lico) fatte  con  piani  paralleli  all'  asse^  sono  pa- 
rabole. 

Le  sezioni  del  paraboloide  fatte  con  piani  per- 
pendicolari all'asse^  sono  iperboli  per  il  parabo' 
Ioide  iperbolico  (o  gobbo  o  rigato)^  e  ellissi  per  il 
paraboloide  ellittico. 
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La  sfera  è  uà  ellissoide  in  cui  o^ni  piano  dia- 
metrale è  perpendicolare  al  diametro  che  va  al 
suo  polo. 

Inoltre  le  sfere  dello  spazio  hanno  in  comune 
un  circolo  immaginario  all' infinito.  Qaesto  circolo 
si  dice  assoluto  o  limite  dello  spazio-  Esso  contiene 
tutti  i  punti  ciclici  di  ogni  piano  dello  spazio  (v. 
cap.  IV,  §  3). 


Chasles  e  P.  Serret  fecero  tentativi  per  esten- 
dere alle  quadriche  i  teoremi  di  Pascal  e  Brian- 
chon;  per  ciò  si  può  vedere  Salmon-Fiedler 
{Anal.  Geom.  des  Baum.y  I,  art.  144),  Klein 
{Math.  Ann.,  XXIT,  pag.  246,  (1883)). 


§  2.  Principali  eormole  di  geometria  analitica 
delle  quadrighe. 

La  quadrica  e  il  luogo  di  punti  rappresentato 
da  un'equazione  razionale  intera  di  2.*^  grado  fra 
le  tre  coordinate  cartesiane  di  un  punto  dello  spa- 
zio. Una  siffatta  equazione  generale  contiene  10 
coefficienti;  cioè  i  tre  coefficienti  dei  quadrati  delle 
tre  coordinate,  i  tre  coefficienti  dei  termini  nel 
prodotto  delle  tre  coordinate  a  due  a  due,  i  tre 
coefficienti  dei  termini  di  l.*"  grado,  e  il  termine 
indipendente  dalle  coordinate.  Il  luogo  dipenderà 
solo  dai  nove  rapporti  di  nove  di  tali  coefficienti 
all'ultimo;  perciò  si  dice  che  il  luogo  di  2.^  grado 
è  determinato  da  soli  ìtove  coefficienti,  non  omo- 
iirenei. 
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L'equazione  della  quadrica  la  porremo  sotto 
la  forma  (chiamando  ^t^x2^3^4  ^^  coordinate  omo- 
genee di  un  punto  dello  spazio). 

1...4 

f{x)  r=  V  aijXi  Xj  =  0  {aij  —  aji). 

dove  il  sommatorio  si  intende  esteso  a  tutte  lo 
possibili  combinazioni  i,y==l,  2,  3,  4  colla  condi- 
zione aij=^aji.  Ponendo  x^  =  \  si  passa  all'equa- 
zione della  quadrica  in  coordinate  non  omogenee. 
Se  il  tetraedro  fondamentale  delle  coordinate  è 
un  tetraedro  autocouiugato,  l'equazione  della  qua- 
drica si  riduce  alla  forma  canonica 

4 

^ì:  ai  Xi  2  :=  0. 
1 

Chiamiamo  A  il  determinante 


J=- 


r/4,    .    .    .    C(u 


(Discriminante) 


e  Aij  il  complemento  algebrico  di  aij  in  A. 

Chiamando  iti,  U2,  th^  1(4,  le  coordinate  omogenee 
di  un  piano,  cioè,  posto  Tequazione  del  piano  sotto 
la  forma 


h 


III  ^1  +  U2  ^'l  +  1^3  ^Z   -^  ^k  -^4  =  0, 


^equazione  della  medesima  quadrica^  in  coordiìiate 
I      di  piani.,  è 

1...4 
F[ìi^  Ho  n>  ì{.i=^  -  Aij  Hi  nj  =  0  {Aij  ^  Aji). 

ij 
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Questa  equazione  rappresenta  dunque  la  qua- 
drica,  non  più  come  luogo  di  punti,  ma  come  in- 
viluppo di  piani  tangenti.  Essa  può  anche  consi- 
derarsi come  equazione  di  condizione  cui  devono 
soddisfare  i  coefficienti  delFequazione  di  un  piano 
perchè  questo  sia  tangente  alla  quadrica  data  dalla 
primitiva  equazione. 

Una  quadrica  è  determinata  se  sono  dati  9  punti 
per  cui  deve  passare^  o  nove  piani  che  deve  toccare, 

Kel  paragrafo  precedente  abbiamo  stabilite  le 
proprietà  geometriche  delle  varie  specie  di  qua- 
driche;  vediamo  ora  come  dall'equazione  generale 
(che  si  suppone  a  coefficienti  reali)  si  possano  di- 
stinguere fra  loro  le  varie  quadriche. 

Poniamo 

I    «11       «12      «13     I 

B=\    a2i      ^22      «23     i 

I     «31       «32       «33     i 

e  chiamiamo  Bij  i  complementi  algebrici  degli  ele- 
menti aij  nel  determinante  B, 

Se  B  non  è  zero  si  hanno  le  quadriche  a  cen- 
tro ;  se  I?  =  0  si  hanno  i  paraboloidi. 

Se  A  è  eguale  a  zero,  e  solo  allora^  si  hanno  i 
coni.  Se  contemporaneamente  ^  -=0,  J5  =0  si  hanno 
i  cilindri. 

Indichiamo  con  (12)  (13) ...  gli  angoli  degli  assi 
coordinati  x^  x^^  XiX-^^ .  . .  ^  poniamo 

1  cos(12)     cos(13) 

12 -=     C09(12)  1  cos(23)  ■ 

cos(13)     co9(23)  1        I 
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(quantità  positiva  compresa  fra  0  e  1)  e  indichia- 
mo con  12^^n^2...  i  complementi  algebrici  degli 
elementi  di  ^.  ''' 

Poniamo  inoltre 

C  =  7?n  +  ^22  +■  ^33  +  2  j5,2  cos  (12)  + 

4-  2  £i3  cos  (13)  4-  2  J523  cos  (23) 

U  =  a^i  0^,  +  a.3,  li,,  +  «33  i^-33  +  2  r/12  ^^12  + 

-f  2ai3Ì)i3H-2a23^23. 

Abbiamo  allora  i  seguenti  risultati: 

j  rapporti  ^-,  —,  ^,  ^^    non   si   alterano  per 

trasformazione  di  coordinate  cartesiane  (sono  in- 
varianti). 

Il  segno  delle  quantità  A^  B^  (7,  D  è  indipen- 
dente dal  sistema  di  coordiniate  cartesiane  che  si 
sceglie. 

Per  il  caso  di  assi  ortogonali  le  quantità  C,  J) 
diventano  rispettivamente 

Bii  +  B22  +  ^^33 
^'11    +  (^22    +  ^33 

e  ^  diventa  1  e  perciò: 

Le  quantità  a^  -+-  a^^  +  «33,  -Sn  +  J>i2  ^  -S33  ^'^' 
stano  inalterate  in  valore  passando  da  coordinate 
ortogonali  ad  altre  coordinate  anche  ortogonali. 

Uequazione 

A'p;  =  12p-"  +  i)p2  .   (7p  ^_  75  =  0 
ha  tutte  le  radici  reali,  e  in  generale  distinte. 
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La  equazione  i^recedente  può  scriversi  anche: 
a^x  +  p      c/i2+rCos(12)  ai3+pcos(13) 
^\9)=    a2i*?cos(l2)      r/22  +  p      a23  +  pcos(23)    — 0. 
%i  +  pcos(13)  n:3.^pc^s(23)     «33  -\-  p 

La  classificazione  delle  quadriche  dipende  dallo 
studio  dei  segni  delle  quantità  A^  B^  C,  D, 

I)  B  è  diverso  da  zero.  Si  hanno  le  quadri- 
che  a  centro^  cioè: 

1 .  Ellissoide  reale,  se  C>0,BJj> 0,  A  <  0 

2.  Ellissoide  immaginario,  seC>0,  B  1)>0,A>0 

3.  Cono  immaginario,  se       C>0,  BJ)>0,  A  —  0 

[C%0,BD<OI 

4.  Cono  reale,  se  \  >  A=^0 

[C<0,BD^O^: 

\C^O,BD<Oj 

5.  Iperboloide  a  una  falda,  se[  .  A>0 

[C<0,BD:^0^ 

\C^0,BD<0I 

6.  Iperloloide  a  due  falde,  se  [  A<S). 

'  C<0,BD^o) 

li)  B  è  eguale  a  zero.    Si  hanno   i   parabo- 
loidi 0  i  cilindri  0  le  coppie  di  piani,  cioè  : 

7.  Paraboloide  eìliitico,  se        C>0,I)^0,  A<0 
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8.  Paraboloide  iperbolico^  se    C<0,  /)~0,  ^4  >0 

9.  Cilindro  a  base  ellittica,  se  C>0,  Z)^0,  ^  =^0 
10.  Cilindro  abase  iperbolica^  se  C<Oj  1)^0,  A  =  0 


IL  Cilindro  a  base  par  ab  olica^se  C—O,  O^O,  .1=  0 


< 


12,  Due  piani  imma- 
ginari con  una 
retta  reale  a  di- 


>. 


stanza  finita,  se  C  >  0,  /)  ^  0,  A  =  0,  Aa  ^  0 


< 


(^-l,  2,  3) 


13,  Due  piani  reali  che 
si  incontrano  in 
una  retta  a  di- 
stanza finita,  se  C  <  0,  7)  ^  0,  A  -  0,  A  a  =  0 


14.  Due  piani  paral- 
leli, reali  distin- 
ti, immaginari,  o 


< 


>. 


coincidenti,  se      0  =  0,  7)  ^  0,  A  =  0,  Aa  -  0. 

Coìi  trasformazioni  di  coordinate  cartesiane,  le 
equazioni  delle  varie  specie  di  quadriche,  possono 
ridursi  alle  seguenti  forme  ridotte  (in  coordinate 


a^^  b''  ^  e- 

=  1 

-1 

«V   '    52  T-  -^2 

=  0 

00^        y^         z^ 
«2  '*'   è^         c2 

=  0 

172  F,  2.  —  Equazioni  ridotte, 

non  omogenee): 

1.  Ellissoide  reale: 

2.  Ellissoide  immaginarlo: 

3.  Cono  immaginario: 

4.  Co;20  reale: 


5.  Iperboloide  ad  ima  falda:  —^  +  -*,„ ~V  =  1 

a-'         6"         6'- 

^^       2/2       ^2 

6.  Iperboloide  a  due  falde  :  —^  +  -7^ v=  —  1 

a"^       6-        e 

7.  Paraboloide  ellittico  :        4^"  H ^ —  ^r  =  0 


2/         z^ 

8.  Paraboloide  iperbolico: ^ —  ^  =  0 

0-         e- 

9.  Cilindro  ellittico:  —7,  +  -;— =  1 

^2        ^2 

10.  Cilindro  iperbolico  :  — ^ ,^-  ^=  1 

11.  Cilindro  parabolico:         y^^  ±  2  p  X  ^  0 

12.  Due  plani  immacflnarl:       „  + -V.>  =  0 

a^         Ir 
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13.  Due  piani  reali:  -— t^t"^^ 

,  a^         ¥ 

.7  ^ 

14.  Z)^(6  p/awi  paralleli:  n  +  1  =  0. 

rr 

NelV  equazione  di  ogni  paraboloide  i  termini  a 
secondo  grado  in  x^x^x^  o  x y z  formano  il  pro- 
dotto di  dice  fattori  lineari^  e  questa  proprietà  è 
caratteristica  per  il  paraboloide, 

NelV  equazione  del  cilindro  parabolico  i  termini 
a  secondo  grado  in  x^  x^Xr^  o  xy  z  formcmo  un 
quadrato  perfetto. 

Indicando  con  [x^  x^  x^  x^  (?/i  y.^  y^  y^  le  coor- 
dinate di  due  punti  dello  spazio,  la  condizione 
perchè  la  retta  che  li  congiunge^  sia  tangente  alla 
quadrica  /*=  0,  è 

ponendo 

jx\       1  Idf       ,df       ,df       ,df      \ 

=  ^n  ^1  2/1  +  ...  -^  «12  0^1  1/2  +  ^^2  2/i)  +  •  •  • 

Se  si  immagina  che  y  sia  nn  punto  fisso^  e  le 
X  sieno  coordinate  correnti.,  questa  equazione  rap- 
presenta il  cono  circoscritto  alla  quadrica  e  avente 
per  vertice  il  punto  y. 

Se  F  u)=0  è  V  equazione  della  quadrica  in 
coordinate  di  piani,  la  condizione  perchè  la  retta 
intersezione  dei  piani  {u^  ii^  u^  u^)  (vi  V2  Vs  ^4)  sia 
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tangente  alla  quadrlca  è  similmente 
F(u)Fiv)-  F''['^=0. 

Questa  condizione  equivale  alla  seguente: 


au 

C(\o 

Cf.3 

«14 

Wi 

^1 

Chi 

Cf22 

%3 

«24 

2/2 

^2 

<^31 

Cf32 

«33 

«34 

^^3 

^'3 

Chi 

^42 

«43 

«44 

Ih 

^4 

III 

^2 

Us 

^h 

0 

0 

^1 

V2 

H 

:^4 

0 

0 

:0. 


Mutando  in  questa  formala  le  a  in  A^  e  le  u^ 
V,  in  X,  y  si  ha  un^ altra  forma  della  condizione 
perchè  la  retta  {xj  (y)  tocchi  la  quadrica. 

Il  piceno  polare  di  im  punto  iy)  ha  per  equa- 
zione 


e  le  coordinate  del  polo  di  un  piano^ 
sono: 

^h  ^  -^21  ?h  +  A.21  U2  '\-  A.jii  U^  \-  yÌ24  ?^4 
^3  -  -431  ^h  +  ^32  ^^2  +  ^33  %  +  ^34  «^4 
^4  =,.441  Ih  .+  ^42  ^H     1-   ^43  ^h  +  -^44  %• 
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Se  il  puìito  iy)  appartiene  alla  qtiadrica^  la  e- 
qitazione 


fiy] 


0 


rappresenta  il  piano  tangente. 

La  condizione  perchè   due  punti  {x)  iy)  sieno 

coniugati  è  naturalmente  anche  f\y]  —  ^^    ^    ^^ 

condizione  perchè  due  piani  (u)  {v)  sieno  coniugati 

Queste  due  condizioni  possono  anche  esprimersi 
sotto  le  forme: 

Ali  .  .  .  ^14    cCi 


•     •     •     • 

.  .  Au    x^ 

:  Vi   ■ 

.  .  2/4      0 

«u  • 

.  a,j    i(i 

«41    • 

.    «4-1       «4 

Vi      . 

.  Vi     0 

--0. 


ILe  condizioni  perchè  due  rette  {u  v)  >  u'  v')  sieno 
niugate  sono  quattro^  cioè 
^(:')-0.   ^Ì?)-0,    f[Ì]=0,   i.t,>=0 
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IJ  equazione  comjjlessiva  dei  due  piani  tangenti 
condotti  da  una  retta  {ii  v)  alla  quadrica^  è 

F(ii)  (vi  Xi  +  V2  x^  i   . .  .)^  — 

—  2F  (^^^j  (Vyr^  *  ...)  (u^x^  *  ...)  *  F(v)  (u^x^  *  ...)'=0. 

Mutando  F  in  f  e  scambiando  x  con  u^  e  y  con 
Vj  si  ha^  correlativamente^  inequazione  (in  coord,  di 
piani)  dei  due  punti  d'incontro  della  retta  {oc  y) 
colla  quadrica. 

Le  coordinate  di  questi  medesimi  punti  d^ incon- 
tro della  retta  (xy)  colla  quadrica  sono  della 
forma 

m  OTi  -h  n  yi 


m  -h  n 

m 
dove  —  hcc  per  valore  ciascuna  delle  due  radici 
n 

deW  equazione 

U equazione  di  un  piano  diametrale  qualunque 
è  della  forma 

df  df  _^      df      . 

dove  «1  y-2  ^3  sono  tre  costanti  arbitrarie.  La  retta 
che  va  al  punto  alV  infinito  di  coordinate  (^-^  ^3  ^3^) 
corrisponde  alla  direzione  coniugata  al  soprascritto 
piano  diametrale. 
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1  plani  diametrali  coniugati  alle  direzioni  di 
ciascuno  dei  tre  assi  cogrdinati  x^^  x-^  x.  sono  dati 
dalle  equazioni 

df 


:0 
:0 


d  xi 

df__ 

d  x^^ 
Le  coordinate  del  centro  della  quadrica  sono 

^^14  ^2i  -^"^34 

B  '         B'        B  ' 

Ij  equazione  del  cono  assintotico  è 

che  si  ricava  da   f[x]^0  mutando   solo   ^44   in 

^44     h  ' 

I  piani  principali  sono  quelli  diametrali  e  per- 
pendicolari alla  direzione  ad  essi  coniugata;  le 
rette  secondo  cui  si  intersecano  sono  i  diametri 
principali  0  assi. 

Per  ottenere  i  tre  piani  principali  basta  porre 
per  0^1  ^2  Kg,  nelV  equazione  : 

df  ^     df  ,      df     „ 

Pascal.  12 
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valori  proporzionali  alle  radici  quadrate  dei  tre 
minori  principali  nel  determinante  A(p)  (v.  sopra) 
quando  per  p  si  ponga  ciascuna  delle  tre  radici 
(reali)  deW equazione  A(p)r=0. 

Le  formole  riescono  naturalmente  molto  più 
semplici  nel  caso  in  cui  gli  assi  coordinati  sieno 
ortogonali. 

Una  quadrica  di  rotazione  o  rotonda  e  quella, 
un  asse  della  quale  è  tale  che  tutti  i  piani  per 
esso  passante  sono  principali.  La  sfera  è  una  qua- 
drica in  cui  ogni  piano  diametrale  è  principale. 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una 
quadrica  sia  rotonda  è  che  ^{p)  =  0  abbia  due 
radici  eguali. 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una 
quadrica  sia  sfera  è  che  ^  {p)-=0  abbia  una  ra- 
dice tripla. 

In  coordinate  ortogonali  le  condizioni  per  la 
quadrica  rotonda  sono  espresse  da  due  delle  rela- 
zioni 


-B23 

-r^il 

Byi 

_  ^22  '^33  _ 

^33"^11 

Bxx'B.^2 

^23 

^31 

^12 

^22  "  <^33 

«33-^11 

^11—^22 

In  coordinate  ortogonali  le  condizioni  per  la 
sfera  sono 

Qii  "-  ^22  =^  %3;  ^23  "^  ^31  =  ^12  "  0- 

In  un  paraboloide  vi  sono  solo  due  piani  prin- 
cipali a  distanza  finita^  che  segano  la  quadrica 
secondo  due  parabole. 

In  coordinate  ortogonali,  le  equazioni  delV  asse 
del  paraboloide  (intersezione  dei   due  piani  prin- 
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clpali)  sono  : 

dm    trw    dfjx) 


U equazione  di  una  quadrica  a  centro  riferita 
al  centro  è  (in  coordinate  xy  z  non  omogenee)  del 
tipo  : 

I    a\i  .t;2  f  a>^  y-  -f  a'33  z^  +  2  a'19 :c  y  +  2  a\.  xz  + 

V  equazione  di  una  quadrica  a  centro  riferita 
ad  una  terna  di  diametri  coniugati  è 

a''u  ^'  +  ci"22  y'  ^  «'V;  ^'  "^  4-  ^"  ^• 

Se  questi  diametri  coniugati  sono  i  tre  assi,  le 
quantità 


V        Ba\^'      V        Ba'22'       V 


A 

Ba",s 


si  dicono  lunghezze  dei  semiassi  della  quadrica. 
Esse  si  trovano  ponendo  per 


'  ^  lu        ^  22?        ^  33 


le  tre  radici  (reali)  di  A(p)  =  0  (v,  sopra)» 

Neir  ellissoide  reale  tutti  tre  gli  assi  segano  in 
punti  reali  la  superfìcie^  e   le   distanze  del  centro 
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da  tali  punti  d^ incontro  sono  proprio  i  semiassi 
dell'  ellissoide.  In  un  ellissoide  qualunque  i  tre  se- 
miassi sono  disugìiali;  in  un  ellissoide  rotondo  (di 
rotazione)  due  semiassi  sono  eguali  ;  in  una  sfera 
tutti  tre  i  semiassi  sono  eguali. 

In  un  iperboloide  a  una  falda  due  soli  degli 
assi  segano  in  punti  reali  la  superfìcie^  e  le  di- 
stanze del  centro  dal  punto  d'incontro  coincidono 
colle  lunghezze  di  due  semiassi. 

In  un  ipìerholoide  a  due  falde  uno  solo  degli 
assi  sega  in  punti  reali  la  superficie^  e  la  distanza 
del  centro  da  tal  punto  d^  incontro  coincide  colla 
lunghezza  di  un  semiasse. 

Questi  assi  che  segano  gli  iperboloidi  in  punti 
reali  si  dicono  trasversi 

Il  piano 

ìli  ^1  +  Uo  ^2  +  U^  ^2>  +  ^4  ^4.  =^  ^ 

taglia  la  quadrica  in  un'' ellisse^  iperbole^  o  para- 
bola secondochè  la  quantità 


G  = 


^11       ^12      ^13 


H 


^21  ^22  ^23  ^^2 
%1  ^h>2  ^o3  ^3 
Ui        U-i        Uz         0 


è  negativa,  positiva,  o  zero. 

Due  piani  paralleli  segano  la  quadrica  secondo 
coniche  della  stessa  specie. 

Per  ciascun  asse  della  quadrica  passano  due 
piani  (reali  o  immaginarli)  tali  che  essi  e  i  loro 
paralleli  segano  la  quadrica  secondo  circoli;  que- 
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sti  piani  si  dicono  piani  ciclici;  essi  danno  le  co- 
siddette sezioni  circolgri  della  quadrica. 

1  due  plani  ciclici  per  ciascun  asse  sono  in  po- 
sizione simmetrica  rispetto  a  ciascun  plano  prin- 
cipale - 

Dei  sei  sistemi  di  plani  ciclici j  due  soli  sono 
reali. 

In  ciascun  sistema  di  piani  ciclici  vi  sono  sem- 
pre due  piani  tangenti,  i  cui  punti  di  contatto  si 
dicono  ombelichi. 

Del  dodici  ombelichi  quattro  al  più  sono  reali 

I  dodici  ombelichi  si  trovano  allineati  a  tre  a 
tre  su  otto  rette  immaginarle  della  quadrica. 

I  dodici  ombelichi  di  una  quadrica  a  centro 
stanno  a  quattro  a  quattro  sul  tre  plani  princl- 
X)alL 

Due  sezioni  circolari  appartenenti  a  ciascuno 
del  due  sistemi  di  plani  ciclici  che  corrispondono 
ad  uno  stesso  asse  della  quadrica,  stanno  sempre 
su  di  una  medesima  sfera. 

Nelle  quadrlcJte  rotonde  i  due  sistemi  di  plani 
ciclici  reali  si  riducono  al  sistema  del  paralleli. 

La  condizione  analitica  perchè  un  plano  sia 
ciclico  per  una  quadrica  è  data  da  due  delle  e- 
quazloni 


Gn 

Gti 

G-i-A 

G-i, 

Gn 

G,, 

Hn 

H-2Ì 

Hzz 

Bn 

II'M 

Hn 

dove  le  Gij  sono  i  complementi  algebrici  degli  ele- 
menti nel  determinante  G,  e  IIij  sono  gli  analo- 
ghi complementi  algebrici  degli  elementi  nel  deter- 
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minante 


11= 


1  cos(12)  cos(13)  ui 

cos(21)  1  cos(23)  th^ 

cos(31)  cos(32)  1  ^3 

ìli  tl2  11-3  0 


essendo  cos  (12),  cos  (13), . . ,  i  coseni  degli  angoli 
degli  assi  coordinati» 

Per  un  ellissoide  reale  a  tre  assi  disuguali 


a^ 


-\- 


r 
P 


=  1 


{a  >h>c) 


i  piani  ciclici  reali  sono  quelli  che  passano   per 
Vasse  di  media  lunghezza  [b). 
Le  coordinate  dei  quattro  ombelichi  reali  sono 


0, 


y   a^  —  c 


NeW  iperboloide  ad  una  falda  i  due  sistemi  di 
piani  ciclici  reali  sono  paralleli  al  maggiore  dei 
due  assi  trasversi,  e  gli  ombelichi  sono  tutti  im- 
maginari. 

Neir  iperboloide  a  due  falde  i  due  sistemi  di 
piani  ciclici  reali  sono  paralleli  alVasse  non  tra- 
sverso pia  lungo,  e  i  quattro  ombelichi  sono  reali, 

^'  a'      b'      e^ 

boloide  a  due  falde  e  b>  c^  le  coordinate  dei  quat- 


■=ì  è  V equazione  delViper- 
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tro  ombelichi  recdi  sono 

^'\ 

^'^m-  »■ 

Il  cono  ha  due  sistemi  di  piani  ciclici  reali.,  che 
sorto  gli  stessi  di  quelli  degli  iperboloidi  a  una  o 
due  falde  cui  esso  è  assintotico. 

In  un  paraboloide  ellittico  esistono  due  sistemi 
di  piani  ciclici  reali;  essi  sono  paralleli  agli  assi 
maggiori  delle  sezioni  perpendicolari  alleasse;  due 
ombelichi  sono  reali  e  sono  i  punti 

se 

-TV  +  ~T  -  x  =  0  b>  e) 

b^  c^ 

è  l^  equazione  del  paraboloide. 

In  un  paraboloide  iperbolico  i  due  sistemi  di 
piani  ciclici  reali  sono  quelli  paralleli  ai  due  piani 
direttori  (v.  §  1)  ;  i  circoli  degenerano  in  una  retta 
al  finito  e  in  una  retta  alV  infinito. 

Se  -yj  -\ ^ —  x  =  0  è  Vequazione  del  jjara- 

boloide.1  i  due  sistemi  di  piani  ciclici  sono  quelli 
di  piani  paralleli  ai  due  piani 

b         e  0  e 
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§  3.  —  Pbopeietà  focali  delle  quadrighe. 

//  luogo  dei  punti  tali  che  i  coni  da  essi  circo- 
scritti a  una  quadrica  dotata  di  centro,  sieno  coni 
di  rotazione  (coni  rotondi)^  si  compone  di  tre  co- 
niche situate  nei  tre  piani  principali  della  qua- 
drica ;  ciascuna  conica  ha  gli  stessi  fuochi  della 
sezione  prodotta  nella  quadrica  dal  piano  princi- 
pale. Queste  coniche  si  dicono  focali^  e  i  loro  punti 
sono  i  fuochi  della  quadrica  a  centro. 

Le  coniche  focali  passano  per  i  quattro  ombe- 
lichi contenuti  nel  proprio  piano. 

Un  ellissoide  o  iperboloide  ammette,  in  generale, 
un'  ellisse  focale  (reale)  e  un^ iperbole  focale  situate 
nei  due  piani  che  passano  per  l'asse  trasverso  più 
lungo. 

I  due  fuochi  di  una  conica  focale  sono  vertici 
di  uWcdtra  conica  focale. 

Le  coniche  focali  per  i  coni  quadrici  si  ridu- 
cono a  tre  coppie  di  rette;  due  sole  di  queste  rette 
sono  reali. 

Per  ogni  cono  quadrico  esistono  due  rette  reali 
(rette  focali)  per  ciascuna  delle  quali  passano  iu' 
finite  coppie  di  piani  coniugati  ortogonali.  Se  il 
cono  è  rotondo^  le  due  rette  focali  si  confondono 
coir  asse  di  rotazione. 

La  conica  prodotta  nel  cono  da  un  piano  perpen- 
dicolare ad  una  retta  focale y  ha  per  fuoco  questo 
punto. 

Le  rette  focali  del  cono  assintotico  di  iena  qua- 
drica a  centro  sono  gli  assintoti  delle  coniche  fo- 
cali della  quadrica, 
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In  un  paraboloide  il  luogo  dei  punti  tali  che  il 
cono  circoscritto  condotto  per  esso  sia  rotondo  (di 
rotazione)  è  formato  di  due  parabole  (focali)  si- 
tuate nei  due  piani  principali^  aventi  lo  stesso  asse 
del  paraboloide,  le  aperture  rivolte  in  sensi  opposti 
e  gli  stessi  fuochi  delle  due  parabole  prodotte  nel 
paraboloide  dai  due  piani  principali. 

Le  parabole  focali  nel  paraboloide  sono  si- 
tuate in  modo  che  il  fuoco  dell'una  è  vertice  del- 
r  altra. 

I  parametri  delle  due  parabole  focali  sono 
eguali  fra  loro.,  ed  eguali  alla  differenza  dei  pa- 
rametri delle  due  parabole  prodotte  dai  piani  prin- 
cipali. 

1.  Per  V  ellissoide  reale 

a^        6^         c^ 
di  semiassi  a>b>c  le  tre  coniche  focali  sono: 

^  =  0,     — —  +  — —  =:  -  1  (ellisse  immag.) 

y  —  ^-^     af^ir^   ~  ?;2":r^  ^  ^  (iperbole) 

^  =  0,      -2 i  ~t"  rr^ — ~2  ~  ^         (ellisse  reale). 


2.  Per  VelUssoide  immaginario 

x'^        y'^        z'^ 

-     2     +      72~    +    '    '>'  =  —  1.  /^  >b>c) 


a' 

— 

c^~ 

z- 

b^ 

■- 

c^ 

t 
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le  coniche  focali  sono: 

x  =  0,     -^ — -TTj  4-  -z ;  =  1         (ellisse  reale) 

a^  —  ¥       rr  —  c^ 

z^  .r2 

y  =  0,     -j2":3-^  -  ^2"Zrp  —  ^  (iperbole) 

0  =  0,     -  ,, r>  +  ;o~ — o  =  —  1  (ellisse  iinmag,). 

a^  —  c'^       /r  —  c^ 

3.  P(?r  Viperboloide  ad  nna  falda 


a 


+  -fT--r-l,        («>^') 


2       '        7,2 


è'-^  C 


/g  coniclie  focali  sono: 

a^  —  b^       a^  +  c" 

?/  =  0,       ,       ,^  —  77-77—,  =  1  (iperbole) 

cr  —  ¥       b^  -\-  e- 

0  —  0,      -,-- — 5  +  Y~- — ,  =  1         (ellisse  reale), 
a^  -[-  e-       6-  +  e'' 

4.  Per  V iperboloide  a  due  falde 

^^      y^      ^^^     1        //  -.  \ 


Z^  coniche  focali  sono: 

y2  2^2 

a^  +6^       a''  +  e 
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y  —  ^^       2  ,    Z.2  +  li ~2  "^  ^  (ellisse  reale) 

.  =  0,      ^.-p~4^  =  l  Cmrhole). 

5.  Per  il  cono  reale 

o  7/  'y 

/^  6?/^e  r^^^e  focaci  reali  sono: 


^  "  ^'     a"  -  b^'       b^  +  e'      ^' 

6.  P^r  z^n  paraboloide  (ellitt.  o  iperb.)  di  equa- 
zione 

jnf  f  qz^---X'^0,         \p  ^  ^1 

(dove  p  q  hanno  lo  stesso  segno  per  il  parab.  el- 
litt.^  e  segni  contrarli  per  il  parab.  iperb.) ^  te 
due  parabole  focali  sono: 

Gli  assi  di  rotazione  dei  coni  circoscritti  alla 
quadrica  dai  fochi.,  sono  le  tangenti  alle  coniche 
focali. 
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Le  tangenti  alle  coniche  focali  sono  le  rette  per 
le  quali  passano  infinite  coppie  di  piani  coniugati 
rispetto  alla  quadrica  e  fra  loro  ortogonali. 

Il  piano  perpendicolare  a  una  tangente  di  una 
conica  focale  nel  punto  di  contatto  sega  la  qua- 
drica lungo  una  conica^  che  ha  per  fuoco  questo 
punto  e  per  direttrice  una  retta  perpendicolare  al 
piano  della  conica  focale. 

Se  da  un  punto  qualunque  si  conduce  la  retta 
perpendicolare  al  proprio  piano  polare  rispetto  alla 
quadrica.^  le  intersezioni  della  retta  e  del  piano 
con  un  piano  principale  sono  polo  e  polare  ri- 
spetto cdla  conica  focale  ivi  contenuta. 

Le  intersezioni  con  un  piano  principale  di  un 
piano  tangente  alla  quadrica  e  della  normale,  sono 
polare  e  polo  rispetto  alla  conica  focale, 

È  costante  il  prodotto  delle  distanze  di  un  piano 
tangente  alla  quadrica  da  quei  due  punti  di  una 
conica  focale^  in  cui  le  tangenti  sono  parallele  al 
plano. 

Dato  V  ellissoide 

^  ^2  -y/2  ^2 

-:7+-|r  +  Ar  =  l  'a>b>c) 

a-         6-         c^ 

V  equazione 

^2_x  ^  j2_x-r^,_^^       , 

dove  ^  è  un  parametro  arbitrario.,  rappresenta  una 
quadrica  confocale  al  dato  ellissoide j  cioè  avente 
le  stesse  coniche  focali^ 

Potendo  variare  ^  in  infiniti  modi,  si  ha  una 
semplice  infinità  di  quadriclie  confocali  alla  data. 
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Per  ogni  punto  dello  spazio  passano  tre  di  tali 
giiadriche.cioè  un  ellissoide^  tin  iperboloide  aduna 
falda^  e  un  iperboloidi  a  due  falde^  le  quali  si 
segano  ortogonalmente  nel  punto  comune. 

I  tre  valori  di  )^  corrispondenti  alle  tre  quadri- 
che  confocali  passanti  per  un  punto  dato,  possono 
prendersi  come  coordinate  del  punto,  e  si  dicono 
coordinate  ellittiche. 


§  4.  —  PkoprietI  metriche  delle  quaduiche. 
Quadrighe  equilatere. 

In  un  ellissoide  è  costante  il  prodotto  del  seg- 
mento di  normcde  compreso  fra  V  ellissoide  e  tm 
piano  principale^  per  la  distanza  fra  il  centro  e 
il  piano  tangente;  e  tal  prodotto  è  eguale  ed  qua- 
drato del  semiasse  perpendicolare  al  piano  tan- 
gente. 

In  tm  ellissoide  è  costante  la  somma  dei  qua- 
drati di  tre  semidiametri  coniugati. 

E  costante  il  volume  del  parallelepipedo  costruito 
su  tre  semidiametri  coniugati. 

E  costante  le  somma  dei  quadrati  delle  proie- 
zioni di  tre  semidiametri  coniugati  su  di  una 
retta  o  piano. 

In  un  paraboloide  ellittico  è  costante  la  somma 
dei  parametri  principali  di  due  qualunque  se- 
zioni coniugate  e  diametrali.  Nel  paraboloide  iper- 
bolico è  costante  invece  la  differenza  dei  medesimi. 

In  un  paraboloide  ellittico  il  luogo  dei  vertici 
dei   triedri  t rirettangoli    circoscritti ^  è   un  piano 
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perpendicolare  alVasse  e  distante  dal  vertice  della 
quantità 

P  +  c' 

4 

è  al  solito  Vequazione  del  paraboloide. 

Per  Vellissoide  lo  stesso  luogo  è  una  sfera  con- 
centrica alV ellissoide  e  il  cui  raggio  è 


\Ja^  -H  b^  -\-  c^ 

se  a,  è,  e  sono  i  semiassi  delV  ellissoide.  Per  una 
qualunque  altra  quadrica  a  centro  lo  stesso  luogo 
è  sempre  una  sfera  (Monge). 

In  un  iperboloide  ad  una  falda  se  un  piano 
perpendicolare  ad  una  retta  delV  iperboloide ,  sega 
questo  secondo  un'' iperbole  equilatera.,  tutti  gli  altri 
simili  piani  lo  segheranno  secondo  iperboli  equi- 
latere. 

Siffatto  iperboloide  si  dice  equilatero. 

Se  in  un  iperboloide  a  una  falda,  ad  una  retta 
ad  esso  appartenente  ne  corrispondono  due  altre 
2)erpendicolari  fra  loro  e  alla  prima^  anche  ad  esso 
appartenente.,  e  dello  stesso  sistema^  lo  stesso  ac- 
cadrà per  tutte,  e  V  iperboloide  sarà  un  iperboloide 
equilatero. 

Un  iperboloide  a  una  falda  è  equilatero  quando 
è  D=--0  (y.  §  2). 

Quindi  se  la  sua  equazione  è,  al  solito, 

x^     ,     ?^1  _   ^'  _   1 
a^   ''~   K'         e' 
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la  condizione  perchè  esso  sia  equilatero  è 

a"^         b^         c^ 

Se  in  un  coìto  quadrico  ima  sezione  perpendi- 
colare alle  generairici  è  iperbole  equilatera^  lo 
stesso  avverrà  per  tutte  le  sezioni  perpendicolari 
alle  generatrici  ;  il  cono  si  dice   allora  equilatero. 

In  un  cono  equilatero.,  ad  ogni  generatrice  ne 
corrispondono  altre  due  perpendicolari  fra  loro  e 
colla  prima. 

Un  cono  è  equilatero  quando  ^  i)  =  0. 

Se  in  un  iperboloide  a  due  falde  una  sezione 
perpendicolare  ad  un  assintoto  (generatrice  del 
cono  assintotico)  è  iperbole  equilatera,  lo  stesso  av- 
verrà per  tutte  le  simili  sezioni. 

L'iperboloide  si  dice  allora  equilatero. 

In  ogni  iperboloide  a  due  falde  equilatero,  ad 
ogni  assintoto  ne  corrispondono  due  altri  fra  loro 
perpendicolari  e  perpendicolari  al  primo. 

U  iperboloide  a  due  falde  è  equilatero  quando 
è  D  =  0 

In  un  paraboloide  ellittico  non  può  essere  D  —  0. 

Un  paraboloide  iperbolico  è  equilatero  quando 
sono  fra  loro  perpendicolari  i  due  piani   direttori. 

Perchè  un  paraboloide  iperbolico  sia  equilatero 
deve  essere  jD  =  0. 

In  un  paraboloide  iperbolico  equilatero  ogni  se- 
zione perpendicolare  alleasse  è  iperbole  eqìiilatera. 


1 
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§  5.  —  Pasci  e  heti  di  quadrighe. 

Date  due  quadriche  /"^^O,  f  -==0  (iu  coord.  di  ^ 
punti  0  di  piani)  il  sistema  di  quadriche  rappre-  \ 
sentate  da 

si  dice  rispett.  fascio  o  scJdera  di  quadriche.  ì 

Tutte  le  superfìcie  del  fascio  si  intersecano  in  una  \ 
curva  storta  di  quarf ordine  (curva  base). 

Tutte  le  superficie  di  un  fascio  di  quadriche  ^ 
sono  segate  da  un  piano  in  un  fascio  di  coni-  \ 
che^  e  da  una  retta  in  un  fascio  di  gruppi  di  ] 
due  punti  cioè  in  coppie  di  punti  coniugati  in  - 
involuzione. 

Per  un  punto  dello  spazio  passa  in  generale  una 
sola  superfìcie  del  fascio;  esistono  due  quadriche 
del  fascio  tangenti  ad  una  retta  data  ;  esistono  tre 
quadriche  del  fascio  tangenti  ad  un  piano  dato. 

I  piani  polari  di  un  punto  P  rispetto  a  tutte  le 
quadriche  di  un  fascio.,  passano  per  una  retta  fìssa 
p,  e  formano  quindi  un  fascio  di  piani.  La  retta  p 
si  dice  coniugata  di  P. 

I  fasci  di  piani  polari  relativi  a  due  punti 
P  P'  sono  fra  loro  proiettivi. 

Le  rette  reciproche  di  una  retta  rispetto  a  tutte 
le  quadriche  di  un  fascio  sono  le  generatrici  di 
un  iperboloide.,  di  cui  V  altro  sistema  di  genera- 
trici è  costituito  dalle  rette  coniugate  di  tutti  i 
punti  della  retta  data. 
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I  poli  di  un  piano  rispetto  a  tutte  le  quadriche 
di  un  fascio  stanno  su  4i  ^^t^ci  cubica  storta;  quindi 
anche: 

/  centri  di  tutte  le  quadriche  di  un  fascio  stan- 
no su  di  una  cubica  storta  ;  in  un  fascio  esisto- 
no in  generale  tre  paraboloidi  di  cui  almeno  uno 
è  reale. 

In  un  fascio  di  quadriche  esistono  in  generale 
quattro  coni. 

Tutte  le  quadriche  di  un  fascio  hanno  di  co- 
mune un  tetraedro  polare^  di  cui  i  vertici  sono 
quelli  dei  quattro  coni  appartenenti  al  fascio. 

Date  tre  quadriche  /"=0,  /"'^O,  f'  =  0  1e 
quali  non  appartengono  ad  un  fascio,  tutte  le  su- 
perficie rappresentate  da 

f  +  \f'  +  u.f'^{) 
formano  ciò  che  si  chiama  una  rete  di  quadriche. 

Tutte  le  quadriche  di  una  rete  hanno  otto  punti 
comuni  (punti  base  della  rete). 

Fra  le  quadriche  di  una  rete  ve  ne  sono  infinite 
tangenti  ad  un  piano;  i  punti  di  contatto  stanno 
su  di  una  curva  generale  di  3.®  ordine» 

Tutte  le  quadriche  che  passano  per  sette  punti 
dello  spazio^  passano  tutte  ancora  per  un  altro 
medesimo  punto. 

Gli  otto  punti  base  di  ima  rete  di  quadriche 
hanno  la  proprietà  che  la  cubica  storta  determi- 
nata da  sei  di  essi  ha  per  secante  la  congiungente 
gli  altri  due, 

I  piani  polari  di  un  punto  P  rispetto  a  tutte  le 
quadriche  di  una  rete  passano  per  un  medesimo 
punto  (punto  coniugato  di  P). 

Pascal.  13 
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Il  luogo  del  polo  di  un  piano  rispetto  a  tutte  le 
quadriche  di  una  rete  è  una  superficie  generale  di 
3.^  ordine^  su  cui  esistono  anche  i  punti  coniugati; 
rispetto  alla  rete^  di  tutti  i  punti  del  piano. 

Fra  le  superficie  della  rete  ve  ne  sono  infinite 
che  si  riducono  a  coni;  il  luogo  del  vertice  è  una 
curva  di  6.^  ordine;  su  questa  curva  vi  sono  an- 
che tutti  gli  infiniti  punti  i  cui  piani  polari  ri- 
spetto alle  superficie  della  rete  passano  tutti  per 
una  retta. 


Gli  antichi  geometri  non  aveaDO  fatta  una  clas- 
sificazione  sistematica    delle   varie   quadriche;  la 
prima  classificazione  si  deve  ad  Eulero    (Intro-  \ 
ductio  in  Anal.  infin.^  1748).  La  teoria  delle  qua-  ^ 
driche  progredì  moltissimo  nella  prima  metà  di  ] 
questo  secolo  per  opera  dei  geometri  della  scuola  ì 
francese,    Monge,   Hachette,   Lacroix,    Binet,  j 
Leroy,  Poncelet,    Chasles.   Le    coniche   focali  ] 
furono  trovate  da  Dupin  {Corr.  Ec.  polyt.^  Il)  e  : 
studiate  poi  da  Steiner    {Creile^   I)    e  Chasles 
{Apercu  hist.,  nota  31). 

Dal  punto  di  vista  della  geometria  proiettiva 
furono  fondamentali  per  la  teoria  delle  quadriche 
le  memorie  speciali  di  Hesse  (  Creile,  XVIII,  XX, 
XXVI,  etc),  di  Seidewitz  {Grunerfs  Arch.,  VII, 
Vili,  IX,  X),  Sturm  [Creile,  LXX,  IC,  etc),  ol- 
tre quelle  di  Staudt  e  Reye  (v.  Geom.  der  Lage) 
e  di  altri. 

Una  lista    estesa    di   lavori   sulle   quadriche   sii 
trova  neir  opera  di  Loria  {Il  passato   e  il  pre- 
sente  delle  teorie  geoynetriche.   Torino,   1896,  pa-  ; 
gina  91-99)   a  cui  rimandiamo   per  ulteriori   rag- 
guagli bibliografici.  1 
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Trattati  sulle  quadriche  dal  punto  di  vista  della 
geometria  analitica  sono  quelli  di  Salmon-Fie- 
DLER,  di  Hesse,  di  Baltzer,  di  D'Ovidio,  e  il 
2.°  volume  della  Geometria  di  Clebsch-Linde- 
MANN,  Leipzig,  1891,  dal  punto  di  vista  sintetico 
ricordiamo  quello  assai  esteso  di  Schròter,  Leip- 
zig, 1880. 

La  geometria  descrittiva  delle  superficie  di  2.^ 
grado  si  trova  nella  Darsi,   Geom.   di  Fiedlek. 

In  fine  del  trattato  del  D'Ovidio  si  trovano  poi 
parecchie  accurate  indicazioni  sugli  scopritori  di 
alcuni  fra  i  principali  teoremi  sulle  quadriche. 

Per  le  proprietà  focali  delle  quadriche  citiamo 
il  recente  libro  di  Staudt  {Die  Focaleigenscìiaf- 
ten  der  Flacìi,  2^'^^'  Ord.  Leipzig,  1896). 

Dal  punto  di  vista  della  teoria  delle  forme  qua- 
ternarie quadratiche  le  ricerche  sono  pochissime. 
Citeremo  un  lavoro  di  Mertens  {Wien^  Bericht.^ 
XCViri)  in  cui  si  dà  il  sistema  completo  di  forme 
invariantive  di  una  quadrica,  ridotto  a  20  forma- 
zioni, e  si  dà  qualche  indicazione  sul  sistema  com- 
pleto di  due  quadriche. 


CAPITOLO  VI. 
Teoria  generale  delle  curve  piane  algebriche. 


§  1.  —  Generalità.  Punti  singolari. 

PORMOLE  di  PlÌÌCKER.  DiSCRIMINANTE. 


Il  luogo  di  punti,  rappresentato  analiticamente 
da  un^  equazione  algebrica  di  grado  n  fra  le  due 
coordinate  cartesiane,  o  fra  le  tre  coordinate  omo- 
genee, di  un  punto  del  piano,  è  una  curva-hwgo 
piana  o  semplicemente  una  curva  piana  di  or- 
dine n.  Il  luogo  di  primo  ordine  è  la  retta. 

La  tangente  di  una  curva-luogo  è  il  limite  della 
posizione  della  congiungente  due  suoi  punti  inde- 
finitamente vicini. 

Correlativamente:  F inviluppo  delle  rette  rap- 
presentate da  un'equazione  algebrica  di  grado  n, 
fra  le  coordinate  della  retta  del  piano  è  una  cur- 
va-inviluppo  di  classe  n,  V  invilujjpo  di  prima 
classe  è  il  punto. 

Il  punto  di  una  curva  inviluppo  è  la  posizione  li- 
mite delPintersezione  di  due  tangenti  infinitamente 
vicine. 
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Le  curve  o  inviluppi  le  cui  equazioni  non  si 
spezzino  in  fattori  intqri,  si  dicono  semplici  o  in- 
decomponibili. 

Una  curva  piana  di  ordine  n  è  segata  da  qua- 
limque  retta  del  piano  sempre  in  n  pninti  (reali  .0 
immaginari). 

Per  ogni  punto  del  piano  passano  sempre  n  rette 
(reali  0  immag.)  tangenti  ad  ima  curva  inviluppo 
di  classe  n. 

Due  curve  di  ordini  n^^  n^,^  hanno  in  generale 
ni  n^  punti  comuni  (reali  0  immag*)  ;  e  due  invi- 
luppi di  classi  U'^  n^  hanno  ni  n^  tangenti  comìini. 

Dati  ad  arbitrio  nel  piano punti,  vi  è 

una  e  una  sola  curva  di  ordine  n  che  passa  per 
essi  e  correlativamente. 

Un  punto  di  una  curva  si  dirà  r^^^  0  multiplo 
di  ordine  r,  se  per  esso  la  curva  passa  r  volte,  e 
però  in  quel  punto  la  curva  ha  r  tangenti;  se 
queste  sono  tutte  distinte,  il  punto  r^^^  si  dirà  or- 
dinario. Una  tangente  si  dirà  r^^«  quando  tocchi 
la  curva-inviluppo  r  volte,  e  quindi  ammetta  r 
punti  di  contatto;  se  questi  sono  distinti  si  avrà 
la  tangente  r^^^  ordinaria. 

Se  una  curva  di  ordine  n  ha  un  punto  n^^^^, 
essa  non  è  altro  che  Vassieme  di  n  rette  che  par- 
tono da  quel  punto. 

Una  curva  semplice  di  ordine  n  non  può  avere 
oltre  un  punto  n  —  1^^^  anche  un  punto  doppio. 

Una  curva  semplice  di  ordine  n  non  può  avere 

..    ^,{n-\)[n  -  2)  .   ,       . 

più  ai " punti  doppi. 
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Se  ima  curva  semplice  d^ordine  n  ha  punti  mul- 
tipli ordinari  i  cui  ordini  sieno  r^  r2  .  • .  rr  sarà 

'"'  ^•^-  i^'i  -  1)  ^  {n^--mn--2) 
i=i  2         ~  ^  2 

Per  tutti  questi  teoremi  possono  enunciarsi  i 
loro  correlativi. 

Tutte  le  infinite  curve  di  ordine  n  che  pas- 
sano per 

I  n  (/^  -I-  3)  -  1 
dati  puntij  passano  anche  per  altri 

|-(«     -1)(«     -2; 

altri  punti  determinati  dai  primi. 

Se  degli  n-  punti  comuni  di  due  curve  di  or- 
dine 71  y  n  m  {m  <C  n)  di  essi  stanno  su  di  una  curva 
di  ordine  m,  gli  altri  n  'n  —  m)  punti  stanno  su 
di  una  curva  di  ordine  n  —  m. 

Il  massimo  numero  di  punti  che  si  possono 
prendere  ad  aebitbjo  su  di  una  ciu^va  di  ordine 
ni  neW intento  di  far  passare  per  essi  una  curva 
semplice  di  ordine  n^m,  è 

1   .  ^,,         ^  [teor,  di  JacobiA 

nm-,^[m-l].m~2)         ^     Creile,  XV    } 

Tutte  le  curve  d^  ordine  n  descritte  per  nm  —li 
jnmti  di  una  curva  di  ordine  m^  e  per 

n  {n  —  m)  —  W 
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punti  di  una  curva  di  ordiìie  n  —  m,  segano  la 
prima  curva  in  altri  li  inmti  fissi  e  la  seconda 
in  altri  li  punti  rissi  (teor.  di  Plùcker,  Alg. 
Curven,  p.  11). 

0(/ni  curva  di  ordine  n  che  passa  per 

nm  —  -  [m  —  1  -  (m  —  2) 

punti  di  un'altra  curva  di  ordine  rn  <  n^  la  taglia 
ancora  in  altri  —  [m  —  1)  (m  —  2)  punti  rissi. 
Qualunque  curva  d'ordine  n  descritta  per 

m  in' ^  {m  +  rn'  —  n  —  1)  [m  +  m'  —  n  —  2) 

u 

intersezioni  di  due  curve,  d'ordine  m,  m'  (m,  m' 
non  maggiori  di  n)  passa  onche  per  tutti  gli  altri 
punti  comuni  a  queste  curve  (teor,  di  Cayley, 
Carni),  Matli.  Journ,  III,  1843). 

Se  nei  punti  in  cui  una  curva  d'ordine  n  è  se- 
gata da  una  retta,  si  conducono  le  tangenti  alla 
curva,  esse  incontrano  la  curva  medesima  in  altri 
n  {n  -—  2)  punti  situati  sopra  una  curva  d'ordine 
n  -  2  (Poncelet). 

Un  teorema  importante  massime  per  la  cosid- 
detta Geometria  su  di  una  curva  algebrica  (v.  §  4) 
è  il  seguente  di  Noether: 

Si  abbiano  due  curve  ^  =  0,  •]>  =  0;  uno  dei  loro 
punti  ci'  incontro  Pi  sia  multiplo  secondo  qi  per  cp 
e  secondo  ri  per  '\  e  sia  qi  ^n  ;  sia  f=^0  una 
curva  la  quale  passi  per  ciascuno  dei  punti  d^in- 


200  FJ,  1.  —-  Teorema  di  Noefher. 


contro  di  ^  e  '\>  e  abbia  in  Pi  un  plinto  midtiplo 
d'ordine  qi  +  n  —  1  ;  /a  sua  equazione  potrà  al- 
lora sempre  esprimersi  colla  forma 

dove  J.  =  0,  J5  =  0  rappresentano  due  altre  curve 
di  ordine  conveniente. 

Perchè  f  possa  rappresentarsi  sotto  questa  forma 
non  è  però  necessario  che  essa  abbia  in  Pi  un  punto 
multiplo  d!  ordine  qt  -\- n  — 1,  ma  è  però  neces- 
sario che  lo  abbia  almeno  bordine  qi  (il  minore 
dei  due  ordini)  :  in  quesf ultimo  caso  devono  però 
sussistere  fra  i  coefficienti  delV equazione  di  f,  delle 
relazioni  lineari. 

Per  questo  teorema  vedi  Noether  [Matìi,  Ann. 
VI,  352),  Halphen  {Bidl.  de  la  Soc,  math.  Y), 
Bacharach  {Math,  Ann.  XXYl),  Yoss  {Idem 
XXYII),  Cayley  {Id.  XXX),  Stickelberger 
{Id.  Id.\  NoETHER  {Id.  Id.\  Zeuthen  {Id.  XXXI), 
GucciA  {Compt.  Rend,  1888)  e  altri.  Si  può  poi 
anche  vedere  la  Geom.  di  Clebsch-Lindemann. 

Un  punto  multiplo  d^ ordine  h  può  considerarsi 

,       .      .        \.]c(k-\)  .    ,       . 

come  la  riumone  di ~ — ■  punti  doppia  e  una 

tangente  multipla  bordine  k  può  considerarsi  come 

la  riunione  di  — "^ tangenti  doppie. 

u  « 

Una  tangente  ad  una  curva  di  ordine  >^,  ha 
colla  curva  ancora  altri  n  —  2  punti  comuni,  oltre 
quello  di  contatto  ;  e  da  un  punto  di  una  curva 
di  classe  n,  possono  condursi  alla  curva  ancora 
altre  n  —  2  tangenti.,  oltre  quella  nel  punto. 
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In  un  punto  doppio  le  due  tangenti  possono  es- 
'  sere  reali  e  distinte,  immagiDarie,  e  coincidenti; 
;  nel  secondo  caso  si  ha  il  cosiddetto  punto  doppio 
^  isolato^  e  nel  terzo  caso  si  ha  la  cuspide  o  punto 
!,  di  regresso  o  punto  stazionario. 

La  tangente  nella  cuspide  (tangente  cuspidale) 
conta  come  tre  delle  tangenti  che  dalla  cuspide  si 
possono  condurre  alla  curva. 

Correlativamente  alla  cuspide  è  da  considerarsi 
;  la  cosiddetta  tangente  d'^  inflessione  o  stazionaria^ 
una  tangente  alla  curva  i  cui  rimanenti  punti  di 
intersezione  colla  curva  sono  n  —  3,  il  cui  punto  di 
contatto,  cioè,  è  da  considerarsi  come  la  riunione 
di  tre  punti  infinitamente  vicini.  Tal  punto  di  con- 
tatto si  chiama  flesso  della  curva.  La  tangente  di 
inflessione  è  da  considerarsi  come  una  tangente 
doppia  i  cui  punti  di  contatto  coincidono  ;  tale  con- 
siderazione però  bisogna  farla  immaginando  la 
curva  come  inviluppo  di  tangenti. 

I  punti  multipli  e  le  tangenti  multiple  si  chia- 
mano generalmente  punti  e  tangenti  singolari, 

E  però  da  notare  che  un  punto  doppio  o  una 
cuspide  non  è  da  considerarsi  come  singolarità  che 
solo  quando  la  curva  è  considerata  come  un  luogo 
di  punti,  e  non  quando  è  considerata  come  invi- 
luppo di  tangenti,  perchè  in  tale  ultimo  caso  ogni 
inviluppo  possiede  sempre  un  certo  numero  di  punti 
doppi.  Similmente  una  tangente  doppia  o  una  tan- 
gente d'inflessione  è  da  considerarsi  come  singo- 
larità solo  quando  la  curva  è  considerata  come 
inviluppo  e  non  come  luogo. 

Di  una  curva  sia  n  T  ordine,  v  la  classe,  d  il 
numero  dei  punti  doppi,  r  il  numero  dei  punti  di 
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regresso  o  cuspidi,  t  il  numero  delle  tangenti  dop- 
pie e  i   il  numero  delle  tangenti  di  flesso. 

Fra  questi  numeri  sussistono  allora  quattro  re- 
lazioni rimarchevoli  che  si  chiamano  le  formole  di 
Plììcker  (Creile,  XII), 

V  =  n  (n  -  1)  —  2  d  -  3  r 
n  =  V  (v  -  1)  —  2  T  —  3  t 
1=3/1  [il  -  2)  -  6  rf  —  8  r 
r  =  3  V  (v  —  2;  -  6  T  —  8  '.. 

Da  queste  formole^  di  cui  una  è  conseguenza 
delle  altre  tre^  risultano  le  altre  relazioni  : 

3  (v  —  n)  =  i  —  r 

(n-l){n-2)       ,  (v-l)(v-2) 

—  -2 ^  "^  ^  — ^'""~ '^'' 

Una    curva-luogo   generale^    cioè    senza   punti 
doppi  e  cuspidi  ha  la  classe^  il  numero  delle  tan- 1 
genti  doppie^  e    il  numero   dei  flessi^   determinati  ' 
dalle  relazioni 

w  =  n(n  -  1) 

i  =^Sn{n~2, 

T^-i^m  — 2)^?^^-  9), 
e  correlativamente. 
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Per  la  presenza  di  d  punti  doppi\  e  r  cuspidi, 
il  mtmero  delle  tangenti  doppie  diventa 

T=-i-w(«-2)(w2  — 9)-(2(^  +  3r)[«0i-l)-6]  + 

u 

Introducendo  il  cosiddetto  genere  (Riemann, 
Creile,  LIV;  Clebsch,  Iti,  LXIII,  LXIV)  di  una 
curva  le  formolo  di  PlIìcker  acquistano  altra 
forma. 

Poniamo 

(n  -l)(n~  2;       , 
P  == 2 ^^  ~  ** 

(v-l)^-2) 

= T  —  t  : 


il  numero  p  si  chiama  genere  della  curva-luogo  e 
della  curva-inviluppo.  Esso  rappresenta  la  diffe- 
renza fra  il  numero  massimo  di  punti  doppi  e 
cuspidi  che  può  avere  la  curvaduogo  senza  spez- 
zarsi, e  il  numero  di  quelli  che  effettivamente  ha. 

Ovvero:  la  differenza  fra  il  numero  massimo  di 
tangenti  doppi  e  flessi  che  può  avere  la  curva  in- 
viluppo e  il  numero  di  quelli  che  effettivamente 
possiede. 

Le  formole  di  Plilcker  diventano  allora: 

2p      2--=v  +  r-2n 

=  :^  -f  t  —  2  V 

=  n  (n  —  3)  —  2  {d  f  r) 

=  v(v-3)        2(t  +  i). 
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Nelle  formole  di  Plùcker  non  si  fa  distinzione 
fra  puDti  e  tangenti  singolari,  reali  o  immagina- 
rie. Esiste  però  una  relazione  fra  le  sole  singola- 
rità reali  (v.  su  questo  Klein,  Math.  Ann.  X  ; 
Perbin,  BulL  de  la  Soc.  math.  VI). 

Il  genere  p  per  una  curva  semplice  non  può  es- 
sere che  0  zero  o  positivo. 

Una  curva  di  genere  zero  si  dice  razionale  o 
nniciirsale  (Cayley)  e  le  coordinate  dei  suoi  punti 
si  possono  esprimere  come  funzioni  razionali  di 

un  parametro.  Essa  ha  -^{n  —  \)  {n  —  2)  punti 

u 

doppi  e  cuspidi. 

,.  (n  -l)(n  — 2)  ^.    , 

J^ra  gii punti  doppi  e  cuspidi 

di  una  curva  di  genere  zero.,  non  vi  possono  es- 

•     ^  7     3  n  -  2)  ... 

sere  al  massimoiche  -^^ cuspidi. 

Il  concetto  di  genere  fu  introdotto  da  Riemann 
(cit.),  e  indi  applicato  da  Clebsch  alla  geometria 
(cit.).  Il  Cayley  adoperò  invece  di  genere  (detto 
Geschlecht  dei  tedeschi)  la  parola  defect  {London 
math.  soc.  1865). 

In  quanto  alla  forma  di  una  curva  cioè  alla  figura 
formata  da  tutti  i  punti  reali  di  essa  ecco  alcune 
fondamentali  nozioni:  Una  curva  può  risultare  di 
diversi  rami,  intendendo  per  ramo  di  una  curva 
l'assieme  di  tutti  quei  punti  reali  della  curva  stessa, 
tale  che  si  possa  con  continuità  passare  da  un 
punto  ad  un  altro,  incluso  anche  il  caso  che  si 
debba  passare  per  l'infinito;  così  p.  es.  le  due 
parti  di  un'iperbole  formano,  secondo  il  nostro 
punto  di  vista,  un  ramo  solo. 
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Un  ramo  di  una  curva  può  essere  pari  o  dis- 
pari secondochè  è  tagliata  da  una  retta  in  un  nu- 
mero pari  0  dispari  di'  punti  reali.  Un  ramo  dis- 
pari 'può  generarsi  colla  deformazione  di  una 
retta^  e  un  ramo  pari  colla  deformazione  di  una 
conica. 

Due  rami  dispari  si  incontreranno  sempre, 
quindi  : 

Una  curva   senza  punti  doppi   non  può  conte- 
nere che  un  solo  ramo  dispari^  al  più,  Propria- 
j  mente  : 

!      Una  curva  senza  punti  doppi  e  di  ordine  dis- 
\pari  conterrà  sempre  un  ramo  dispari^  e  se  è  di 
lordine  pari  non  ne  conterrà  alcuno, 
i     Queste  distinzioni  vengono  da  Staudt  {Geom, 
ì  der  Lage^  Niirnberg,   1847)  ;  vedi  anche  Klein 
\{Math,  Ann.  VI);  Zeuthen  (M,  VII),  etc,  etc. 
Una  curva  di  genere  p  non   può   avere  più  di 
p  f  1  rami^  se  (n  —  1)  (n  —  2)  è  eguale   o   mag- 
giore di  p,   esistono   sempre   curve   di   ordine    n 
i aventi  p -V  1   7^ami  (Harnack,  Math.  Ann.^  X). 


Stabiliamo  ora  alcune  formole  fondamentali  per 
la  geometria  analitica  delle  curve  piane  algebriche. 

Supponiamo  scritta  l'equazione  della  curva  in 
coordinate  cartesiane  ovvero  in  coordinate  omo- 
genee proiettive. 

Nel  primo  caso  supponiamo  raccolti  tutti  i  ter- 
imini  di  grado  zero,  uno,  due, . . .  nelle  coordinate, 
e  messa  quindi  l'equazione  sotto  la  forma 

f  ^  ^'o  +  Wi  +  ti2  -^  '  '  '  Un  —  0 
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dove  in  generale  tir  è  una  espressione  intera  omo- 
<2:enea  nelle  due  coordinate  x  e  y. 

Nel  secondo  caso,  chiamando  '^\  -^2  •'^3  1®  ^^'^  coor- 
dinate omogenee,  possiamo  porre  l'equazione  sotto 
la  forma 

f  =  Uq  ^3^*  +  ìli  ^^3^-1  4- . . .  +  Un  =  0 

ovvero  adoperando  i  principi  del  calcolo  simbo- 
lico delle  forme  ternarie  (vedi  voi.  I,  Gap.  XII; 
e  voi.  II,  Gap.  Ili)  sotto  la  forma  simbolica 

f^cix  ''  =  bx  "  ^Cx''  =  ,..  =  0. 

Se  Uq  =  0  allora  la  curva  passa  per  V origine 
delle  coordinate  (nel  primo  caso),  ovvero  passa  per' 
il  vertice  (x^  ==  0,  ^^2  =  0^  del  triangolo  fondameli - 
tale  delle  coordinate  (nel  secondo  caso). 

In  tal  caso  l'equazione  iii  =  0,  rappresenta  la 
tangente  nel  medesimo  punto. 

Se  è  Uq  =  0,  ili  =:  0,  qtul  punto  è  tm  punto  dop- 
pio per  la  curva  f  ;  le  due  tangenti  in  tal  pnnto 
doppio  sono  date  da  n^  =  0.  Se  u^  è  nn  qua- 
drato  perfetto.,  senza  che  la  base  di  esso  cioè  sjn^ 
sia  fattore  razionale  di   ii^,  allora  quel  punto  è 

una  cuspide;  se  invece  \j u^  è  fattore  razionale  di 
%,  allora  il  punto  non  è  propriamente  una  cu- 
spide., ma  un  punto  in  cui  la  curva  tocca  se  stessa 
( Selbstberiihrungspunld).,  il  quale  è  da  considerarsi 
come  la  riunione  di  due  punii  doppi  ;  in  tal  caso 
la  tangente  ha  quattro  intersezioni.,  infinitamente 
vicine.,  colla  curva.,  e  non  solo  tre  come  nel  caso 
della  cuspide. 
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Se  in  generale  Uq  —  tii  =  .  »  »  =  tir-i  =  0  allora 
il  punto  origine  è  un  ptinto  r^^^  della  /*  =  0,  e  le 
r  tangenti  in  esso  soko  determinate  da  u,-  =  0. 

Per  un  punto  doppio  le  tre  derivate  di  /'  ri- 
spetto ad  Xi  X2  x^  devono  essere  zero,  cioè  deve 
essere 

n-\  n~ì  n-1 

a       a^  =  a       ^2=  ^       ar^^O. 

XXX 

Eliminando  x  fra  queste  tre  equazioin  si  ha 
un^  equazione 

E  =  0 

dove  R  è  ima  formazione  invariantiva  dei  coeffi- 
cienti delV equazione  della  curva. 

Tale  invariante  si  chiama  discriminante  della 
curva» 

Il  suo  annullarsi  è  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente perchè  f  abbia  un  punto  doppio. 


Tacendo  di  altri  lavori  speciali  più  antichi,  le 
prime  ricerche  sistematiche  sulla  teoria  generale 
delle  curve  sono  contenute  nella  Introductio  in 
anal.  in  fin.  di  Eulero  (1748)  e  nella  Introduc- 
tion  à  Vanal,  des  lignes  courbes  algeb,  (1750)  di 
Cramer.  Appartiene  anche  ad  Eulero  {Sur  une 
contradiction  apparente  dans  la  doctrine  des  cour- 
bes, Acc.  di  Beri.  1748)  la  spiegazione  del  para- 
dosso che  due  curve  di  n"*^  ordine  si  tagliano  in 
un  numero  di  punti  maggiore  di  quanti  ne  occor- 
rono per  determinarne  una. 

Dopo  questi,  tralasciando  altri  lavori  di  Lamé, 
di  Gergonne,  etc.  furono  importantissimi  il  Sy- 
stem  der   analyt,   Geom.   (1835)  di  Pliìcker,   la 
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Theorie  der  alg.  Ctirven  (1839)  del  medesimo  Au- 
tore, e  altri  lavori  dello  stesso  {Joiirn,  de  Lioti- 
ville,  1834,  1837)  nei  quali  il  Plììcker  dette  le 
famose  formolo,  che  prendono  il  nome  da  lui. 

Sui  punti  singolari  lavori  notevoli  furono  quelli 
di  PuiSEAux  {Journ.  de  Lioiwille,  1850),  di  Cay- 
LEY  {Quart,  Journ,  VII,  XI,  Creile,  LXIV,  etc), 
di  Halphen  (Mém.  des  sav,  étrang.  XXVI,  Compi. 
Eend.  LXXVIII,  LXXX),  Stolz  {Math.  Ann. 
Vili),  etc. 

Un  lavoro  fondamentale  sulla  teoria  generale 
delle  curve  fu  Vlntroduzione  a  una  teoria  geome- 
trica delle  curve  piane  di  Cremona  (Bologna, 
1862;  tradotta  anche  in  tedesco  nel  1865)  e  i  li- 
bri in  cui  sono  sistematicamente  raccolti,  e  con 
metodi  analitici,  tutti  i  principali  risultati,  sono 
quelli  molto  conosciuti  di  Salmon  (Sulle  curve 
piane  di  grado  elevato)  tradotto  in  varie  lingue, 
e  quello  di  Clebsch-Lindemann  (Lezioni  di  Geo- 
metria), Nei  seguenti  paragrafi  daremo  altre  indi- 
cazioni storiche  e  bibliografiche,  relative  ai  sog- 
getti che  vi  si  tratteranno. 


§  2.  ~  Teoria  della  polarità. 
Curve  covarianti. 


Data   la   curva   rappresentata   simbolicamente 


con 


f==a    ^h  ==...  =  0  (v.  Cap.  Ili) 
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le  curve  rappresentate  da 


a       ai/  =  0 

X 

a       a^^=0 


11-1 
Gx  a       =0 

y 


si  chiamano  rispettivamente  ciivoe  polari  di  1.^, 
2.S . . .  ordine  del  polo  y  rispetto  alla  curva  data. 
I  primi  membri  di  queste  equazioni  si  ottengono 
applicando  su  /*,  una,  due, . . .  volte  1'  operazione 
cosiddetta  di  polare,  che  è,  a  meno  di  un  fattore 
numerico,  nel  nostro  caso  (campo  ternario)  rap- 
presentata dal  simbolo: 

Se  dal  punto  y  si  conduce  una  retta  che  tagli 
la  curva  in  n  pMnti^  questa  taglierà  le  curve  po- 
lari di  1,^,  2,^ ., .  ordine,  di  2/,  nei  centri  armo- 
nici di  n  —  T"^,  n  —  2"^^  . . .  ordine  di  y  rispetto 
al  gruppo  degli  n  punti. 

Questa  proprietà  potrebbe  servire  come  fonda- 
mento alla  definizione  delle  curve  polari. 

Se  il  punto  y  è  sidla  r^"^  polare  di  z^  z  è  si- 
tuato sulla  n  —  ^'"^^^  polare  di  y. 

Se  il  polo  y  è  situato  sidla  curva  data^  tutte  le 
sue  curve  polari  passeranno  per  esso  e  in  esso  sa- 
rà mio  tangenti  alla  curva  data. 

Pascal.  H 
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La  n  —  1'^^^  polare  (retta  polare)  di  un  punto, 
che  appartiene  alla  curva  fondamentale,  è  la  tan- 
gente in  quel  punto. 

Gli  n  {n  —  1)  punti,  nei  quali  la  prima  polare 
di  nn  punto  (y)  taglia  la  curva  data,  sono  i  punti 
di  contatto  delle  tangenti  condotte  da  (y)  alla 
curva  data. 

Un  punto  ri^^^  della  curva  fondamentale  è  mul- 
tiplo di  grado  r  —  s  per  la  polare  s'''^  di  qua- 
lunque polo. 

Se  una  curva  si  spezza  in  una  retta  e  in  un\iltra 
curva  di  ordine  n  —  1,  la  prima  jjolare  di  un 
punto  della  retta  è  composta  di  essa  retta  e  della 
prima  polare  rispetto  alla  curva  di  ordine  n  —  1. 

La  polare  r'^^'^  di  un  punto  Or  rispetto  alla  po- 
lare s"^^  di  un  punto  Os  coiìicide  colla  polare  s"'^^ 
di  Os  rispetto^  alla  polare   r""*  di  Or. 

Se  la  curva  fondamentale  ha  un  punto  doppio 
D,  la  prima  polare  di  un  qualsivoglia  polo  0  passa 
per  D  ed  ivi  ha  per  tangente  la  retta  coniugata 
armonica  di  D  0  rispetto  alle  due  tangenti  nel 
punto  doppio.  Se  il  punto  doppio  è  una  cuspide^ 
la  tangente  alla  prima  piotare  è  la  stessa  tangente 
cuspidale» 

Le  prime  polari  di   tutti  i  pimti  di  una  retta^\ 
formano  un  fascio  di  cmwe  cogli  stessi  {n  —  1)"^ 
punti  base. 

La  conica  polare  d^un  punto  doppio  si  decom- 
pone in  due  rette  che  sono  le  due  tangenti  nel 
punto  doppio. 

La  conica  polare  d^  un  flesso  si  decompone  im 
due  rette,  mia  delle  quali  è  la  tangente  d^  infles- 
sione. 
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Se  un  punto  della  cnrva  fondamentale  ha  per 
conica  polare  il  sistejna  di  due  rette^  esso  è  o  un 
punto  doppio  0  un  flesso  per  la  curva  fondamen- 
tale. 

Se  il  polo  percorre  una  curva  d^ ordine  /«,  la  retta 
polare  inviluppa  una  curva  di  classe  m  (n  —  1). 

Sopra  ogni  retta  esistono  2  (n  —  2)  pimti  di  cui 
le  prime  polari  sono  toccate  dalla  retta  ;  le  coniche 
polari  dei  punti  di  contatto  sono  tangenti  a  que- 
sta stessa  retta. 

Un  polo  che  sta  in  linea  retta  con  n  punti  di 
una  curva  di  ordine  n^  ha  la  Hessa  retta  polare 
rispetto  alla  curva,  e  rispetto  al  sistejna  delle  n 
tangenti  negli  n  punti. 

La  retta  polare  di  un  punto  all'  infinito  in  una 
determinata  direzione  si  dice  diametro  della  curva 
di  ordine  n. 

Il  diametro  è  il  luogo  dei  centri  delle  medie 
distanze  (v.  Gap.  II,  §  2)  di  tutti  i  sistemi  di  n 
punti  tagliati  sulla  curva  da  un  sistema  di  corde 
parallele. 

Considerando  la  curva  come  inviluppo  di  classe  v, 
il  polo  della  retta  all'  infinito  si  dirà  centro. 

Il  centro  è  V  inviluppo  (punto)  di  una  retta  pa- 
rallela ad  un  sistema  di  v  tangenti  alla  curva 
fra  loro  parallele,  e  passanti  per  il  centro  delle 
medie  distanze  dei  v  punti  che  le  v  tangenti  deter- 
minano su  di  una  retta  ad  esse  perpendicolare. 

Se  da  tm  punto  0  si  conducono  due  rette  che 
tagliano  la  curva  nei  punti 

III  1^2  •  •  •  I^ìt  5   ui  02  .  .  •  Sii  5 
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il  rapporto 


OB^...OBn 

0  Si    ...  0  Sn 


è  costante  qualunque  sia  il  punto  0  purché  la  di- 
rezione delle  trasversali  resti  costante  (teor,  di 
Newton,  Eniim*  Un.  tertii  ordinis). 

Si  abbia  un  poligono  ABC.,,  ì  cui  lati  taglino 
una  curva  di  n^^^^  ordine  in  7i  punti;  si  indichino 
con  {B)i  {B)2  i  prodotti  dei  segmenti  (contati  da  B 
sino  agli  n  punti)  segnati  rispett.  sui  lati  B  C,  B  A; 
con  (Ci),  {C2)  i  prodotti  analoghi,  ecc.;  si  avrà  la 
relazione 

(teor,  di  Carnot,  Géom,  de  position,  pag.  437). 
Se  su  ogni  retta  condotta  per   un  punto   0,  e 
segante  la  curva  in  Bi  J?2  •  •  •  ^"  ^^*  determina  un 
punto  B  in  modo  che 

n  1  1 


ovvero 


OB       OBi       OB2 


il  luogo  di  B  è  una  retta  (teor,  di  Cotes,  Ilar- 
monia  mensiirarum,  1722)  la  quale  è  propriamente 
la  retta  polare  di  0, 

Similmente:  la  conica  polare  del  j)unto  0  è  il 
luogo  di  un  punto  B  che  soddisfa  alla  relazione 


vf  1 luì L_Uo 


ecc.,  ecc. 
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Per  un  punto  0  si  conduca  una  retta  che  tagli 
la  curva  in  n  punti^  e  in  questi  si  conducano  le 
tangenti  alla  curva  ;  per  0  si  conduca  poi  una 
qualunque  altra  trasversale  che  tagli  la  curva  in 
i?i . . .  Rn ,  e  le  tangenti  in  ri . . .  r«  ;  si  ha  allora 


\0Bi 


%     1 
r  On 


fteor.  di  Maclaurin). 


Introduciamo  ora  tre  importanti  curve  cova- 
rianti, la  Hessiana  ^  la  Steineriana  e  la  Cai/le- 
yana. 

Il  luogo  dei  punti  doppi  delle  prime  polari  dei 
punti  del  piano  è  la  Hessiana;  il  luogo  dei  punti 
le  cui  prime  polari  hanno  un  punto  doppio  è  la 
Steineriana  ;  i  punti  di  queste  due  curve  si  cor- 
rispondono hiimivocamente  ;V  m\\\vL^\)o  delle  rette 
che  congiungono  un  punto  della  Steineriana  col 
punto  corrispondente  della  Hessiana  h  infine  la 
Cayleyana. 

Sef'^a    =0    =c   =...=: 0  (^in  notaz. 


sim- 


bolica, V.  Gap.  Ili)  è  la  equazione  della  curva  data, 
qì iella  della  Hessiana  è 


(a  h  c)^  a 


n-2 


:0 


,..( 


ovvero  I  ponendo  fij  = 


d'f 


;) 


■ 


MI       /12      /13 

fn      /22      /*23        ^^  0. 

/  31       /32       /33 
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La  equazione  della   Steineriana   si   ottiene  poi 
eliminando  x  fra  le  tre  equazioni 


n- 

a 

%  (il  = 

=  0 

X 

71- 

_2 

a 

%  (h  = 

=  0 

X 

n- 

-2 

a 

a,/  a^  = 

=  0. 

Il  seguente  quadro  dà  i  valori  per  i  numeri 
pliickeriani  (ordine,  classe,  ecc.  ecc.)  relativi  alle 
tre  curve  ora  introdotte. 

Si  suppone  che  la  curva  data  sia  generale,  cioè 
non  ammetta  punti  doppi  e  cuspidi,  e  sia  di  or- 
dine n, 

I.  Hessiana. 
genere  = -- (3n-7)  (Sn  -  8) 

ordine  =  3  (n  ~  2) 

classe  =  3  [n  -  2)  (3  n  —  7] 

punti  doppi  =  0 

cuspidi  =  0 

27 
taag.  doppie  =  _  (n  —  l)(n  -  2)  (n  —  3) (3 n  -  8) 

flessi  =9(n  -2)  (3^1  —  8). 
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II.  Sfeinerìana. 

^^enere 

li 

ordine     • 

=:3(m  — 2F 

classe 

=  3  (w  -  1)  (w  -  2) 

punti  doppi   —  '    {n  —  2)  {n  -  3;  (3  n^  -  9  n  -  5) 


cuspidi 


12(n-~2)(n-3) 


tang.  doppie  =  ^  {n  —  2)  0^  —  3)  (3  n'  —  3  n  —  8) 

Ci 

flessi  =3(tt-2)(4n  — 9). 

III.  Cayleycma. 

«genere  =  y  (3m  -  7)  (3  »  -  8) 

*  ordine  =  8  (w  -  2)  (5  »  -  11) 

f  classe  =  3  (w  —  1)  [n  —  2) 

punti  (loppi   =-^~(w-2)(5w-13).5»«-19m  +  16) 

pspidi  =  18  (n  -  2)  (2  n  —  5) 

9 
|ang.  doppie  =   -  in  -  2;^  (n-  —  2  n  —  l) 


flessi 


=  0. 
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Se  la  curva  data  ammette  dei  punti  doppi  e 
cuspidi,  allora  a  questa  tabella  devono  farsi  delle 
modificazioni. 

Per  n  ---  3  le  formolo  relative  alla  Cayleyana  ca- 
dono in  difetto;  in  questo  caso  la  Hessiana  e  la 
Steineriana  sono  una  sola  e  medesima  curva  di 
3.^  ordine,  e  la  Cayleyana  anziché  di  6.*  classe  è 
solo  di  3.*  classe;  anziché  di  12.^  ordine  è  solo  di 
6.^  ordine,  e  anziché  18  cuspidi   ne  ha  solo  9. 

Della  Hessiana,  Steineriana  e  Cayleyana  si  pos- 
sono dare  varie  definizioni  che  corrispondono  ad 
altrettante  loro  proprietà  specifiche. 

U Hessiana  di  una  curva  è: 

a)  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  si  toccano 
due  (epperò  infinite)  prime  polari  ; 

h)  il  luogo  dei  punti  doppi  delle  prime  polari; 
e)  il  luogo  di  un  polo  la  cui  conica  polare  si 
scinde  in  due  inette; 

d)  il  luogo  di  un  polo  le  cui  rette  polari  ri- 
spetto alle  prime  polari  della  curva,  concorrono 
in  un  punto. 

La  Steineriana  di  una  curva  è: 

a)  il  luogo  dei  polì  delle  prime  polari  dotate 
di  punti  doppi  ; 

h)  il  luogo  dei  punti  d^  intersezione  delle  cop- 
pie di  rette  che  rappresentano  coniche  polari; 

e)  V  inviluppo  delle  rette  polari  dei  punti  del- 
l' Hessiana  ; 

d)  il  luogo  dei  punti  le  cui  prime  polari  toc- 
cano V  Hessiana; 

e)  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  concorrono 
le  rette  polari  di  uno  stesso  polo  rispetto  alle  prime 
polari  della  curva  fondamentale. 
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La  Cayleyana  di  ima  curva  è  : 
a)  V  inviluppo  delle  rette  che  uniscono  i  punti 
corrispondenti  della  Hessiana  e  della  Steineriana  ; 
h)  V  inviluppo  delle  tangenti  comuni  nei  punti 
di  contatto  fra  le  jjriìne  polari. 

In  un  punto  doppio  della  curva  fondamentale, 
la  Hessiana  ha  anche  im  punto  doppio  colle  stesse 
tangenti. 

In  una  cuspide  della  curva  fondamentale^  la 
Hessiana  ha  un  punto  triplo^  e  due  dei  suoi  rami 
toccano  la  tangente  cuspidale;  in  tal  punto  soìio 
da  considerarsi  riunite  otto  delle  intersezioni  della 
curva  colla  Hessiana. 

U  Hessiana  passa  per  i  flessi  della  curva  fon- 
damentale. 

La  Steineriana  e  Cayleyana  toccano  ambedue  le 
tangenti  di  flesso  della  curva  fondamentale. 

UHessiana  in  un  suo  punto  qualunque  è  tan- 
gente alla  seconda  polare  del  corrispoìidente  punto 
della  Steineriana. 

La  tangente  in  un  punto  0  delV  Hessiana  è  la 
coniugata  armonica  della  retta  che  congiunge  esso 
col  puìito  corrispondente  0'  della  Steineriana,  ri- 
spetto alle  due  rette  che  toccano  la  prima  polare 
di  0'  nel  punto  doppio;  e  la  tangente  in  0'  alla 
Steineriana  è  la  coniugata  armonica  di  0'  0  ri- 
spetto cdle  due  rette  nelle  quali  degeìiera  la  conica 
polare  di  0. 


La  teoria  delle  polari  trova  i  suoi  inizi  nei  la- 
vori (li  Cramee,,  Newton  e  altri,  sui  diametri  ret- 
tilinei 0   curvilinei    delle   curve.    E  a  Bobillter 
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che  si  devono  concetti  più  generali  (Ann.  de  Gei- 
gonne,  XVIII,  XIX,  1828).  Indi  se  ne  occupa- 
rono Plùcker  {Creile,  V),  Grassmani^  {Creile, 
XXIV),  De  JoNQUiEiiES  {Joiirn.  de  Lioiivilìc, 
1857),  Cayley  {PhiL  Trans.  CXLVIII).  Indi  il 
Cremona  pose  la  teoria  delle  polari  a  fondamento; 
di  tutta  la  teoria  delle  curve,  nella  sua  citata  In-- 
trodìizione. 

La  Ilessiana  fu  introdotta  da  Hesse  [Creile.,, 
XXVI1I,XLI)  e  cosi  chiamata  daSYLVESTER(P/«i?.j 
Trans. .,  CXLIII)  ;  la  Steineriana  fu  introdotta  dai 
Steiner  (Creile,  XLVII;  e  così  chiamata  da  Cre-j 
MONA  (Intr.)  mentre  da  Steiner  era  stata  chia-^ 
mata  curva  nodo  (Kerìicnrve);  la  Cayley ana  fuj 
introdotta  da  Cayley  per  le  curve  di  3.^  ordinei 
(Pìiil.  Trans.,  CXLVII,  1857)  e  indi  studiata  da^ 
Steiner,  (Creile,  XLVII).  E  importante  il  lavoro^ 
di  Clebsch  {Creile,  LXIV)  sulla  Steineriana* 

Sono  stati  parecchi  i  lavori  che  hanno  cercato 
di  dimostrare  la  proposizione  della  mancanza  di 
punti  singolari  nella  Hessiana  corrispondente  ad- 
una curva  generale.  Questa  proposizione  era  stata 
ammessa  come  postulato  dal  Cremona,  e  per  le 
curve  di  4.^  ordine  fu  dimostrata  da  Geiser, 
{Ann.  di  mat.,  IX).  Altri  lavori  sulla  Hessianai 
sono  quelli  di  Del  Pezzo  {Rend.  Napoli,  1888), 
Brill  {Matlì.  Ann.,  XIII),  Segre  {Rend.  Lincei, 
1895),  etc. 
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§  3.  —  Sistemi  lineari  di  cujive  piane. 


So  ff    =0.  h    —  0, . . .  sono  le  equazioni  di  Jc  +  l 

X  X 

curve  piane  di  ordine  n^  il  sistema  rappresentato 
da 

i  dove  ^i  ^^2  •  •  •  sono  k  +  1  parametri  arbitrari,  co- 
r  stituisce  ciò  che  si  chiama  tiìi  sistema  lineare  di 
ji  specie  k.  Per  k=^l  si  ha  il  fascio^  per  k  =  2  si 
ì  ha  la  rete. 

ì      Un  sistema  lineare  di  specie  k  è  determinata  da 
\k-\-  \  curve  di   ordine  n,  le  quali  non  apparten- 
[  gano  ad  nn   medesimo  sistema   lineare  di  specie 
inferiore. 

Se  /^  >  1  le  curve  del  sistema  non  avranno  in 

generale  alcun  punto    comune  (punti  base);  però 

se  tutte  le  k  -h  l  curve  che  individuano  il  sistema, 

;  hanno  tm  punto  comune,  questo  punto  apparterrà 

anche  a  tutte  le  altre  curve  del  sistema. 

Se  k=^ì  vi  saranno  sempre  n^  punti  base  del 
fascio,  cioè  punti  pei  quali  passano  tutte  le  curve 
:  del  sistema. 

Un  sistema  lineare  di  -curve  di  ordine  n  e  di 
specie  k  determina  su  di  una  trasversale  unHnvo- 
luzione  di  punti  di  ordine  n  e  specie  k  (y.  Capi- 
tolo II,  §  1). 

Fra  le  curve  di  un  sistema  lineare  ve  ne  sono 
(/.'  +  1)  (n  —  k)  le  qucdi  hanno  un  contatto  di  Z;"'^ 
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ordine  con  nna  retta  data  (cioè  k  +  1  punti  infi- 
nitamente vicini  comuni). 

Fra  le  curve  di  un  sistema  lineare  ve  ne  sono 
2^^{n-k)'n  —  k  —  l).  .,{n~2k  +  1) 
k\ 

ciascuna  delle  quali  tocca  k  volte  una  retta  data. 

Fra  le  curve  di  tin  fascio  ve  ne  sono  2{n — 1) 
che  toccano  una  data  retta  ;  e  ve  ne  sono  m  (2  n  +  m~3)  - 
che  toccano  una  data  curva  di  ordine  m,  senza\ 
punti  doppi  e  cuspidi.  Nel  caso  che  questa  avesse  di 
punti  doppi  e  r  cuspidi.,  bisognerebbe  da  quel  nu-i 
mero  ancora  sottrarre  2  6?  -^  3  r.  \ 

Fra  le  curve  d^una  rete  ve  ne  sono  3  [n  —  2)1 
per  ciascuna  delle  quali  una  data  retta  è  tangente^ 
di  flesso. 

Se  si  considerano  i  due  fasci  di  raggi  che  hanno 
per  centri  due  degli  n^  punti  base  di  un  fascio  di 
curve  di  ordine  n,  e  si  considerano  come  corri- 
spondenti i  due  raggi  che  sono  le  tangenti  con- 
dotte nei  due  punti  base  ad  una  medesima  curva 
del  fascio,  i  due  fasci  di  raggi  sono  proiettivi; 
quindi  il  rapporto  anarmonico  delle  quattro  tan- 
genti a  quattro  curve  del  fascio  in  un  medesimo 
punto  base^  è  lo  stesso  di  quello  delle  quattro  tan- 
genti in  un  aitilo  qualunque  punto  base;  questo 
rapporto  anarmonico  lo  possiamo  perciò  chiamare 
rapporto  anarmonico  delle  quattro  curve  del  fascio* 

Fra  le  curve  di  un  fascio  che  si  toccano  tutte  in 
un  punto  base  P,  ve  We  una  per  cui  P  è  flesso.,  e 
un'altra  per  la  quale  P  è  punto  doppio. 

Fra  le  curve  di  tm  fascio  di  cui  un  punto  base 
P  è  punto  doppio  per  tutte  le  curve  (a  tangenti 
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f distinte  e  variabili  da  curva  a  curva)  ve  ne  sono 
due  per  cui  P  è  cuspide;  se  ima  delle  due  tan- 
genti è  comune  a  tutte'ìe  curve,  allora  ve  n^  è  una 
sola  di  queste  per  cui  P  è  cuspide;  e  se  ambedue 
ile  tangenti  sono  fisse.,  vi  è  una  curva  del  fascio 
per  cui  A  è  punto  triplo. 

In  un  fascio  esistono  in  generale  3  {n  —  1)'^ 
curve  a  punti  doppi. 

Questo  teorema  subisce  modificazioni  quando  le 
curve  del  fascio  hanno  dei  punti  multipli  di  varia 
natura.  Su  ciò  vedi  Cremona  {hitroduzione^  ecc. 
e  Annali  di  Mat.  VII,  1864). 

Date  tre  curve  di  cui  le  equazioni  sieno 

n 

a  =0 

X 

n 

h  =0 

X 

n 

e  =0 

X 

la  condizione  perchè  appartengano  allo  stesso  fa- 
scio è  che  il  loro  jacobiano 

{ab  e)  a        b        e 

XXX 

sia  identicamente  zero  (v.  Gordan-Noether,  Math. 
Ann.  X). 

Se  da  un  punto  0  si  conducono  le  tangenti  a  tutte 
le  curve  di  un  fascio^  i  punti  di  contatto  giacciono 
in  una  curva  d^ ordine  2n  —  1  che  passa  per  0  e 
per  gli  n^  punti  base  del  fascio. 


222  Vlj  3.  —  Hessiana  di  una  rete, 

I  punti  doppi  delle  curve  di  un  fascio  hanno  la 
medesima  retta  polare  rispetto  a  tutte  le  curve  del 
fascio  stesso. 

II  luogo  di  un  punto  in  cui  si  tocchino  due  (e 
quindi  infinite)  curve  di  una  rete  è  una  curva  di 
ordine  3  (n  —  1)  che  si  chiama  Hessiana  della 
rete  o  anche  Jacobiana  della  rete.  Colle  solite 
notazioni  del  calcolo  simbolico^  la  sua  equazione  è 

n-l      n-^\       n—\ 

{ah  c)  a        0        e       =~^  0, 

.V  X  X 

Essa  è  un  combinante  del  sistema  delle  tre  curve 
fondaìnentali  della  rete; cioè  il  primo  membro  della 
sua  equazione  si  moltiplica  solo  per  un  fattore  co- 
stante se  ad  una  delle  tre  curve  si  sostituisce 
una  combinazione  lineare  di  esse. 

Ij  Hessiana  di  una  rete  è  il  luogo  del  punti 
doppi  delle  curve  della  rete;  ovvero.,  è  il  luogo  del 
punti  le  cui  rette  polari  rispetto  alle  curve  della 
rete  concorrono  in  un  punto. 

11  luogo  dei  punti  in  cui  concorrono  le  rette  po- 
lari, rispetto  alle  curve  della  rete,  di  tutti  i  punti 
dell' Hessiana  è  la  curva  detta  Stelneriana;  e  Fin- 
viluppo  delle  rette  congiungenti  i  punti  corrispon- 
denti dell' Hessiana  e  della  Steineriana  è  una  curva 
detta  Gayleyana. 

La  Stelneriana  è  di  ordine  3  {n  —  1)^,  e  la  Caij- 
leyana  è  di  classe  3  n  {n  —  1). 

Considerando  la  rete  delle  prime  polari  rispetto 
ad  una  curva  data,  la  Hessiana,  la  Steineriana  e 
la  Cayleyana  della  rete,  diventano  le  omonime 
curve  relative  alla  curva  fondamentale  data  (vedi 
§2). 
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La  liessiana  o  Jacobiana  della  rete  è  tuia  curva 
d^  ordine:  8  (^n^,—  1) 

di  classe:  3  (n  —  1)  (3  n  —  4) 

di  genere  :  —  (3  n  —  4)  (3  n  —  5) 

u 

eoa  lìiinti  doppi:    0 

con  cuspidi:  0 

27 
con  tang.  doppie:     ~  n  (n  —  1)  {n  —  2)  (3  n  —  5) 

con  flessi:  9  ('m  —  1)  (3  n   -  5), 

ia  Steineriana  della  rete  è  una  curva 

d^ ordine:  3  (m  —  1)^ 

di  classe:  3  n  [n  —  1) 

di  genere  :  -^  (3  n  —  4)  (3  n  —  5) 


co  il 


i  punti  doppi:     ^^  (/i— 1)  (m— 2)(3  m^— 3/^-11) 


'  'Hi  cuspidi:  12  {n  —  1)  {n  —  2) 

cnn  tang.  doppie:    -  {n—  ì){n  - 2) [3 n^  +  Sn ~8) 

con  flessi:  3  {n  —  1)  ;4  n  —  5). 

La  Cayleyana  della  rete  è  una  curva 

(l'ordine:  3  (n  —  1)  (5  n  —  6) 

di  classe:  3  m  {n  —  1) 
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di  genere: 

j{Sn-4.){3n-b) 

con  punti  doppi: 

j{n-l){5n-S](5n'- 

-dn-\-2) 

con  cuspidi: 

18  [n  -  1)  (2  n  -  3) 

con  tang,  doirpie: 

j  in -Din' -2) 

con  flessi: 

0. 

Allorché  tutte  le  curve  di  una  rete  limino  un 
punto  comune^  una  di  esse  ha  ivi  un  punto  dop- 
pio; e  quelle  che  in  quel  punto  toccano  una  data 
retta^  formano  un  fascio.  La  Ilessiana  passa  per 
lo  stesso  punto  ed  ha  ivi  anche  un  punto  doppio 
colle  tangenti  coincidenti  con  quelle  della  curva 
che  ha  ivi  il  punto  doppio. 

Se  poi  tutte  le  curve  della  rete  hanno  un  punto 
comune^  e  ivi  la  stessa  tangente^  ve  n'è  un  fascio 
di  curve  aventi  ivi  un  punto  doppio,  e  due  aventi 
ivi  una  cuspide.  La  Hessiana  ha  ivi  un  punto 
triplo;  due  delle  tangenti  nel  punto  triplo  coinci- 
dono colla  tangente  comune. 

Se  tutte  le  curve  di  una  rete  hanno  in  un  punto 
fisso  un  punto  multiplo  cVordine  r,  la  Hessiana  ha 
ivi  un  punto  multiplo  d'ordine  3  (r  —  1). 

Ad  ogni  curva  della  rete  dotata  di  due  punti 
doppi  corrisponde  un  punto  doppio  nella  Steine- 
riana,  quindi  nella  rete  generale  vi  sono 

-|-  (n  -  1)  in  -  2)  (3  n-    -Sn  —  11) 
curve  con  due  punti  doppi. 
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Similmente  nella  rete  generale  vi  sono 
ì2(n.^ì)(n-2) 
curve  dotate  di  una  cuspide; 

^  {n  -  1^  {n  -~2)[Sn^  +  3n  -  8) 

fasci  di  curve  che  hanno  fra  loro  due  contatti'^ 
3(n-l}(4n  — 5) 

fasci  di  curve  che  hanno  fra  loro  un  contatto  di 
2.^  ordine  (contatto  d^ osculazione)  cioè  che  hanno 
di  comune  tre  punti  infinitamente  vicini. 

Tutti  i  numeri  precedenti  subiscono  modifica- 
zioni quando  la  rete  ha  dei  punti-base,  sempb'ci  o 
multipli,  cioè  dei  punti  pei  quali  passino  tutte  le 
curve  della  rete. 

Una  rete  di  cui  tutte  le  curve  si  incontrino  a 
due  a  due  in  un  solo  punto  mobile  si  dice  rete 
omaloidica. 

Tutte  le  curve  di  una  rete  omaloidica  sono  di 
genere  zero. 

Se  Fi  F2  •  •  •  h  ^<^^o  le  molteplicità,  2)er  ciascuna 
curva  di  una  rete  oìnaloidica^  dei  punti-base,  si 
hanno  le  relazioni: 

k  p2,-  —  n^  -  1 
1 

i  ^i  (P*-  -z  1)  ^  (/^  "  1)  (n  ~  2) 

r     2  """"  2 

Pascal.  15 
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i^  pi  (pi  +  1)  __  M^  +  3)  _  ^^ 

r  '    2  2 


Vp,^3(/^-l). 

1 


Date  tre  curve  degli  ordini  ni  %  %  si  possono 
costruire  delle  curve  covarianti  relative  al  sistema 
delle  tre  curve,  e  che  sono  analoghe  alla  Jaco- 
biana  e  alla  Steineriana  di  una  rete  (quando  tii  = 
=  n2  =  ns  =  n). 

La  Jacohiana  del  sistemcc  di  tre  curve  è  una 
curva  (di  ordine  7ii  -+-  ^2  +  %  ~  3)  luogo  dei  punti 
le  cui  rette  polari  rispetto  alle  tre  curve  concor- 
rono in  uno  stesso  punto.  11  luogo  di  quest'ultimo 
punto  è  una  curva  che,  pel  caso  degli  ordini  eguali, 
diventa  la  Steineriana  della  rete,  e  che  è  di  ordine 

ni  %  +  >^2  '^h  +  ^h  ^h  ~"  ^  ('^i  +  >h  +  %)  +  3. 

La  Jacohiana  delle  tre  curve  è  anche  il  luogo 
dei  punti  in  cui  si  segano  le  prime  polari  di  uno 
stesso  punto^  relative  alle  tre  curve» 

Se  le  tre  curve  hanno  punti  comuni  a  tutte  tre^ 
la  Jacohiana  e  la  Steineriana  passano  per  essi. 

La  Jacohiana  passa  anche  pei  punti  doppi  delle 
curve  date. 


La  teoria  dei  sistemi  lineari  di  curve  è  stata 
studiata  in  varie  direzioni  negli  ultimi  tempi,  in- 
quantochè  questa  teoria  si  rannoda  a  varie  altre 
teorie  geometriche  quali   la  trasformazione  biuni- 
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voca,  la  rappresentazione  piana  delle  superficie,  e 
anche  la  cosiddetta  geometria  dei  gruppi  di  punti 
su  di  uua  curva  algebrica. 

Due  fasci  di  curve  poi  possono  considerarsi  fra 
loro  in  corrispondenza  proiettiva^  e  allora  si  ricava 
l'importante  teorema  che  ogni  curva  algebrica 
può  coìisiderarsi  come  il  luogo  dei  punti  d' inter- 
sezione delle  curve  corrispondenti  di  due  fasci  pro- 
iettivi di  curve^  teorema  enunciato  e  dimostrato 
da  Chasles  per  le  curve  di  3.°  ordine  {Compt. 
Rend.  XLI,  1853)  e  dimostrato  pel  caso  generale 
da  JoNQUiERES  {Mém.  de  VAcad,  des  sciences,  XVI, 
1858),  e  che  generalizza  la  nota  generazione  pro- 
iettiva delle  coniche. 

Fra  i  lavori  sui  sistemi  lineari,  oltre  la  Intro- 
duzione del  Cremona,  citeremo  quelli  di  Jonquie- 
iiES  {Math,  Ann.,  I),  di  Caporali  {Collect,  Math.., 
1881),  di  Jung  {Ann.  di  mai.,  XV,  XVI),  di  Guc- 
ciA  (Rend.  Palermo,  VII)  e  di  altri,  oltre  tutti 
quelli  altri  lavori  che  trattano  della  geonietria  dei 
gruppi  di  punti  su  di  una  curva  e  di  cui  tratte- 
remo a  suo  luogo. 

Per  lo.  studio  delle  singolarità  della  Jacobiana 
di  tre  curve  si  può  vedere  il  lavoro  di  Gerbaldi 
(Rend.  Palermo,  VIII). 


§4.-1  GRUPPI  DI  PUNTI  SU  DI  UNA 
CURVA  ALGEBRICA. 

Nella  cosiddetta  Geometria  su  di  una  curva  al- 
gebrica si  studiano  le  proprietà  dei  gruppi  di  punti 
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che  sono  segati,  su  di  una  curva  fondamentale  di 
ordine  n,  da  sistemi  di  altre  curve  di  ordine  qua- 
lunque, e  specialmente  quando  tali  sistemi  sono 
lineari^  cioè  le  loro  equazioni  contengono  linear- 
mente dei  parametri  variabili. 

Se  la  curva  fondamentale  è  una  retta,  questi 
gruppi  di  punti  costituiscono  le  cosiddette  involu- 
zioni di  ordine  superiore  di  cui  abbiamo  trattato 
nel  Cap.  IL  §  2. 

Occorre  premettere  alcuni  teoremi  sui  punti  di 
intersezione  di  due  curve. 

Si  abbia  una  curva  fondamentale  f  di  ordine  n, 
e  la  si  seghi  con  una  curva  cp  di  ordine  m,  la 
quale  passi  per  o  punti  singolari  di  f  (ael  numero 
0  si  intende  computato  il  numero  delle  volte  che 
9  passa  per  un  punto  singolare  ài  f.)  1  punti  di 
intersezione  delle  due  curve  non  sono  fra  loro  in- 
dipendenti; alcuni  di  essi  sono  determinati  dagli 
altri.  Sia  k  il  numero  dei  punti  d' intersezione 
delle  due^  curve,  che  sono  determinati  da  tutti  i 
rimanenti;  abbiamo  allora  le  disuguaglianze  fon- 
damentali: 

se  m  <  >i  —  2,    e     k  ^mn _ — o 

((ii-l)(n-2)     -,    (fi-m-l)(w-m-2i\ 
-—2 ' 2 ) 

^      ,     ,       (/^-"l)(^  — 2)       . 

se  m  ^  n  —  2,     e     k^  — ;; —  —  o. 


Si  dice  che   una  curva   è  una  curva  aggiunta 
quando    passa   r  —  1  volte    per    ogni   punto    r^^^ 
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di  f;  se  quindi  f  non  ha  altri  punti  multipli  che 
punti  doppi  e  cuspidi,  una  curva  aggiunta  è  una 
curva  non  sottoposta  '  ad  altre  condizioni  che  di 
passare  semplicemente  per  ogni  punto  doppio  o 
cuspide  di  f. 

Supponiamo  allora  che  9  sia  una  curva  agg ninfa 
di  ordine  m. 

In  tal  caso,  se  con  k  si  indica  il  numero  degli 
71  m  punti  d^  intersezio?ie  di  /"  ^  9,  determinati  dai 
rimanenti,  sussistono  le  distiguaglianze  (indicando 
con  p  il  genere  di  f) 

^              [n  —  m  —  1)  (^  —  yn —2) 
per  m<in  —  2,     k^p  — 

Ci 

per  m  ^  n  —  2,     k  ^  p. 

E  notevole  che,  nel  secondo  caso,  il  numero  k 
non  dipende  più  daW ordine  m  della  curva  segante 
e  nel  primo  caso  per  m=^n  —  3,  si  ha  k^p  —  1 . 

La  curva  cp  sia  una  curva  aggiunta.  Nella  sua 
equazione  vi  entrino  linearmente,  un  certo  numero 
di  parametri  arbitrari  per  modo  che  tutte  le  9  ot- 
tenute facendo  variare  tali  parametri  formino  un 
sistema  lineare. 

Sia  Q  il  numero  dei  punti  d'intersezione  mobili 
di  f  con  9,  cioè  il  numero  dei  punti  d'interse- 
zione che  variano  da  una  ^  ad  un'altra;  se  /.;  di 
essi  sono  determinati  dagli  altri  Q  —  k,  il  numero 
di  quelli  che  possiamo  scegliere  arbitrariamente 
su  f  sarà  Q  —  k  =  q  che  noi  chiameremo  molte- 
plicità del  sistema  di  Q  punti  inquantoche  vi  sa- 
ranno allora  00?  gruppi  di  Q  punti  segati  su  f  da 
curve  della  specie  di  9.  //  numero  q  rappresenta 
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il  numero  dei  parametri  arbitrari  che  entrano  li- 
nearmente nella  equazione  di  ^.  Il  teorema  sopra- 
indicato ci  dà  allora: 

be  m^n—ó  sarà  q^Q-p-] ~ , 

se    m  >  n  —  3  sarà  q^Q  —  p. 

Queste  stesse  formole  possono  porsi  sotto  un'al- 
tra forma  che  serve  a  dare  un  limite  superiore 
per  il  numero  Q  quando  sia  nota  la  molteplicità  7 
del  sistema.  Si  può  dire: 

Se  m  —  n  ~  S     è     Q  ^q-\-  p  —  \, 
se        ni>  n  —  3     è     Q  ^  q  -]-  p. 

I  signori  Brill  e  Noether  {Math.  Ann,  VII) 
hanno  poi  trovato  anche  un  limite  inferiore  per  Q; 
propriamente  è  sempre 

..^(liq  +  p+J) 

^^-     q-^l 

Inoltre^  ponendo 

'Q{q+\)  -  q  {q  +  p+\)  =  r, 

esistono  00''  sistemi  di  Q  punti  e  molteplicità  q. 

Se  r  --=  0,  il  nuìnero  di  tali  sistemi  è  finito  ed  è 
propriamente 

2!3!  ,^.q\2  ! .  .J^p-J.-Q-^q)  !  p  ! 

"      2T3 1777(27+^^-  Q)\ 

(Castelnuovo,  Lincei.,  1889.) 


F/,  4r,  —  Gruppi  specialu  231 


Per  r7  ==  1  tal  numero 


p\ 


{p-Q~\'l]\{p-Q+2)\ 
(BriTìL-Noether,  Matli.  Ann.,  VII.) 

Col  simbolo  G  indichiamo  un  gruppo  di  un 
sistema  lineare  di  Q  punti  e  di  molteplicità  g,  e 
col  simbolo  a     indichiamo  tutto  il  sistema  di  tali 

gruppi. 

Se  Q  è  maggiore  di  2p  —  2  deve  essere  esatta- 
mente q  ^==-  Q  —  p- 

Se  Q  ==2p  —  2  deve  essere  q  =  p  —  1. 

Se  f  è  una  curva  indecomponihile^  esistono  p 
curve  aggiunte  linearmente  indipendenti  di  ordine 
n  —  B;  le  quali  non  hanno  sn  f  altri  punti  co- 
muni che  i  punti  mtdtipli. 

Se  f  si  decompone  in  k  fattori^  esistono 

^     p+k-ì 

curve  aggiunte  linearmente  indipendenti  di  ordine 
^  —  3  (Christoffel,  Ann.  di  Mat.;  X). 

Le  curve  aggiunte  di  ordine  n  —  3  tagliano  la 
curva  fondamentale  f  in  2p  —  2  punti  (esclusi  i 
punti  singolari  fissi).  Ora  esiste  questo  teorema 
interessante: 

Ogni  sistema  lineare  q  volte  infinito  di  Q  punti, 
può  essere  sempre  segato  sulla  curva  f  fondamen- 
tale da  un  sistema  di  curve  aggiunte  di  ordine 
n  —  3,  purché  sia 

q^Q-p  +  1^ 
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la  quale  condizione  esclude  (per  un  teor.  dianzi 
accenìiato)  che  possa  essere  Q>2p  •—2, 

In  particolare: 

Se  un  fascio  [q^l)  di  curve  aggiunte  ha  p 
intersezioni  mobili  colla  curva  /*,  og^ìi  gy^ppo  di 
tali  p  punti  è  situato  su  una  curva  aggiunta  di 
ordine  n  —  3. 

Un  gruppo  di  Q  punti  pei  quali  passa  almeno 
una  curva  aggiunta  di  ordine  w  —  3  si  dice  un 
gruppo  speciale;  il  sistema  cui  esso  appartiene  si 
dirà  speciale. 

11    sistema  g  si  suol  chiamare    sistema  ca- 

2i?-2 

nonico. 

Esso  (v.  sopra)  non  ha  punti  fissi  ed  è  imico. 

Uno  dei  teoremi  fondamentali  della  teoria  che  ci 
occupa  è  il  cosiddetto  teorema  del  resto  (Restsatz) 
che  fa  vedere  in  certo  modo  che  i  gruppi  di  punti 
su  di  una  curva  si  possono  concepire  come  qual- 
cosa di  indipendente  dalle  curve  che  servono  a 
segarle.  ' 

Due  gruppi  di  punti  Gq,  Gq',  si  dicono  corresi- 
duali  fra  loro,  se  esiste  un  altro  gruppo  Gr  tale 
che  i  due  gruppi  Gq  e  Gr  rappresentino  tutte  le 
intersezioni  mobili  (esclusi  i  punti  singolari)  di  una 
curva  aggiunta  con  /*,  e  i  gruppi  Gq'  e  Gr  rap- 
presentino anche  tutte  le  intersezioni  mobili  di 
un'altra  curva  aggiunta  con  f.  I  due  gruppi  Gq  e 
Gr  si  chiamano  poi  fra  loro  residuali. 

Il  teorema  del  resto  dice: 

Se  Gq  e  Gq'  sono  corresiduali  fra  loro  rispetto 
al  gruppo  Gr.^  lo  saranno  anche  rispetto  a  qua- 
lunque altro  gruppo  Gr,  che  insieme  con  uno  di 
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essi  formi  il  sistema  completo  delle  intersezioni 
mobili  di  ima  qiialunjjiiie  altra  curva  con  f.  In 
altri  termini:  la  proprietà  di  due  gruppi  di  punti 
di  essere  corresiduaU  fra  loro  è  indipendente  dal 
gruppo  di  punti  residuo  di  ctmòedtie^  cioè  è  indi- 
pendente dalle  curve  seganti  che  determinano  su 
f  quei  gruppi  di  punti. 

0  anche:  Se  per  Gq  faccio  passare  un'altra 
qualunque  curva  aggiunta  che  seghi  la  f  in  un 
gruppo  Gr',  i  gruppi  Gr',  e  Gq-,  formeranno  il 
sistema  completo  delle  intersezioni  ^nobili  di  una 
curva  aggiunta  con  f. 

Questo  teorema,  dal  punto  di  vista  algebrico,  si 
trova  in  Brill-Noether  (Gotting.  Nachr.^  1873, 
e  Math.  Ann.^  VII).  Esso  però  ricevette  la  sua 
prima  origine  per  il  teorema  di  Abel  (v.  Repert.^ 
I,  pag.  400  e  seg.)  sugli  integrali  trascendenti. 

Si  abbia  un  gruppo  di  Q  punti  che  appartenga 

q 

ad  un  sistema  lineare  g   .    Sia   T--=r  -t  1    il   nu- 

mero  delle  curve  aggiunte  linearmente  indipen- 
denti di  ordine  n  —3  che  passano  per  i  Q  punti; 
la  molteplicità  q  è  data  dalla  formala 

qr=Q^p-^r  +  \. 

Questo  teorema  è  quello  detto  di  Riemann-Roch 
{Creile.,  LXIY).  Esso  fu  trovato  per  l'occasione 
della  teoria  delle  funzioni  algebriche  (v.  Bepert., 
I,  pag.  385\  Il  numero  r  rappresenta  il  numero 
dei  p>arametri  non  omogenei  cìie  entrano  linear- 
mente neir equazione  generale  di  una-  curva  ag- 
giunta di  ordine  n  —  3  che  passa  per  i  Q  punti; 
esso  rappresenta  la  molteplicità  del  sistema,  di  tali 
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curve.  Per  un  sistema  generale  (non  speciale)  è 
r  +  1  =  0.  Il  teorema  dì  Riemann-Roch  può  porsi 
sotto  la  seguente  altra  forma  e  prende  allora  il 
nome  di  teorema  di  reciprocità  di  I3rill-Noether 
(nome  datogli  dal  Klein)  : 

Una  curva  aggiunta  di  ordine  n  —  3  seghi  la 
f  in2  p  —  2  punti  che  si  distinguano  in  due  gruppi 
di  Q  +  B^=2p  —  2  punti.  Il  gruppo  dei  primi 
Q  punti  appartenga  ad  un  sistema  lineare  di  mol- 
teplicità g;  il  gruppo  dei  secondi  R  punti  apparterrà 
ad  un  sistema  lineare  di  molteplicità  r  in  modo 
che  sussisteranno  le  relazioni 

q  —  r=Q—p  -r  1 
r  —  q  =^  R  —  p  -T  1. 

Va  sotto  il  nome  di  teorema  di  Cliffoed  [Phil. 
Trans,  1878)  il  teorema  seguente  che  è  una  con- 
seguenza del  teor.  di  Riemann-Roch: 

Se  il  sistema  g     è  speciale  (cioè  il  corrispon- 

dente  numero  r  +  1  è  maggiore  di  zero)  deve  es- 
sere Q^2  q. 

Dato  un  sistema  lineare  g     vi     saranno     certi 

gruppi  di  Q  punti,  appartenenti  al  sistema,  ayenti 
due  0  più  punti  coincidenti;  questi  punti  si  di- 
cono punti  multipli  del  sistema. 

Il  numero  dei  punti  (g  -f  \,^^^  appartenenti  al 
sistema  è  dato  dalla  formola 

(<j  +  ^){Q  +  gp--g) 

(v.  Brill,  Math.  Ann..,  IV;  Clebsch-Lindemann, 


I 
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Geom.  (edit.  frane),  H,  172  \  Questioni  di  questo 
genere  furono  trattate  da  De  Jonquiebes  {Creile, 
LXVI\    Cayley  [Ail  Trans.,  CLYIII)  e  altri. 

Nel  sistema  a  cioè    nel   sistema    di    tutti   t 

gruppi  di  punti  segati  su  f  da  tutte  le  sue  curve 
aggiunte  di  ordine  n  —  3,  vi  è  in  generale  un  nu- 
mero finito  di  gruppi  di  soli  p)  —  1  punti  ciascuno 
contato  due  volte;  tal  numero  è  2^^"^  (2^ — 1); 
questi  gruppi  corrispondono  a  curve  aggiunte.^  di 
ordine  n  --  3,  di  contatto  con  /",  cioè  tali  che 
toccano  f  in  ogni  punto  in  cui  la  incontrano. 

Esistono  poi  2^-1  (2^  +  1)  curve  aggiunte  di  or- 
dine n  —  2  che  toccano  f  in  p  punti. 

Però  la  f  può  essere  una  tal  curva  che  di  tali 
gruppi  ne  esistono  infiniti  e  propriamente  oo"^— i. 
{m  =  2,  3, . .  .)•  Le  studio  di  tali  sistemi  ha  impor- 
tanza per  la  teoria  delle  funzioni  abeliane,  e  fu 
cominciato  da  AVeber  (Math.  Ann.  XIII),  Kraus 
{Id.  XVI). 

Vo^^liamo  riferire  i  risultati  di  Kraus  relativi 
alla  natura  della  curva  f  quando  possiede  tali  si- 
stemi di  gruppi  di  punti: 

Un  tipo  di  curva  f  che  possiede  ^x>^  gruppi  di 
p  —  ì  punti  in  cui  è  toccata  da  una  curva  ag- 
giunta di  ordine  n  —  3,  è  {per  p  >  3)  una  curva 
di  p  -^  V"^  ordine  con  un  punto  in  cui  la  curva 
tocca  sé  stessa  (Selhstherilhrungspunht)  e  con 

(;9--4)(p  +  l) 


Xmnti  doppi  situati   su    di   una   curva  di  ordine 


236     F/,  4.  —  Formala  di  corrispondenza. 


p  —  4.  Per  p  -^S  si  ha  invece  una  curva  di  qnin- 
f  ordine  con  un  punto  triplo. 

Un  tipo  di  curva  f  su  cui  esiste  un  sistema  di 
cx)-  gruppi  di  p  —  \   punti   come  dianzi^    è   una 

curva  di  ordine  p  —  1  coyi  -^  {p  —  l)(p  —  Q,  punti 

doppi  die  stanno  su  di  una  curva  aggiunta,  di  or- 
dine p  —  6.  Il  minimo  genere  per  una  curva  sif- 
fatta è  p  ^  6. 

Un  tipo  di  curva  f  su  cui  esiste  un  sistema  di 
ocm-ì  (^  ^  3^  gruppi  come  dianzi^  è  una  curva  di 
p  —  m  +  2"'^  ordine  con 

^[{p  —  mf  —  (p  +  7n)] 

punti  doppi  che  stanno  su  di  ima  curva  aggiunta 
di  ordine  p  —  m  -{-  S  la  quale  tocca  anche  la  curva 
normale  in  m  —  3  altri  punti.  Il  minimo  valore 
di  p  per  il  caso  di  m=  4:  è  p  =  q. 

L'esistenza  di  tali  sistemi  di  gruppi  corrisponde 
all'esistenza  di  funzioni  3-  le  quali  si  annullano  in- 
sieme alle  loro  derivate  di  vari  ordini,  per  argo- 
menti zero;  ma  su  questi  dettagli  non  possiamo 
entrare  (v.  Weber  cit.) 

E  importante  a  questo  proposito  il  seguente 
altro  teorema  (di  Weber): 

I  (p  —  ì)  -j-  {p  —  ì)  =  2p  —  2  punti  di  contatto 
di  due  curve  aggiunte  di  contatto  di  ordine  n  —  3 
appartenenti  allo  stesso  sistema,  sono  situati  su  di 
un^ altra  medesima  curva  aggiunta  di  ordine  n  —  3. 

Di  qui  risulta  l'esistenza  di  certe  relazioni  qua- 
dratiche identiche  che  devono  allora  sussistere  fra 
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i  primi   membri    delle    equazioni  delle  curve   ag- 
giunte di  ordine  n  —  3. 


Una  categoria  molto  importante  di  curve  è  quella 
delle  cosiddette  curve  iper ellittiche'  Dal  punto  di 
vista  della  teoria  dei  gruppi  di  punti,  queste  curve 
sono  definite  dalla  proprietà  di  possedere  un  si- 
stema g^. 

In  questo  sistema  g\  esistono  2  p  f  2  coppie  di 
punti  coincidenti. 

In  una  curva  iper ellittica  i  pjunti  sono  accop- 
piati in  modo  che  ogni  curva  aggiunta  di  ordine 
n  —  3  che  passi  _pér  uno  dei  punti  della  coppia^ 
passa  necessariamente  anche  per  Valtro, 


Una  formola  che,  nella  teoria  che  ci  occupa,  ha 
molta  importanza  e  svariate  applicazioni  è  quella 
cosiddetta  formola  di  corrispondenza  di  Cayley 
e  BiiiLL,  e  che  può  reputarsi  una  generalizzazione 
di  quella  di  Chasles  (v.  Cap.  I,  §  2). 

Supponiamo  assegnata  una  relazione 

<I>(a?i.T2.r3,       2/i  2/2  2/3)  --=  0 

di  grado  r  in  (00)  e  s  in  (y). 

Dato  un  punto  (r),  questa  determinerà  una  curva 
del  piano  che  segherà  la  f  fondamentale  in  n  s 
punti,  e  dato  un  punto  (y),  si  avrà  una  curva  che 
segherà  la  f  in  nr  punti. 

Si  scelgano  i  punti  (x)  {y)  sulla  curva  f;  va- 
riando [x)  sulla  curva  /'  si  avrà  una  serie  di  gruppi 
di  ns  punti  su  f,  e    variando   {tj)  anche  su  f  si 
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avrà  una  serie  di  gruppi  di  n  r  punti.  Si  ha  dun- 
que una  corrispondenza  fra  due  serie  di  gruppi 
di  punti  su  f.  La  formola  in  discorso  dà  il  numero 
dei  punti  uniti   di   questa  corrispondenza. 

Supponiamo  che  ad  un  punto  (x)  corrispondano 
p  punti  (2/),  dati  dalle  intersezioni  di  una  curva 
della  seconda  serie  con  f ,  la  quale  curva  della 
seconda  serie  incontri  poi  ancora  f  in  y  pimti 
coincidenti  con  (^),  e  che  ad  un  punto  'y)  corri- 
spondano OL  punti  dati  dalle  intersezioni  con  /",  di 
una  curva  della  seconda  serie.  Questa  curva  della 
seconda  serie  deve  passare  ancora  y  volte  per  (2/), 
e  il  uìimero  dei  punti  {00)  die  coincidono  con 
punti  corrispondenti  (y)  è  dato  da 

^  +  P  +  2yp, 

Se  p  =  0  (cioè  se  f  è  razionale)  questa  formola 
si  riduce  a  quella  di  Chasles. 

/  2)unti  di  coincidenza  formano  sempre  il  si- 
stema completo  delle  intersezioni  di  f  con  un^  al- 
tra curva. 

Il  teorema  sopraindicato  fu  enunciato  prima  da 
Cayley  {Compt.  Rend.,  LXII;  Proc.  Lond.  matìi 
Soc.^  I)  ;  indi  fu  dimostrato  da  Brill  (Math.  Ann. 
YI,  VII,  XXXI;  V.  anche  Junker,  Diss.  Tiibin 
gen,  1889).  Altre  dimostrazioni  sono  quelle  di 
ScHUBERT  {Calcul  dcr  abzdhl.  Geom.,  §  18),  Bo 
BEK  (Wien  Ah.,  XCIII\  Lindemann  ^Creile 
LXXXIV),  HuRWiTZ  {Math.  Anìi.,  XXVIII) 
Zeuthen  [Math.  Ami..,  XL),  Segre  (Auìi.  di  mai 
H^W^  §  12  ,  etc.  Alcuni  di  questi  autori  (p.  es 
HuRwiTZ;   hanno    anche  considerato  un  teorema 
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più  generale.   Si  può  anche   vedere  un  paragrafo 
dedicato  a  questo  teorema  nella  Geo  in.  di  Clebsch- 

LlNDEMANN.  '^ 


La  geometria  dei  gruppi  di  punti  su  di  una 
curva  si  può  dire  fondata  da  Hiemann  il  quale 
però  considerava  tale  teoria  dal  punto  di  vista 
(che  in  fondo  è  lo  stesso)  della  teoria  delle  fun- 
zioni algebriche  su  di  una  superficie  Kiemanniana 
(v.  Reperì.^  I,  Cap.  XV);  indi  questa  teoria  si  ò 
svolta  secondo  vari  indirizzi;  l'indirizzo,  che  po- 
tremo chiamare,  funzionale  e  che  fa  capo  appunto 
a  RiEMANN,  e  ai  numerosi  lavori  che  riguardano 
gli  integrali  abeliani;  l'indirizzo  algebrico- geome- 
trico  che  fa  capo  ad  una  fondamentale  Memoria 
di  BiiiLL-NoETHER  (MatJi.  Ann.^  VII);  l'indirizzo 
algebrico-aritmetico  (Kkonecker,  Dedekind,  We- 
ber). In  questi  ultimi  tempi  si  è  aggiunto  anche 
l'indirizzo  geometrico  jmro^  per  il  quale  si  può 
vedere  con  profitto  un  recente  lavoro  di  Segre 
(Ann.  di  mai.,  XXII). 

L'importanza  della  teoria  dei  gruppi  di  punti  è 
grandissima  nello  studio  della  trasformazione  biu- 
nivoca delle  curve  piane  (vedi  sotto),  perchè  per 
quella  trasformazione  le  proprietà  dei  gruppi  pre- 
sentano caratteri  invariantivi. 

Per  amore  di  brevità  tralasciamo  di  citare  tutti 
i  numerosi  altri  lavori  di  Noether,   Brill,  etc. 

I  signori  KiipPER,  Bobek,  Amodeo  (cfr.  Lincei., 
1893;  Ann,  di  mat,,  XXI,  XXIY;  Acc.  Nap.,  1896) 
hanno  anche  studiato  le  cosiddette  curve  Z;-gonaIi 
cioè  quelle  che  possiedono   una  serie  lineare  g^i- 
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senza  avere  una  serie  lineare  semplicemente  infi- 
nita, di  grado  minore,  e  di  cui  le  curve  iperelit- 
tiche  sono  caso  particolare. 

Naturalmente  ogni  curva  è  /i;-gonale,  purché  k 
abbia  valore  conveniente. 

Aggiungeremo  che  un  lavoro  recente  in  cui  si 
può  trovare  trattata  la  teoria  col  metodo  algebrico 
è  quello  di  Bbrtini  {Ann.  di  mat.,  XXII).  *  Al- 
tre indicazioni  si  trovano  in  un  lavoro  storico  di 
Brill-Noether  {Jahresher,  d.  D.  Math.  Verei- 
nig.,  Ili,  1892-93). 


§  5.  —  Trasformazioni  biunivoche  del  piano 

O  DI  CURVE  piane.  —  TrASEORMAZIONI  MULTIPLE. 

Poniamo 

yi  -A  (^1^2  ^3)"*       (^-=■l,  2,  3;      (1) 

essendo  le  fi  funzioni  razionali  intere  di  ordine  n 
nelle  x^  x^  or^  (senza  fattore  comune)  ;  e  suppo- 
niamo che  risolvendo  queste  due  relazioni  rispetto 
alle  X  si  abbia 

^^i  =?/ (2/12/22/3)  (^=^1,  2,  3)  (2j 

dove  le  ?  sieno    anche   funzioni    razionali    intere. 


*  Le  note  di  Amodeo  contengono  qualche  svista  facil- 
mente correggibile.  Il  lavoro  del  Bertini  contiene  poi,  per 
conto  suo,  altre  sviste  nei  punti  in  cui  corca  di  correggere 
quelle  di  Amodeo. 

*"*  Il  segno  =  significa  proporzionalità  ;  le  relazioni  so- 
vrascritto sono  i)erciò  sostanzialmente  r///^  non  tre. 
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Allora  diremo  che  le  (1)  determinano  ìina  trasfor- 
mazione Urazionale,  ohiimivoca  piana^  nel  senso 
che  per  esse  si  possono  far  corrispondere  i  punti 
di  due  piani  (piano  x  e  piano  y,  che  potrebbero 
anche  essere  sovrapposti)  in  modo  che  ad  un 
punto  delV uno  corrisponde  uno  e  ìtno  solo  punto 
deir  altro  e  viceversa. 

Una  siffatta  trasformazione  si  dice  anche  trasfor- 
mazione hirazionale  o  Gremoniana  dal  nome  di 
chi  per  il  primo  l'ha  stabilita  in  tutta  la  sua  ge- 
neralità. 

Una  prima  proprietà  fondamentale  è  la  seguente  : 

Il  grado  delle  ^-i  deve  essere  il  ^medesimo  del 
grado  delle  fi. 

Inoltre  : 

Perchè  la  trasformazione  sia  hiunivoca  è  neces- 
sario che  la  rete  formata  colle  tre  curve 

abbia  n^  —  1  punti  fissi  (punti  fondamentali  della 
trasformazione).  Una  tal  rete,  come  si  sa,  si  chia- 
ma omaloidica  (v.  pag.  225). 

Lo  stesso  naturalmente  deve  anche  verificarsi 
per  la  rete  delle  tre  curve  ^i  =  0. 

Le  curve  fi  =  0,  cp^-  =  0  devono  essere  tutte  di 
genere  zero^  e  i  loro  punti  multipli  devono  tro- 
varsi tutti  nei  ptmti  fondamentali  della  trasfor- 
mazione. 

Se  supponiamo  che  fra  gli  n^  —  1  punti  fonda- 
mentali ve  ne  sieno  y-i  semplici  per  tutte  le  curve, 
y..,  doppi  per  tutte  le  curve  .  .  .y-n-i  [n  —  1)^'^**  per 
tutte  le  curve,  fra  i  7iumeri  oc  devono  sussistere  le 

Pascal.  16 
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tre  relazioni  di  mi  una  è  conseguenza  delle  altre 
due  : 

ocj  -h  4  0^2  +  9  3^3  +  . . .  4-  (>^  -  1)"  ^n-ì  =  n^  ~  1 
7-2  f  3  «3  +  . . .  +  ^(n-i;  (n-2)a,,_.i=^07~l)(n-2) 

aj  4-  3oc2  +  Gag  +  ...  -\--~n (n— 1) ^n-\-—n{ji  f  3)— 2. 

Dato  il  valore  di  n  si  possono  da  queste  forinole 
trovare  i  valori  possibili  per  i  numeri  a;  delle  ta- 
vole sono  state  costruite  a  questo  scopo  da  Cre- 
mona e  Catley. 

Un  punto  fondamentale  h'^^^  per  tutte  le  curve 
della  trasformazione  si  dice  un  'punto  fondamen- 
tale d'ordine  k. 

Le  precedenti  formolo  sussistono  se  le  f  (e  le  ^f ) 
non  hanno  tangenti  comuni  nei  punti  fondamentali. 

Ad  un  punto  fondamentale  d^ordine  k  in  un 
piano^  corrisponde  nell'altro  una  curva  cV ordine  k 
e  di  genere  zero  (curva  fondamentale  k^^)* 

Le  curve  fondamentali  di  un  piano  hanno  i 
loro  punti  multipli  nei  punti  fondamentali  del 
medesimo  piano,  e  non  si  tagliano  fra  loro  che  in 
questi. 

La  curva  fondamentale  Z:"^^  passa  per  il  punto 
fondamentale  cF ordine  h,  lo  stesso  mimerò  ^kh  di 
volte  che  la  curva  fondam.  d'ord,  h  passa  per  il 
punto  fond.  d'ord.  k. 

Si  ha'  dunque  y-hk  =  ^-ich^  Inoltre  il  determikante 
\%ìiic\  =  ±  n. 
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Una  curva  fondamentale  passa  per  un  punto 
fond.  d'ord.  k,  ?>k  —^  volte. 

Se^  come  sopra^  m  è  il  numero  dei  punti  fonda- 
mentali  d'ordine  i,  Ì7i  uno  dei  piaìii^  e  pi  l'analogo 
numero  nelValtro  piano,  si  ha  ^  ^i  =  ^  P/,  e  i  nu- 
meri P  non  differiscono  dai  numeri  a  che  solo  nel- 
Vordine  (teor,  di  Cremona). 

La  somma  dei  tre  numeri  d'ordine  dei  tre  punti 
fondamentali  d^ ordine  più  elevato  è  sempre  mag- 
giore di  n. 

È  importantissimo  il  seguente  teor.; 

Ogni  trasformazione  Cremoniana  può  essere 
sempre  surrogata  da  un  numero  finito  di  trasfor- 
mazioni quadratiche^  di  cui  i  tre  punti  fondamen- 
tali sono  nei  tre  punti  fondamentali  di  ordine  pia 
elevato  della  trasf.  primitiva. 

Questo  teor.  fu  dato  da  Clifford  (v.  Cayley 
Proc.  of  the  Lond.  math.  Soc,  III),  Noether 
(Math.  Ann.,  Ili,  V),  Rosanes  (Creile,  LXXIII). 

Per  una  trasformazione  quadratica  (n  =2),  alle 
rette  di  un  piano  corrispondono  nelV  altro.,  coni- 
che che  passano  per  tre  punti  fissi,  e  al  punto 
d^  intersezione  di  due  rette,  corrisponde  il  quar- 
to punto  d^  intersezione  delle  due  coniche  corri- 
spondenti. 

Le  equazioni  della  trasf.  quadratica  possono 
sempre  ridursi  alla  forma  (Cayley) 

^1  Ih  -^  x.>  y2  =  x^  2/3 . 

Ponendo  i  tre  punti  fondamentali,  due  nei  due 
punti  ciclici  del  piano,  e  il  terzo  nell'origine  delle 
coordinate  cartesiane,  si  ha  la  cosiddetta  trasfor- 
mazione per  raggi  vettori  reciproci,  o  inversione; 
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alcuni    danno  il  nome  di  inversione  alla   trasfor- 
mazione quadratica  generale. 

Per  una  trasformazione  quadratica,  a  una  cun  n 
di  m^'^^  ordine,  passante  k^,  k^^  /%  volte  per  i  tre 
punti  fondamentali,  corrisponde  una  curva  di  or- 
dine 2  ni  —  ki  -'  k^,  —  7^3  passante  ni  —  {k^  +  k^, 
m  —  {k^  -f-  Z^i),  m  —  (ki  +  k^)  volte  per  i  punti 
fondamentali  del  proprio  piano. 

Per   una   trasformazione  d/  ordine  n,   ad   una 
curva  d'ordine  m  passante   U  volte  per  un  punto 
fondamentale  d'  ordine  ri^  corrisponde  una  curva  . 
(V ordine  u  =  71  m  —  ^  n  li,  passante 

'>k  =  m  sk  -  ^  r;  (/-u- 


volte  per  un  punto  fondamentale  d' ordine  su  (l 
yik  hanno  il  significato  sopraindicato). 


Se  vogliamo  che  la  trasformazione  non  sia  bi- 
univoca per  tutto  il  piano^  ma  solo  per  i  punti 
di  due  curve  F  a  F^  corrispondenti,  allora  non  è 
più  necessario  che  la  rete  di  trasformazione  sia 
omaloidica.  Bisognerà  però  che  le  curve  della  rete 
che  si  tagliano  in  un  2^unto  di  F^  non  si  taglino 
Klteriormente  in  altro  punto  di  F  abnenochè  gue- 
st'ultimo  punto  non  sia  un  punto  fondamentale,^ 
cioè  comune  a  tutte  le  curve  della  rete. 

Per  una  trasformazione  birazionale  il  genere 
di  una  curva  resta  inalterato  (teor,  di  Riemann, 
detto  della  conservazione  del  genere). 

Una  curva.,  non  riduttihile.,  razionale  si  può  tra- 
sformare hirazionalmente  in  una  retta. 
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Uìui  curva  di  (/enere  1  (cttrra  ellitticuj  si  può 
ìli  razionalmente  trasformare  in  una  curva  di  3:' 
ordine.  ,^ 

Le  curve  ag^munté  di  ordine  n  —  3  (v.  §  4)  go- 
dono di  una  nmarchevole  proprietà  per  una  tra- 
sformazione hirazionale;  propriamente: 

Se  per  una  trasformazione  hirazionale  una  cur- 
va F  di  ordine  n  diventa  F'  di  ordine  v,  il  si- 
stema dei  punti  d^ intersezione  colle  curve  aggiunte 
di  ordine  n  —  3  di  F  si  trasforma  nel  sistema  dei 
punti  d'intersezione  di  F'  colle  sue  curve  aggiunte 
di  ordine  v  —  3. 

Considerando  una  rete  di  curve  aggiunte  di 
ordine  n  —-  3,  relative  ad  una  data  curva  i^^,  di  ge- 
nere p,  prendendo  i  punti  base  della  rete  tutti  sulla 
curva  F,  e  assumendo  infine  tale  rete  come  base 
di  una  trasformazione  birazionale  della  curva,  la 
curva  F  si  trasforma  in  una  di  ordine  p  +  1  con 

punti  multipli  equivalenti  a  \^  p  {p  —  3)    punti 

doppi. 

Una  tal  curva  può  prendersi  come  tipo  normale 
per  una  curva  di  genere  p)- 

Scegliendo  poi  in  maniera  speciale  su  F  i  p  —  3 
punti  base  della  rete,  la  curva  trasformata  diventa 
quella  di  minimo  ordine  possibile  in  cui  può  tra- 
sformarsi una  curva  di  genero  2^;  tale  minimo  or- 
dine è  rispettivamente 


2  71  +  2 

se 

p^^r. 

27t  +  3 

so 

p  =  3^ 

-!    1 

2  TV  +   4 

se 

P  =  3t: 

+  2 

(Bkill-Noethek,  Math.  Ann.,  VII.) 
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A  questi  problemi  si  riattacca  quello  della  de- 
terminazione del  numero  dei  ynoduli  di  una  curva 
di  dato  genere,  cioè  del  numero  di  quelle  funzioni 
(lei  coefficienti  dell'equazione  della  curva  che  si 
comportano  come  invarianti  assoluti  rispetto  ad 
una  qualunque  trasformazione  birazionale. 

Il  risultato  cui  si  giunge  è  il  seguente  (Rie- 
Mann)  : 

Per  p  =  0,  cioè  per  le  curve  razionali,  il  numero 
dei  modidi  è  zero;  per  p=-^l^  cioè  per  le  curve 
ellittiche,  il  numero  dei  moduli  è  1]  per  p'>ì  il 
numero  dei  moduli  e  3p  -  3. 


Un'importante  applicazione  della  trasformazione 
Cremoniana  del  piano  e  quella  cosiddetta  della 
scomposizione  delle  singolarità. 

Mediante  una  trasformazione  Cremoniana  si  può 
ottenere  da  una  curva  con  punti  multipli  a  tan- 
genti coincidenti.^  una  curva  con  sole  singolarità 
ordinarie,  cioè  con  soli  punti  multipli  a  tangenti 
distìnte, 

Questo  problema  fu  trattato  specialmente  da 
NoETHER  (Gott.  Nach.,  1871;  Math.  Ann.,  IX). 

Indi  con  trasformazioni  birazionali  della  curva 
si  può  ridurre  la  curva  che  ha  sole  singolarità 
ordinarie,  in  altra  con  soli  punti  doppi  (v.  Ber- 
TiNi,  Math.  Ann,,  XLIV). 


Le  trasformazioni  birazionali  quadratiche  erano 
state  considerate  da  Magnus  {Sanimlung  von 
Aufg.,  etc.  Berlin,  1883)  e  da  Steiner  (Creile, 
Vili),  ma  la  teoria  generale  delle  trasformazioni 


F/,  5.  —  Indicaz.  biòllo(/raficlie.         241 


birazionali  fu  stabilita  da  Cremona  {Acc.  Bolo- 
(jna,  1863,  1865;  Giorn,  di  Batt.,  I,  III).  Altri 
lavori  importanti  furofio  :  Cayley  (Proc.  London 
math.  Soc,  III,  1870),  Rosanes  {Creile,  LXXIII), 
Clebsch  {Math.  Ann.,  Ili),  Noetheh  {Id.,  V). 

Per  una  esposizione  della  teoria  delle  trasfor- 
mazioni birazionali  sia  fra  piani,  che  fra  curve,  si 
può  con  profitto  consultare  la  Geom,  di  Clebsch- 
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Sono  state  considerate  anche  le  trasformazioni 
non  biunivoche  (multiple)  fra  due  piani;  e  le  tra- 
sformazioni multiple  fra  due  curve. 

Una  formola  che  lega  i  generi  di  due  curve  in 
corrispondenza   non   biunivoca   è   quella   di   Zeu- 

THEN. 

Si  abbiano  due  curve  in  corrispondenza  tale  che 
ad  un  punto  della  prima  (di  genere  p)  corrispon- 
dano m  punti  della  seconda  (di  genere  p)  e  ad 
un  punto  della  seconda,  m^  punti  della  prima.  Sulle 
due  curve  vi  sieno  rispett.  [^,  [j^^  coincidenze,  cioè 
accada  [^  volte  che  sulla  prima  curva  fra  i  punti 
corrispondenti  ad  un  punto  della  seconda,  ve  ne 
sieno  due  coincidenti,  ecc.  Si  ha  allora  la  for^ 
mola  (Zeuthen,  Math,  Ann.,  III). 

^.  —  tjj  =i2m'(p  —  ì)-2  m  {p'  —  1). 

Par  m  ^-  m'  ^^  1  si  ha  la  corrispondenza  biuni- 
voca, e  da  questa  formola  risulta  p  ==  p'  {teor.  di 
Kiemann). 

Fra  le  corrispondenze  multiple  fra  due  piani 
sono  comprese  le  isogonali,   cioè  quelle  che  coq- 
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servano  gii  angoli  (vedi  l'opera  di  Holzmììller 
{Tlì.  der  isog.   Verivandsch.  Leipzig,  1883). 

I  principali  lavori  sulle  trasformazioni  multiple 
sono  quelli  di  Wiener  {Math,  Ann.^  Ili),  De 
Paolis  {Mem,  Lincei,  1877-78),  Noether  {Ed. 
Ber.,  1878),  Jung  {Rend.  Lincei,  1886;  Ist.  Lomh., 
1888),  Bertini  {Ist.  Lomh.,  1889). 


CAPITOLO  VII. 
Le   cubiche   piane. 


§  1.  —  Generalità  sulle  cubiche. 
Punti   di  elesso.  Punti    tangenziali. 

V equazione  generale  di  ima  curva  di  S.""  or- 
dine contiene  omogeneamente  dieci  coefficienti; 
quindi  dati  nel  piano  nove  punti  ahbitraiiia- 
mente,  per  essi  passerà  in  generale  una  solcc 
cubica. 

I  nove  punti  possono  essere  però  dipendenti  fra 
loro  in  modo  che  per  essi  passino  infinite  cubiche. 

Tutte  le  cubiche  che  passano  per  otto  punti  del 
piano^  2MSsano  anche  per  un  nono  punto  deter- 
minato dai  primi. 

La  cubica  è  in  generale  di  6'."  classe  e  di  ge- 
nere 1;  ha  nove  punti   di  flesso. 

Se  la  cubica  ha  un  punto  doppio^  il  suo  genere 
è  zero,  ed  essa  è  di  4.^  classe.,  ha  tre  punti  di 
flesso  allineati.  I/equazione  di  ima  tal  cubica  di- 
pende da  otto  costanti. 

Se  la  cubica  ha  una  cuspide,  il  suo  genere  è 
ancora  zcìv,    la   .oia    classe  e  o,  e  il  numero  dei 
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suol  flessi  è  1.  Uequazìone  di  iuta  tal  cubica  di- 
pende da  sette  costanti* 

La  congiimgente  due  punti  di  flesso  passa  sem- 
pre per  un  terzo  flesso. 

1  nove  punti  di  flesso  sono  situati  a  tre  a  tre 
su  12  rette,  e  per  ciascun  flesso  passano  quattro 
di  tali  rette. 

I  nove  punti  di  flesso  non  possono  essere  tutti 
reali;  al  massimo  ve  ne  sono  solo  tre  reali. 

Le  quattro  di  tali  rette  passanti  per  un  flesso 
formano  un  grupypo  equianarmonico. 

Queste  12  rette  formano  quattro  terne  di  rette, 
tali  che  ogni  terna  contiene  tutti  i  nove  punti  di 
flesso;  ognuno  dei  triangoli  che  ha  per  lati  le  tre 
rette  di  una  terna,  si  dice  triangolo  d^  inflessione. 

Per  i  nove  punti  di  flesso  di  una  cubica  pas- 
sano influite  cubiche  aventi  tutti  i  medesimi  punti 
di  flesso;  il  fascio  di  tutte  queste  cubiche  si  dice 
fascio  sizigetico. 

Indicando  con  f=--0  l'equazione  della  cubica 
data  e  con  11=0  l'equazione  della  cubica  Hes- 
siana  (v.  Gap.  V),  il  fascio  sizigetico  ha  per 
equazione 

LVa  le  curve  di  questo  fascio  sono  compresi 
dunque  amiche  i  quattro  triangoli  d' inflessione* 

La  conica  polare  di  un  flesso  si  scinde  in  due 
rette,  di  cui  runa  è  la  tangente  d^  inflessione,  e 
V  altra  è  un^  altra,  retta  che  si  chiama  la  polare 
armonica  del  flesso. 

La  polare  armonica  del  flesso  ha  la  proprietà 
che  ogni  retta  condotta  per   il  flesso,  la  taglia  in 
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un  punto  che  è  il  coniugato  armonico  del  flesso 
stesso  rispetto  agli  altri  due  punti  in  cui  la  retta 
segante  incontra  la  fiiibica.  Di  qui  viene  il  nome 
di  polare  armonica. 

Quindi  anche: 

La  polare  armonica  di  un  flesso  taglia  la  cu- 
bica nei  tre  punti  di  contatto  delle  tangenti  con- 
dotte dal  flesso  alla  cubica  stessa. 

Tutte  le  cubici  te  del  fascio  sizig  etico  hanno  au' 
che  le  medesime  polari  armoniche. 

Le  tangenti  di  due  flessi  si  incontrano  sulla  po- 
lare armonica  del  flesso  che  è  allineato  coi  due 
primi. 

IjC  polari  armoniche  di  tre  flessi  allineati  si 
incontrano  in  un  punto- 

Ad  ogni  punto  di  una  cubica  ne  corrisponde  un 
altro,  che  e  il  punto  d'intersezione  colla  cubica 
della  tangente  nel  primo  punto. 

Tal  punto  si  dice  punto  tangenziale  o  satellite 
del  dato. 

I  tre  punti  tangenziali  di  tre  punti  in  linea 
retta  sono  anche  in  linea  retta  (retta  satellite  della 
prima). 

Esiste  una  retta  del  piano  (la  retta  satellite 
della  retta  alV infinito)  che  ha  la  proprietà^  che 
la  distanza  di  un  punto  della  curva  da  essa  sta 
in  un  rapporto  costante  col  prodotto  delle  distanze 
dello  stesso  punto  dai  tre  assintoti  (le  tangenti  nei 
tre  punti  air  infinito). 

I  quattro  punti  di  contatto  delle  quattro  tan- 
genti che  da  un  punto  P  della  curva  possono  con- 
dursi alla  curva  stessa^  formano  un  quadrangolo 
di  cui  i    tre   punti'  diagonali    xoìio  situali   aurlir 
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sulla  cat'vd  ■  t^  l^  tanyeiirt  (((dia  curva  in  tali  tre 
punti,  insieme  alla  tangente  in  P  concorrono  in 
un  medesimo  punto  della  curva  stessa. 

Il  RAPPORTO  ANARMONico  delle  quattro  tan- 
genti che  da  un  punto  della  curva  si  possono  con- 
durre alla  curva  stessa,  è  costante  al  variare  del 
primo  punto.  Questa  proprietà  è  molto  importante. 

Per  un  punto  A  di  una  cubica  conducianio  una 
retta  che  incontri  la  curva  in  due  altri  punti  P,  Q  ; 
e  formiamo  indi  il  quadrangolo  completo  avente 
per  vertici  i  quattro  punti  di  cui  A  è  punto  tan- 
genziale ;  due  lati  opposti  di  questo  quadrangolo 
tagliano  la  retta  data  in  due  punti  coniugati  ar- 
monici fra  loro    rispetto  a  P  e  Q.  (teor*  di  Ma- 

CLAURIN.) 

Si  abbiano  tre  punti  A,  B,  C  in  linea  retta  di 
una  cubica;  da  A  e  B  si  conducano  due  tangenti 
alla  curva  ;  la  retta  che  congiunge  i  due  punti  di 
contatto  taglia  la  curva  in  un  punto  di  cui  il 
punto  tangenziale  è  C. 

Se  i  punti  tangenziali  di  tre  punti  /J,  B,  C  sono 
in  linea  retta,  saranno  in  linea  retta  i  punti  ABC 
in  cui  BCy  CA,  AB  tagliano  nuovamente  la 
cubica. 

Esiste  un  numero  infinito  di  poligoni  di  2  u 
lati  e  2n  vertici,  tali  che  mentre  i  vertici  sono 
situati  sulla  cubica,  i  lati  pari  si  incontrano  tutti 
in  uìi  punto  A,  e  i  lati  dispari  in  un  punto  B 
(poligoni  di  Steiner,  Creile^  XXXII).  I  due  punti 
^  e  7i  si  dicono  associati. 

Lo  studio  di  questi  poligoni  si  fa  ottimamente 
mediaute  la  teoria  delle  funzioni  ellittiche  (vedi 
più  sotto). 
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La  Hemana  e  la  Steineriana  cVuna  cubica  sono 
identiche  e  sono  curv^a  di  S.""  ordine. 

La  Cayleyana  di  una  cubica  è  ima  curva  di 
3.''  classe  e  di  6\^  ordine;  essa  è  V inviluppo  di 
fiitte  le  coniche  polari  dei  punti  del  piano,  le 
j  li  ali  si  scindono  in  due  rette. 

Una  cubica  qualunque  può  considerarsi  come  la 
Ilessiana  di  tre  altre  cubiche,  e  ocjni  curva  di  3^ 
classe  può  considerarsi  come  Catjleyana  di  una 
cnhica. 

Si  abbiano  due  rette  u,  ii\  e  si  consideri  il  fa- 
scio di  coniche  polari  dei  punti  di  u  rispetto  alla 
cubica.  Il  polo  di  u\  rispetto  a  ciascuna  di  que- 
ste coniche  del  fascio,  percorre  una  conica  che  si 
chiama  1a  poloconica  mista  delle  due  rette  (Cke- 
mona).  Se  le  due  rette  coincidono  si  ha: 

La  curva  inviluppata  dalla  retta  polare^  ri- 
spetto ad  lina  cubica,  di  tutti  i  punti  di  una  retta , 
è  mia  conica  die  si  chiama  la  poloconica  pura 
della  retta. 

La  Hessiana  è  toccata  dalla  poloconica  pura  di 
una  retta  nei  tre  punti  in  cui  la  retta  taglia  la 
Hessiana  stessa. 

Se  da  un  punto  del  piano  si  conducono  le  sei 
tangenti  ad  una  cubica,  i  punti  tangenziali  dei 
sei  punti  di  contatto  si  trovano  su  di  una  conica 
la  quale  si  chiama  la  conica  satellite  (Cremona) 
del  punto  a,  o  della  conica  polare  di  a  (su  cui 
stanno  i  sei  punti  di  contatto  delle  sei  tangenti). 
La  conica  polare  di  un  punto,  e  la  conica  sa- 
tellite  dello  stesso  punto  si  toccano  nei  due  punti 
in  cui  esse  sono  fagliate  dalla  retta  potar p  del 
punto. 
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Se  una  conica  ha  con  ima  curva  di  3.^  ordine 
due  punti  di  contatto  di  2.®  ordine  (due  punti  cia- 
scuno dei  quali  è  da  considerarsi  come  la  riunione 
di  tre  punti  infinitamente  vicini)  la  congiungente 
tali  due  punti  passa  per  un  flesso.  Di  tali  coniche 
ne  esistono  nove  sistemi. 

Per  ogni  punto  di  contatto  di  una  tangente  con- 
dotta alla  cubica  da  un  punto  di  flesso^  passa  una 
conica  che  ha  colla  cubica  in  quel  punto  un  con- 
tatto di  5.^  ordine. 

Un  siffatto  punto,  cioè  un  punto  su  di  una  curva 
tale  che  in  esso  una  conica  può  avere  colla  curva 
un  contatto  di  5.°  ordine^  si  dice  un  punto  sesta- 
tico  della  cur^a. 

Sulla  cubica  esistono  27  punti  sestatici.  Essi 
corrispondono  anche  ai  27  punti  d'' intersezione 
della  cubica  colle  nove  polari  armoniche. 

Esistono  tre  sistemi  diversi  e  composti  ciascuno 
d'^un  numero  doppiamente  infinito  di  coniche  che 
toccano  una  curva  di  3.^  ordine  in  tre  punti. 

I  punti  tangenziali  dei  tre  punti  in  cui  una  di 
tali  coniche  tocca  la  cubica  sono  in  linea  retta. 


Le  cubiche  piane  furono  studiate  da  Newton 
{Enumeratio  linearum  tertii  ordinis.,  1704)  e  Ma- 
CLAURiN  {De  linearum  geom.  proprietatibus  gene- 
ralibiis  Tractatus).  Nei  tempi  più  moderni  esse 
furono  studiate  da  Plùcker  {System  der  anal. 
Geom.^  1835),  da  Steiner  {Op.,  II),  da  Hesse 
[Creile,  XXVIII,  XXXVI,  XXXVIII),  da  Sal- 
MON  [Creile,  XLII),  da  Cayley,  da  Chasles,  da 
Cremona,  da  Durege  e  da  molti  altri  autori. 
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Le  curve  di  3.*  elasse  furono  studiate  da  Cay- 
LEY  (Joiirn.  de  IJouville^  IX,  1844;  Phil.  Trans., 
1857),  da  Hesse  (cii.),  da  Bellavitis  {Istituto 
Veneto,  1852),  ecc. 

Le  opere  principali  dove  si  trovano  raccolte  le 
proprietà  delle  cuÌ3Ìche  sono  quelle  di  Cremona 
{Introd.^  ecc.),  Salmon  {Higher  piane  ciirves), 
DuREaE  {Die  ebenen  Curven  3.*^^'  Ordn.  Leipzig, 
1871),  ScHROETER  {Theovie  der  ebenen  Curven 
3J^^'  Ordii.  Leipzig",  1888),  Clebsch-Lindemann 
(Geoìn.). 

La  teoria  delle  funzioni  ellittiche  fu  applicata 
alio  studio  delle  cubiche  piane,  per  la  prima  volta 
in  una  Memoria  di  Clebsch  (Creile,  LXIII). 

Per  questo  argomento  si  può  vedere  la  Geom. 
di  Clebsch-Ltndemann  e  un  capitolo  del  II  voi. 
dell'opera  di  Halphen  (Fonct.  ellipt.). 

Per  le  proprietà  delle  varie  cubiche  di  genere 
zero  (unicnrsali,  razionali)  citeremo  l'opera  re- 
cente di  Btnder  [Theorie  der  unicursalen  Pian- 
curven.  Leipzig,  1896). 


§  2.  —  Generazioni  protettive  delle  cùbiche. 

Date  nel  piano  tre  coppie  di  punti  A,  Ai ]  B  Bi; 
C,  Ci  tali  die  non  sieno  i  vertici  opposti  di  un 
quadrilatero  completo,  il  luogo  di  un  punto  P  tale 
che  le  tre  coppie  di  raggi  P A,  P Ai;  P B,  PBii 
re,  P  Ci  siano  in  involuzione,  è  ima  curva  ge- 
nerale di  3.""  ordine^  che  passa  per  i  sei  punti  dati. 
A  tale  luogo  appartengono  i  punti   d'intersezione 
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di  A  B,  Al  i?i,  e  così  di  A  By^  Ai  B\  chiamiamoli 
rispett.  i>,  Di  ;  così  si  avranno  i  punti 

E=  (A  C,  Al  Ci),  Ei  -  {A  Ci,  A,  C),  ecc. 

I  punti  come  J,  Ai',  B,  Bi]  I),  Di,  ecc.  si  chia- 
mano punti  coniugati. 

La  proprietà  caratteristica  di  due  punti  coniu- 
gati è  la  seguente: 

Le  tangenti  in  due  punti  coniugati  si  incoìi- 
trano  sulla-  curva  stessa  in  un  punto  die  è  a  sua 
volta  il  punto  coniugato  del  terzo  punto  d'inter- 
sezione colla  curva  della  retta  che  congiunge  i  due 
primitivi  punti  conitigati. 

Altre  generazioni  proiettive  delle  cubiche  sono 
le  seguenti: 

Si  consideri  un  fascio  di  coniche  e  un  fascio  di 
rette  rispett.  fra  loro  proiettivi  (i  parametri  di  una 
conica  e  di  una  retta  dei  due  fasci  sieno  legati  da 
una  relazione  bilineare);  il  luogo  dei  punti  cV  in- 
tersezione di  un  raggio  colla  conica  corrispondente 
è  una  cubica  che  passa  per  il  centro  del  fascio  di 
rette  e  per  i  quattro  punti-base  del  fascio  di  co- 
niche (Chasles). 

Se  su  di  una  cubica  si  assumono  quattro  punti 
come  punti-base  di  un  fascio  di  coniche,  ogni  co- 
nica di  tal  fascio  segherà  ancora  la  curva  in  due 
punti  la  cui  con  giungente  passa  per  un  punto  fisso 
della  cubica  stessa  (punto  opposto  ai  quattro 
punti  dati). 

Si  consideri  il  sistema  (schiera)  di  coniche  tan- 
genti a  quattro  rette  date;  da  due  punti  dati  si 
conducano  le  due  coppie  di  tangenti  a  ciascuna 
conica  del  sistema;  il  luogo  dei  punti  d' interse- 
zione di  tali  tangenti  è  una  cubica  generale. 
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Un'altra  generazione  delle  cubiche  è  quella  detta 
di  Grassmann: 

Un  punto  P  desc/ive  una  curva  di  3.^  ordine 
se  le  rette  che  lo  congitmgono  a  tre  pnnti  fissi  in- 
contrano tre  altre  rette  fisse  in  tre  punti  allineati. 
In  tal  caso  questa  retta  mobile  in  cui  sono  alli- 
neati i  tre  punti  invihqjpa  una  curva  di  3^  classe. 

Per  un'altra  costruzione  geometrica  di  Schkoe- 
TER  V.  Math.  Ann.,  Y. 

Per  la  costruzione  di  una  cubica,  dati  nove 
punti  di  essa,  e  per  la  costruzione  del  nono  punto 
per  cui  passano  tutte  le  cubiche  del  fascio  deter- 
minato da  8  punti,  vedi  principalmente  Chasles 
{Compt.  liend.,  1853),  Cayley  (Quart.  J.  of  math., 
V,  1862),  Cremona  (Introd.)^  ecc. 

§  3.  —   Forme  .canoniche   dell'equazione  di 
UNA  CUBICA.  ~  Classificazioni  varie  delle 

CUBICHE. 

Prendendo  per  vertice  (^i  =  0,  Xg=0)  del  trian- 
golo fondamentale  delle  coordinate  un  punto  di 
fiesso  della  curva,  per  retta  ;r3  =  0  la  tangente  di 
flesso,  e  per  retta  %  =  0  la  polare  armonica  del 
medesimo  fiesso,  Inequazione  (in  coordinate  omo- 
genee) della  cubica  è 

^3  ^2^  =  aXi^  -\-  3b  Xi-  cTo  +  3  e  ^1  x-^^  +  d  x/. 

Scindendo  il  polinomio  del  secondo  membro  nei 
suoi  tre  fattori  lineari,  ciascuno  dì  questi,  egua- 
gliato a  zero,  rappresenta  una  delle  tre  tangenti 
che  dal  fiesso  possono  condursi  alla  curva. 
Pascal.  17 
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Scegliendo  per  retta  o^i  =  0  una  di  tali  tangenti^ 
r equazione  della  curva  può  ridursi  alla  forma 

^'ò  ^2    ^^  ^1  V^l  ^3/  (^1  ^^    ^3)  i 

ovvero  anche    alla   forma   (con   altra  opportuna 
scelta  dell'asse  x^  =  0) 

■X,,  xi  --  4  x^^  —  g^  .^'l  ^3^  -  ^3  ^33. 

liiducendo  l'equazione  della  cubica  sotto  una 
delle  forme  precedenti  si  vede  che  le  coordinate 
di  un  punto  della  curva  sono  proporzionali  a  fun- 
zioni ellittiche  di  un  parametro.  Propriamente 
può  porsi 

^1  :  a?2  :  ^3  -=  p  (u)  :  p'  (u)  :  1 

dove  Pj  p  sono  le  funzioni  ellittiche  di  Weierstrass. 

Quando,  ridotta  la  equazione  della  cubica  sotto 
l'ultima  forma  indicata,  si  ha  g^  =  0  allora  si  ha 
la  cosiddetta  cubica  armonica  la  quale  ha  la  pro- 
prietà che  le  quattro  tangenti  condotte  da  un 
punto  della  cubica  alla  curva  stessa  formano  un 
gruppo  armonico. 

Quando  invece  è  g.2  =  0,  allora  si  ha  la  cubica 
equianarmonica,  la  quale  ha  la  proprietà  che  le 
quattro  tangenti  condotte  da  impunto  della  curva 
alla  curva  stessa^  formano  un  gruppo  equianar- 
monico. 

Se  si  assume  come  triangolo  fondamentale  delle 
coordinate  uno  dei  triangoli  d^ inflessione^  V equa- 
zione di  una  cubica  generale  diventa: 

a  (^1^  +  x^^  +  ^-3^)  +  6  ò  ^1  0C2  ^3  =  0. 

Se  si  assume  come  triangolo  fondamentale  delle 
coordinate  quello  formato  da  tre  tangenti  d^  in- 
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fiessione  r  equazione  della  cubica  è 

(.Ti  +  ^.3  +  x^}^  +  21kx^  X2  ^3  --  0. 

L'  equazione  di  una  cubica  con  un  punto  dop- 
pio (cubica  razionale)  si  può  ridurre  alla  forma 

^iM-  ^2^ +  6  ^1:^2  ^3  =  0 

prendendo  per  triangolo  delle  coordinate  quello 
formato  dalla  retta  oc\^  =  0  in  cui  sono  allineati 
i  tre  punti  di  flesso^  e  dalle  due  tangenti  nel  punto 
doppio  (COi=zO^  X2  =  0), 

L'equazione  di  una  cubica  con  una  cuspide  si 
può  ridurre  alla  forma 

X2  *J  ^\    »^3  —  V-/ 

prendendo  per  triangolo  fondamentale  quello  for- 
mato dalla  tangente  cuspidale,  {xi  =  0),  dalla  tan- 
gente nelVunico  punto  di  fesso  (-^3  =  0)  e  dalla 
congitmgente  la  cuspide  col  flesso  fe^^)- 

Se  V  equazione  della  cubica  si  pone  sotto  la 
forma 

Xi^  +  xi  +  xi  +  6  m  Xy  Xo  00^  =  0, 
l'equazione  della  Hessiana  è  (v.  §  4) 
jff-_=  _  6m2(iri3  ^  ,^^3 ,  ^^3)  +  6(1+2  ni^]x^x.,x,  =  0, 

e  V equazione  della  Cayleyana  è  (in  coordinate  di 

rette) 

8  —  -  6m {u^^^  +  ui  +  U'^)  -  6(1  -^m^)ux  u^u-^  =  0. 

L'equazione  di  una  cubica  si  può  ridurre  a  con- 
tenere solo  i  cubi  di  quattro  forme  lineari  nelle 
coordinate. 
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Una  di  queste  si  scelga  arbitrariamente;  essa 
eguagliata  a  zero  rappresenterà  una  retta,  e  si  con- 
sideri il  fascio  delle  coniche  polari  dei  punti  di 
questa  retta  rispetto  alla  cubica. 

Le  tre  diagonali  del  qtiadrangolo  che  ha  per 
vertici  i  quattro  pimti-base  di  tal  fascio  di  coniche 
corrispondono  alle  altre  tre  forme  lineari  che  in- 
sieme alla  data^  possono,  mediante  i  loro  cubi,  ser- 
vire a  rappresentare  Vegiiazione  della  curva  data 
(v.  su  ciò  Salmon-Fiedler,  Hlìh.  Curv.  nota  55). 

Una  curva  generale  di  3.°  ordine  (senza  punti 
doppi)  di  cui  Inequazione  è  a  coefficienti  reali  può 
avere  due  forme  diverse,  cioè  o  risidta  di  un  sol 
ramo  reale  (che  si  estende  air  infinito)  o  di  due 
rami  reali  separati  (v.  Gap.  V,  §  1).  Quella  che 
risulta  di  un  ramo. solo  ha  la  proprietà  che  da  un 
suo  punto  si  possono  condurre  alla  curva  (oltre 
la  tangente  nel  punto  stesso)  due  tangenti  reali 
(le  cdtre  due  sono  immaginarie).  Quella  che  ri- 
sulta di  due  rami  (uìi^  ovale  e  un  ramo  che  si 
estende  alV  infinito)  ha  la  proprietà  che  da  ogni 
punto  deir ovale  non  si  può  condurre  alcuna  tan- 
gente reale  alla  curva  (oltre  la  tangente  nel  punto 
che  si  considera),  e  da  ogni  punto  del  ramo  che 
si  estende  alV  infinito  si  possono  condurre  quattro 
tangenti  reali  alla  curva,  due  air  ovale,  e  due  al 
ramo  cui  appartiene  il  punto. 

Le  cubiche  ad  un  sol  ramo  si  distinguono  se- 
condo il  modo  con  cui  sono  tagliate  dalla  retta 
aU/ infinito  del  piano  ;  cioè: 

a)  La  serpentina  ellittica  ha  un  sol  punto 
reale  all'  infinito,  e  la  tangente  in  esso  si  estende 
al  finito  ed  è  perciò  un  assintoto  della  curvar 
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h)  La  serpentina  parabolica  ha  oltre  un  punto 
reale  alVinfinito^  ancora  reali  e  coincidenti  gli  altri 
due  punti  d- intersezióne  ;  quindi  essa  ha  un  assin- 
toto  al  finito,  ed  è  tangente  alla  retta  alV infinito. 

e)  La  serpentina  iperbolica  ha  tre  punti  reali 
aW infinito  e  perciò  tre  assintoti  al  finito. 

Le  cubiche  a  due  rami  si  distinguono  simil- 
mente in: 

a)  Serpentina  ellittica  con  ovale  ellittica,  con 
un  sol  punto  reale  alVinfìnito,  situato  sulla  ser- 
pentina. 

b)  Serpentina  ellittica  con  ovale  parabolica,  con 
un  punto  reale  cdV infinito,  e  gli  altri  due  coinci- 
denti situati suir ovale,  che  ha  una  forma  parabolica. 

e)  Serpentina  ellittica  con  ovale  iperbolica, 
con  un  punto  reale  air  infinito  sulla  serpentina, 
e  due  punti  reali  alV  infinito  sidV ovale  che  ha  una 
forma  iperbolica. 

d)  Serpentina  parabolica  con  ovale  ellittica; 
tre  punti  reali  alV infinito;  di  cui  almeno  due 
coincidenti,  tutti  situati  sidla  serpentina. 

e)  Serpentina  iperbolica  con  ovale  ellittica  ; 
tre  punti  reali  distinti  alV  infinito,  tutti  situati 
sulla  serpentina. 

Un^altra  classificazione  delle  curve  di  3.^  ordine 
di  cui  l'equazione  è  a  coefficienti  reali  è  quella 
fatta  da  Newton  in  cinque  specie  di  parabole  di- 
vergenti. Come  abbiamo  già  detto,  con  opportuna 
trasformazione  reale  di  coordinate,  l'equazione  di 
ogni  siffatta  curva  del  terz' ordine  può  ridursi  al 
tipo  : 
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dove  a,  />,  e,  d  sono  reali.  Basta  prendere  per 
retta  a^g  =  0  una  delle  tangenti  d'inflessione  (reale) 
della  curva,  per  punto  {oc^  =0,  ^3  =  0)  tal  punto 
d' inflessione  (reale),  e  per  retta  x.2  —  0  la  polare 
armonica  di  tal  punto  rispetto  alla  curva. 

Trasportando  all'infinito  la  tangente  d'infles- 
sione ^o  =  0,  si  ha:  V equazione  in  coord.  carte- 
siane d'ogni  cnhica  può  ridursi  alla  forma 

y^  =^  a  x^  +  S  b  x^  +  3  e  O)  +  d. 

Tenendo  allora  conto  della  natura  dei  fattori 
del  polinomio  che  figura  al  2.^  membro  in  questa 
equazione,  abbiamo  la  distinzione  delle  cubiche  in 
cinque  specie  di  parabole  divergenti  (Newton), 
cioè: 

a)  I  tre  fattori  del  polinomio  sono  tutti  rea- 
li ;  la  curva  risulta  di  tm' ovale  e  di  una  serpen- 
tina, 

b)  Un  solo  fattore  è  reale;  la  curva  risulta 
solo  di  lina  serpentina. 

e)  Due  dei  tre  fattori  sono  eguali.,  cioè  il  po- 
linomio si  scompone  in  {x  —  ^,^  {x  —  B)  dove  ^  <  ?; 
la  curva  è  formata  di  una  serpentina^  e  V  ovale  si 
riduce  0  a  due  punti  immaginari  coniugati  0  ad 
un  punto  unico  reale, 

d)  Il  polinomio  si  scompone  anche  in  [x  —  ^Yx 
>^{x  —  S)  ma  sia  ^^  >  P  ;  V ovale  e  la  serpentina  si 
rimiiscono  in  modo  da  formare  un  solo  ramo  con- 
tinuo e  segante  sé  stesso  ;  la  curva  ha  un  punto 
doppio, 

e)  I  tre  fattori  del  polinomio  sono  tutti  e- 
guati;  la  curva  viene  ad  acquistare  un  punto  cu- 
spidale. 
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Trasportando  all'influito  invece  la  polare  armo- 
nica x-i  ■■=  0,  V equazione  cartesiana  della  cìibica 
può  sempre  anche  sdriversi 

y  =  a  x^  +  Hb  00^  y  -\- 'ò  e  x  y^  ^  d  y^. 

Questa  cubica  ha  un  centro,  che  è  il  punto  di 
inflessione  {x  =  0^  y  -==  0)  cioè  ogni  corda  condotta 
per  tal  punto  è  bisecata  in  esso  ;  eseguendo  allora 
sui  fattori  del  secondo  membro  la  stessa  distinzione 
fatta  sopra,  si  ha  la  distinzione  delle  cubiche  in 
cinque  specie  di  curve  a  centro  (Chasles). 

Un'altra  classificazione  delle  cubiche  è  finalmen- 
te quella  fatta  da  Plùcker,  e  studiata  anche  da 
Oayley,  nella  quale  si  prende  per  punto  di  par- 
tenza la  posizione  e  natura  delle  tangenti  (assin- 
toti)  nei  tre  punti  all'infinito  della  curva. 

Per  la  letteratura  sulla  classificazione  delle  cu- 
biche citeremo  Newton  {Op.  cit.),  Euler  {Introd,, 
1748),  Chasles  {Apercu  hist.)^  Pliìcker  {System 
der  anal  Geom.),  Cayley  {Transact.  of  Cambrid" 
gè,  ecc.,  XI,  1865),  Bellavitis  {Società  italiana 
delle  scienze,  Modena,  1851),  Mobius  {Abh,  der 
Sachs.  Gesellschaft,  1851),  Durege  {Creile,  LXXV, 
LXXYI),  ecc. 

S  4.  —  La  forma  cubica  ternaria. 
Suoi  invarianti  e  covarianti. 

Sia  la  cubica  ternaria  espressa  simbolicamente 
(la  f-.=^ax^  =  bx^  =  »..,  ovvero,  mediante  i  coeffi- 
cienti effettivi,  da  f=^  aihk'^i  xh  xi-, 

Dalle  tre  formazioni  invariantive  A,  Q^  R  della 
cubica  binaria,   col   principio   di  traslazione  (vedi 
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Gap.  Ili)  si  ottengono  tre  formazioni  invariantive 
per  la  cubica  ternaria,  cioè 
(-)  =  (a  b  uy  cix  bj^ 

Qi  -  {a  b  uY  {e  a  ti)  Ccc  ^  bx 

F  =  {ab  uY  {e  d  tiY  {a  e  ti)  (b  d  ii). 

La  relazione  F=^0  è  la  equazione  di  f  in  coor- 
dinate di  rette  (equazione  tangenziale  della  cubica). 

V equazione  B  ^  0  dà  per  x  =  costante  Vequa- 
zione  tangenziale  della  conica  polare  di  x;  e  per 
u  =  costante  dà  l'equazione  della  poloconica  della 
retta  u  (v.  §  1). 

L'equazione  Qi  =  0  dà  per  ogni  retta  u,  una 
cubica  luogo  di  punti  x  di  cui  le  rette  polari  in- 
contrano la  retta  u  in  un  punto  che  è  coniugato 
(v.  Gap.  Ili)  di  X  rispetto  alla  poloconica  di  u. 

La  cubica  Qy=^0  incontra  la  retta  n  in  tre 
punti  che  insieme  con  quelli  in  cui  u  incontra  la 
cubica  /'=0,  formano  tre  coppie  di  una  medesima 
involuzione  di  cui  i  punti  doppi  sono  quelli  in  cui 
u  incontra  la  2^ì'opria  poloconica. 

Ponendo 

1     a-© 


2  dccidocj 


si  hanno  le  formale 


O, 


©12 


f  = 


22 


Ui        U2        th 


U2 
U^ 

0 
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e=r  — 2 


Al  /12  /13  ^1 

/f21  /*22  /23  ^^2 

/si  /32  /33  ^^3 

?h  ^^2  ^^'3  ^ 


Fonenrìo  simbolicamente: 
8Ì  /m  anche 

Q^  —  11^^  (e  O  u)  C^x  Ha^ 

i/  sistema  completo  eli  una   cubica  ternaria  ri- 
sulta di  34  forme. 

Altre   importanti  fornicazioni   in  varianti  ve  della 
cubica  sono: 
r  Hessiana 

H  =  (a  bcY  axbxCx 
=  ^^cc  c\9  cx  ; 

la  Cayleyana 

s   =(ab  e)  {a  b  u)  {a  e  u)  (b  e  ti) 

==(B  e  UY  Cthìld  \ 

il  contravariante 

t  —  [a  b  d)  {a  b  u)  [a  e  u)  {b  f  u)  {d  ef/ 

e  i  due  invarianti 

S={abc)  {a  b  d)  (a  e  d)  ih  e  d) 

.  =r  62./'  e'2.y 

==  a^s 

2  [ 

=  -W     («122'^133-^'\23'>^'(«222«333-«"2.3)k^lll«133-^^13)  + 
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+  (<^<^223  ^333    ~    ^^^233)  (^111  ^122         ^^   II2)  + 

+   (^222  %33  +  <^223  ^233;  (^112^113  "~  ^111^123)  + 

+  (<^122^^333'^%?3<^133""^^123^^233)(^^112^123""^113^122)* 

+  (%  22^233  *^^133^^222~'^^123^2-:3)(^'113^*^123~^''^i  12^^133)1 

T=  (a  h  e)  (a  h  d)  (a  e  e)  (b  cf)  {d  e  fY 


Non  esistono  altri  invarianti  fondamentali  oltre 
i  due  S  e  Ty  cioè  ogni  altro  è  sempre  una  fun- 
zione razionale  intera  di  quei  due. 

Se  si  pone  f  sotto  la  forma  canonica  (v.  §  3), 

f=a){^  -r  X2^  +  w/  +  6  m  x^  x^  x^ 
si  ha: 

t   =  _  2  (1  -  10  m^)  (n,^  +  7«2^  +  %3)  - 
+  2  (30  m^  f  24  m'*)  u^  u^  ih 

S  =  24m(m3-1) 
r=6(8mC+20  7^3_  1) 

mentre  la  equazione  di  f  in  coordinate  tangenziali 
diventa: 

—  —  F-=  u^^  +  u^"^  +  %'^'  —  (2  +  32  m^j  (ui^U2^  -f 

+  ^h^  ^^3^  ^  '^h^  ^h^)  ~" 24  nv^  Ui  u^ th  [ii\^  *  u^  +  u^)  — 
—  (24  m  4-  48  m^)  u^^  u^^  u^^  =  0 

(per  le  espressioni  di  H  e  C  vedi  il  §  3). 

La  condizione  S=^0  esprime  che  la  Hessiana 
di  f  si  decompone  in  tre  rette;  la  Cayleyana  si 
compone  allora  dei  tre  punti  doppi  della  Hessiana, 
e  il  triangolo  formato  da  questi  è  triangolo  po- 
lare rispetto  a  tutte  le  coniche  polari  della  curva 
primitiva. 
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Se  S  =■  0,  la  curva  di  3.^  ordine  è  detta  eqiii- 
anarmonica  ;  in  tal  caso  formano  un  gruppo  equi- 
anarìtìonico  le  quattro  tangenti  condotte  da  un 
punto  della  curva  alla  curila  stessa  (v.  §  1). 

Se  y=0  la  curva  di  3.^  ordine  è  detta  armo- 
nica; in  tal  caso  formano  nn  gruppo  armonico 
le  quattro  sopraindicate  tangenti. 

Se  è  T=  0,  la  Hessiaìia  della  Hessiana  si  con- 
fonde colla  curva  primitiva^  e  la  Cayleyana  della 
Hessiana  si  confonde  con  t  =^0. 

Il  discriminante  della  curva  di  3.^  ordine,  cioè 
la  funzione  che  eguagliata  a  zero  esprime  la  con- 
dizione del  punto  doppio^  è 

T'  - 1~  SK 

Per  il  caso  in  cui  la  f  sia  data  sotto  la  sopra- 
indicata forma  canonica^  il  discriminante  è 

(1  +  8  m^f. 

Chiamando  aijk  e  hijk  i  coefficienti  di  f  e  del- 
l'Hessiana  iJ,  la  espressione  effettiva  dei  discri- 
minante è 


E  = 


(hu 

a  122 

^'133 

<^123 

<^113 

«112 

<^211 

CI  222, 

^233 

^223 

^213 

«212 

^311 

^<322 

^^333 

%23 

<^313 

«312 

Kl 

li  122 

'^133 

/^123 

hiu 

Jh\2 

Ku 

ih,. 

^'233 

^^223 

hi?. 

''212 

hu 

/^::;. 

/^]23 

'hi?> 

/'312 
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C3 

La  espressione  ~-^  è  invariante  assoluto  per  la 

cubica. 

Posta  la  cubica  sott^  la  solita  forma  canonica^ 

si  ha 

S^  __     384  m^m^-  1)^ 
T^~~  (8  7n^  +  20m^  —  l,^  * 

Chiamando  ^  il  rapporto  anarmonico  (costante) 
delle  quattro  tangenti  condotte  da  un  punto  della 
cubica  alla  cubica  stessa^  si  ha  la  rimarchevole 
relazione 


T^  ri  +  o()2(2— a)2(l— 2a)2  • 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  una 
cubica  possieda  una  cuspide  sono  S  =  0,  r=0. 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  perchè  una 
cubica  si  decomponga  in  una  conica  e  in  una  retta 
sono  date  dall/ annullarsi  identico  di 

Ts-  St; 

se  poi  la  retta  deve  essere  tangente  alla  conica, 
allora  le  condizioni  sono  espresse  daW annullarsi 
identico  di  t. 

Per  la  decomposizione  della  cubica  in  tre  rette^ 
è  necessario  e  sufficiente  che  f  e  H  sieno  propor- 
zionali., cioè  che  la  forma 

{a  h  u)  a^x  h'^rc 

sia  identicamente  nulla. 

Le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  per  la 
decomposizione  di  f  in  tre  rette  concorrenti  in  un 
punto.,  sono  date  d al V annullarsi  identico  di  H. 
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^annullarsi  identico  di  F  dà  le  condizioni 
perchè  f  si  decomponga  in  una  retta  semplice  e 
in  una  doppia,  e  finalmente  Vanniillarsl  identico 
di  B  dà  le  condizioni  perchè  f  si  riduca  ad  ima 
retta  tripla. 

Se  la  cubica  ita  un  punto  doj)pio,  le  tangenti 
in  questo,  tagliano  runica  linea  d'inflessione  in 
due  punti  che  sono  rappresentati  dalV  Hessiano  A 
della  binaria  cubica  che  rappresenta  i  tre  punti 
di  flesso.  Il  covariante  Q  di  tale  binaria  cubica 
rappresenta  allora  i  tre  punti  in  cui  le  tre  rette 
armonicìte  dei  tre  flessi  (v.  §  1}  tagliano  la  linea 
d'inflessione. 

Due  cubiche  ax^^==-0,  ^x''^  =  0  hanno  gli  stessi 
flessi  se  è  zero  identicamente  il  contravariante  si- 
multccneo  [a  a  uf^=^0. 

Quindi  supposto  che  la  seconda  cubica  è  l'Hes- 
siana  H  della  prima  si  ha  : 

Il  contraiariante  [ahuY  è  identicamente  zero. 

Nello  studio  della  forma  ternaria  cubica  è  inte- 
ressante lo  studio  della  binaria  biquadratica 

G  {\  \)  --=  X,i  -  S  \'  li  -  |-  T\  V  -~  S^  V 

la  quale  si  presenta  nella  formazione  dell' Hes- 
siano di  una  cubica  qualunque  del  fascio  sizige- 
tico  (v.  §  1). 

hf^hH. 

La  equazione  delle  12  rette  inflessionall  è: 
GiH,-f)  =  0. 
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V  invariante  i  della  biquadratica  G  è  identica- 
mente zero. 

ly invariante  j  di  G  è  eguale  ^^  f  1  ""^ ^^1^ 

cioè  è  eguale^  a  meno  di  un  fattore,  al  discrimi- 
nante di  f, 

U  Hessiano  di  G,  differisce  solo  per  un  fattore 
numerico  dalV  invariante  Si,h  di  ima  curva  del 
fascio  sizigetico» 

Il  covariante  sestico  di  ff,  differisce  solo  per  un 
fattore  numerico^  dalV  invariante  Ti,i^  di  una  curva 
del  fascio  sizigetico. 


Delle  cubiche  ternarie  si  occuparono  Hesse, 
Aronhold  {Creile,  XXXIX,  LV),  Cayley  {Mem. 
upon  (juantics,  1856;  Phil,  'Trans,.,  1861;  Am. 
Journ.,  IV),  GojRDAN  {Math.  Ann.,  I),  Clebsch- 
Ctordan  {Math.  Ann,,  I,  VI,  Vili),  Gundelein- 
GER  {Math,  Ann.,  IV,  V,  Vili),  Haknack  [Math 
Ann.,  IX),  Mertens  {Wien.  Berich.,  1888,  Din 
GELDEY  {Math.  Ann.,  XXXI),  Maisano  (Eendic, 
Palermo,  IV),  Gerbaldi  (Atti  Torino,  XV,  1880) 

Per  una  esposizione  dettag-liata  si  vegga  la  Geo- 
metria di  Clebsch-Lindemann,  della  quale  ci 
siamo  serviti  in  questo  riassunto. 

Analoghe  ricerche  si  trovano  anche  nelle  opere 
di  Salmon  {Higher  pian.  curv.  e  Modem,  algeb. 
trad.  da  Piedler  in  tedesco.  Leipzig,  1863-1882). 


CAPITOLO  Vili. 
Le   quantiche   piane. 


§  1.  —  Generalità.  Generazioni  delle  qu ar- 
tiche. Tangenti  doppie.  Coniche  e  cubiche 
DI  contatto. 

Dalle  forinole  di  Plùcker  risultano  le  seguenti 
dieci  possibili  combinazioni  per  i  numeri  caratte- 
ristici di  una  quartica  piana: 


n 

d 

r 
0 

V 

S 

' 

P 

4 

0 

12 

28 

24 

3 

4 

1 

0 

10 

16 

18 

2 

4 

0 

1 

9 

10 

16 

2 

4 

2 

0 

8 

8 

12 

1 

1 

4 

1 

1 

7 

4 

10 
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n 

rf 

r 
2 

V 

6 

ì 

l 

1 

4 
4 

0 

1 

8 

1 

3 

0 
1 

6 
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0 
0 

4 

2 
1 

5 

2 

4 

1 

4 

2 

4 

1 

2 

0  ; 

4 

0 

3 

3 

1 

0 

0  ! 

i 

! 

Si  abbiano  due  fasci  proiettivi  di  coniclte,  i  cui 
punti  base  sieno  distinti;  il  luogo  dei  punti  d^ in- 
tersezione delle  coniche  corrispondenti  è  una  curva 
generale  di  4.^  ordine  che  passa  per  gli  8  punti 
base  dei  due  fasci* 

I  due  fasci  di  coniche  sieno  dati  da 

ir  -\-u.w  =  o 

dove  ^—0,  r=0,  C/'=:0,  F'  =  0  rappresen- 
tino le  equazioni  di  quattro  coniche,  e  fra  [>-  e  À 
sussista  una  relazione  bilineare  del  tipo 

a  X  a  -f-  ò  A  -|-  e  [J-  +  e?  =  0. 

Eliminando  >,  i^-  fra  queste  tre  equazioni  si  ha  la 
equazione  della  curva  del  4.^  ordine. 
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Non  si  perde  alcuna  generalità^  .s^  .si  suppone 
w.  =  ^,  e   V^  =  V;  cioè  : 

^equazione  di  ogni  curva  del  4.^  ordine  può 
sempre  porsi  sotto  la  forma 

lì  TT/=  V- 

dove  r^=0,  Tr=^0,  V==-0  rappresentano  tre  co- 
niche non  passanti  tutte  tre  per  un  medesimo 
punto. 

Per  ridurre  l'equazione  della  quartica  a  questa 
forma  basta  assumere  per  coniche  U^  W  due  co- 
niche di  contatto,  cioè  coniche  che  toccano  in  quat- 
tro punti  la  quartica. 

Propriamente  sussiste  il  teorema  : 

Esistono  63  sistemi  di  coniche  di  contatto  ;  ogni 
sistema  è  costituito  di  infinite  coniche  tali  che  per 
gli  otto  plinti  di  contatto  di  due  coniche  di  uno 
stesso  sistema  passa  una  medesima  altra  conica. 
Nell'equazione  superiormente  scritta,  tale  conica  è 
rappresentata  da  V  =  0, 

In  ciascuno  dei  63  sistemi  di  coniche  di  con- 
tatto figurano  6  coppie  di  tangenti  doppie 

Se  Ti  — 0,  r.=:0,  r3  =  0,  2^4  =  0  sono  le  equa- 
zioni di  quattro  tangenti  doppie  di  due  di  tali 
coppie  appartenenti  allo  stesso  sistema,  Vequazio- 
ne  della  quartica  potrà  sempre  porsi  sotto  la  forma 

I\T,1\T,^S^ 

dove  le  T  sono  espressione  lineari  eia  S  è  espres- 
sione quadratica. 

Messa  l'equazione  della  quartica  sotto  la  forma 

vw=  v\ 

Pascal.  18 
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essa  può  considerarsi  come  V  invihtppo  del  sistemn 
di  coniche: 

XU^+2X  V  +  W=^0. 

Una  qiiartica  piana  può  anche  essere  generata 
mediante  due  fasci  proiettivi,  uno  di  rette  e  Valtro 
di  cubiche  (v.  Milinowski,  Schlomilch  Zeitscli. 
XXIII,  1878). 

Dalla  equazione  Ti  T^T^T^^^  S^  risulta  che 
si  possono  raggruppare  a  4  a  4le  tangenti  doppie, 
in  modo  che  gli  otto  punti  di  contatto  stiano  su 
di  ima  medesima  conica.  Di  tali  coniche  ve  ne 
sono  315. 

^equazione  di  una  qiiartica  può  anch,e  porsi 
sotto  la  forma 

dove  Ti=^0  è  Inequazione  di  una  tangente  doppia, 
F<i  =  0  è  Inequazione  di  una  cubica,  la  quale  tocca 
in  6  punti  la  quartica,  e  che  perciò  si  chiama  cu- 
bica di  contatto,  e  ^  ^==0  è  ^equazione  di  mia 
conica. 

Esistono  64  sistemi  di  cubiche  di  contatto  tri- 
piamente  infiniti.  Questi  64  sistemi  si  distinguono 
in  due  specie;  ve  ne  sono  28  di  una  specie  e  36 
deir altra.  Quelli  della  prima  specie  hanno  la  pro- 
prietà che  ad  ognuno  di  essi  corrisponde  una  delle 
28  tangenti  doppie  in  modo  che  i  sei  punti  di  con- 
tatto, insieme  ai  due  della  tangente  doppia  stanno 
su  di  una  stessa  conica.  Quelli  della  seconda  spe- 
cie non  hanno  invece  questa  proprietà  ;  essi  con- 
tengono un  sistema  semplicemente  infinito  di  cu- 
biche degenerate  in  una  tangente  alla   quartica  e 
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in  ima  conica  passante  per  i  due  punti  in  cui  la 
tangente  incontra  ancora  la  quartica,  e  tangente 
a  questa  in  altri  tre  'punti. 

Ponendo  Vequazione  della  quartica  sotto  la  for- 
ma ^lF3  =  ^^  la  cubica  F^=0  è  una  cubica  di 
un  sistema  di  1.^  specie. 

Le  cubiche  di  contatto  di  1.^  o  2J'  specie  hanno 
sempre  la  proprietà  che  per  i  12  punti  di  contatto 
di  due  cubiche  dello  stesso  sistema  passa  una  nuova 
cubica. 

In  ogni  sistema  di  cubiche  di  contatto  esistono 
64  cubiche  che  hanno  colla  quartica  un  contatto 
di  3.^  ordine  in  tre  punti.  Di  tali  cubiche  ve  ne 
sono  dunque  4^  =  4096. 

Esistono  728  sistemi  di  cubiche  aventi  un  con- 
tatto di  2.^  ordine  colla  quartica  in  quattro  punti. 
Questi  728  sistemi  si  scindono  in  364  coppie  in 
maniera,  che  i  punti  di  contatto  di  una  cubica  di 
un  sistema,  e  quelli  di  una  cubica  del  sistema  ad 
esso  accoppiato,  stanno  su  di  una  medesima  conica. 

Una  curva  generale  di  4.^  ordine  può  generarsi 
anche  nel  seguente  modo  indicato  da  Hesse  [Creile, 
XLTX). 

Si  abbia  una  rete  di  quadriclie 

4  4  4 

Xi  ^  ^ik  Zi  ZI,    r  ^2  "  ^■^'  ^i  ^1-  "+-  «^3  ^  T«X-  ^i  ^'k  =  0 
1  1  1 

dove  le  x^  x^  x^  sono  i  parametri  omogenei  della 
rete,  le  z^  Z2  z^  z^  sono  le  coordinate  di  punti  dello 
spazio,  0  '^ik  —  «H,  hk  =  h'ii  Vk  =  ^ki.  I  vertici 
dei  CONI  contenuti  in  questa  rete  sono  situati  su 
di  una  curva  storta  di  6'.°  ordine.    Interpretando 
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poi  le  X  come  le  coordinate  di  punti  del  piano, 
ai  punti  della  indicata  sestica  stoìia  (vertici  dei 
coni),  corrispondono  nel  piano  i  punti  di  nna 
curva  piana  generale  di  4.^  ordine,  la  cui  equa- 
zione si  ottiene  ponendo  eguale  a  zero  il  discri- 
minante di  una  quadrica  della  rete. 
Ponendo 

-^ik  ==  Xi  Hk  +  ^2  hk  +  X^  ^ik 

IJ  equazione  della  quartica  è  * 


a  =  \ 


^11      ^12      ^^13       '^U 


''41       '^42       '^43       ^44 


==0. 


Ponendo  l'equazione  della   quartica  sotto  que- 
sta forma^  la  equazione 

7^11    ..   .   7rj4      Ui 

U^ 

^uti  ■==  i tls 

I 

.  ^41    •    .    •    ^44       ^4 

\  Ui    .  ,  .  u^     0 

è  quella  di  una  cubica  di  contatto  di  un  sistema 
di  2.^  specie^  e  V  equazione 

\  ^11  •  .  .  ^^14    Ih 


i     ^41    .    .    .    ^44       ^4 

i  ^x    .  .  .  ^4      0     ; 
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I   è  quella  della  cicbica  che  passa  2^er  i  punti  di  con- 
tatto di  ^Ì^uu  —  O  e  ^vv  =  0. 

Ponendo   la   equazione  della  rete   di   quadriche 
simbolicamente  sotto  la  forma 

le  X  sono  yariab.  ternarie\ 

le^sono  variab.  quatern./ 


0=ax  ^^z  =  bx  ^^z  = . 


la  equazione  di  C^  è 

(a  p  Y  0)2  cix  hoc  Cjc  dx  =  0 
quelle  delle  cubiche  ^uu,  ^l^m    sono 
^uu  ==  (o^  P  Y  ^0^  <^^  bxCx=^0 
^uv  —  (a  P  T  i^)  [^  P  T  ?^)  cix  bx  Cx  =  0. 

E  interessante  notare  ancora  che  si  può  stabi- 
lire una  corrispondenza  biunivoca  fra  le  rette  che 
congiungono  a  due  a  due  gli  otto  punti  fonda- 
mentali della  rete  di  qnadriche  e  le  28  tangenti 
doppie. 

Un  altro  modo  di  generazione  di  una  curva  ge- 
nerale di  quart'  ordine  è  il  seguente  di  Geiser 
(Malli.  Ann,  I). 

Se  da  un  punto  P  conduciamo  il  cono  tangente 
ad  iena  superficie  cubica,  abbiaìno  nn  cono  di  6.^ 
ordine;  ma  se  il  punto  sta  sulla  superfìcie,  si  ha 
un  cono  di  quarf  ordine,  insieme  al  piano  tan- 
gente in  quel  punto  P  contato  due  volte.  Segando 
questo  cono  con  un  piano,  si  ha  una  curva  gene- 
rale di  4.^  ordine,  che  Ita  per  tangente  doppia  la 
retta  intersezione  del  piano  segante  col  piano  tan- 
gente in  P, 
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Le  sezioni  piane  della  superficie  cubica  si  pro- 
iettano in  cubiche  di  contatto  alla  quartica;  si  ha 
propriamente  il  sistema  triplamente  infinito  di  cu- 
biche di  contatto  di  1^  specie  che  è  correlato  colla 
tangente  doppia  risultante  dal  piano  tangente  in 
P.  Le  27  rette  della  superfìcie  cubica  si  proiettano 
nelU  altre  27  tangenti  doppie  della  quartica  piana. 


Per  lo  studio  della  configurazione  delle  taugenti 
doppie  della  quartica  piana  è  utile  adoperare  per 
esse  una  notazione  o  una  rappresentazione  da  cui 
possa  facilmente  risultare  la  configurazione  ri- 
chiesta. 

Una  delle  rappresentazioni  adoperate  e  che  può 
essere  suggerita  dalla  figura  di  Ilesse  sopra  indi- 
cata è  quella  mediante  le  28  rette  che  congiungono 
a  due  a  due  otto  punti  fondamentali. 

Un'altra  rappresentazione  è  quella  mediante  le 
cosiddette  caratteristiche  dispari  di  genere  3  (vedi 
voi   I,  pag.  465) 

Ogni  tangente  doppia  può  rapp)r esentarsi  col 
simbolo 

j      h\ 

il     hi 
dove  i,j\  /?,  ii^ju  Ih  ^^^^^  numeri  0  o  1^  e  la  somma 

è  dispari. 

Secondo  la  prima  rappresentazione  un  gruppo 
di  quattro  tangenti  doppie  pei  cui  punti  di  contatto 
passa  una  conica  è  rappresentato  o  dai  quattro  lati 
di  un  quadrilatero  (210  volte)   ovvero  da  quattro 
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rette  due  delle  quali  non  hanno  mai  in  comune 
uno  degli  otto  punti  (105  volte). 

Secondo  la  seconda  ^tappresentazione  un  siffatto 
gruppo  è  invece  rappresentato  da  quattro  caratte- 
ristiche dispari  tali  che  le  somme  degli  elementi 
che  occupano  i  medesimi  posti  sieno  tutti  pari. 

Parteudo  da  questi  principi  si  può  esaminare 
quante  terne,  quaterne,  ecc.  di  tangenti  doppie, 
esistono  che  sieno  dotate  di  proprietà  speciali, 
p.  es.  terne  i  cui  6  punti  di  contatto  non  stanno 
su  di  una  conica,  quaterne  dei  cui  8  punti  di  con- 
tatto solo  6  (ovvero  mai  6)  stanno  su  di  una  co- 
nica, ecc. 

Fra  i  gruppi  di  sei  tangenti  doppie  sono  da 
notarsi  quelli  studiati  da  Hesse  e  Steiner;  esistono 
1008  gruppi  di  sei  tangenti  doppie  tali  che  per  i 
punti  di  contatto  di  esse  passa  una  curva  propria 
del  3.^  ordine. 

Nella  prima  delle  rappresentazioni  suindicate 
tali  gruppi  sono  rappresentati  da  tre  figure  di- 
verse^ cioè:  a)  i  lati  di  due  triangoli  che  hanno 
per  oertici  6  degli  8  punti;  b)  la  retta  che  con- 
giunge  due  punti.,  e  le  rette  che  congiungono  un 
altro  punto  agli  altri  cinque^  e)  le  rette  che  con- 
giungono  un  punto  a  tre  altri,  e  un  altro  punto 
ai  tre  rimanenti. 

Esistono  poi  5040  gruppi  di  6  tangenti  doppie 
tali  che  i  12  punti  di  contatto  si  dividono  in  6-^6, 
in  modo  che  per  ogni  gruppo  dei  6  punti  passa  una 
conica. 

Le  6  tangenti  doppie  di  imo  dei  1008  grujypi 
della  j9r/ma  specie  toccano  la  medesima  conica; 
mentre  ciascuno  dei  5040  gruppi  di  2.^  specie,  si 
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divide  in  tre  coppie  di  tangenti  doppie  in  modo 
che  i  tre  punti  d'incontro  delle  tangenti  di  una 
coppia  stanno  in  linea  retta. 

Fra  i  gruppi  di  sette  tangenti  doppie  ve  ne 
sono  288  i  quali  si  chiamano  i  sistemi  completi  di 
Aronhold;  essi  sono  formati  di  sette  tangenti 
doppie  tali  che  mai  i  sei  punti  di  contatto  di  tre 
di  esse  stanno  su  di  una  conica. 

Tali  sistemi  completi  sono  rappresentati  dalle 
sette  rette  che  congiungono  uno  degli  otto  punti 
agli  altri  sette;  ovvero  dalle  rette  costituenti  i  tre 
lati  di  un  triangolo  e  le  quattro  congiungenti  uno 
dei  rimanenti  punti  cogli  altri  cpiattro. 

Esistono  72  sistemi  di  Aronhold  contenenti 
una  data  tangente  doppia;  e  ne  esistono  16  con- 
tenenti due  date  tangenti  doppie. 

Mediante  le  sette  tangenti  doppie  di  un  sistema 
di  Aeonholt)  si  possono  con  costruzioni  lineari^ 
costruire  tutte  le  altre. 

Viceversa  :  DcUe  nel  piano  sette  rette  arbitrarie, 
si  può  sempre  costruire  una  quartica  che  abbia 
per  tangenti  doppie  le  sette  rette  date,  le  quali 
formino  rispetto  alla  quartica  un  sistema  completo 
di  Aronhold  (Aronhold,  Beri  Monatsb.,  1864; 
Salmon-Fiedler,  Hoh.  Curv.,  §  264  e  seg..  Pro- 
BENius,  Creile,  IC). 

Fra  le  varie  forme  che  può  avere  una  quartica 
ò  interessante  quella  cosiddetta  di  Plùcker  for- 
mata di  4  ovali  esterne  l'una  all'altra.  Ad  ognuna 
di  queste  ovali  corrisponde  una  tangente  doppia 
che  la  tocca  in  due  punti. 

Tale  quartica  ha  tutte  le  tangenti  doppie  reali. 
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Le  curve  di  4.^  ordine  furono  studiate  da  Plù- 
CKEK  {Alg.  Curv.)^  da  Hesse  {Creile^  IL,  LV, 
LIX),  Steiner  (IcUlh),  Cayley  {Id.,  LXVIII), 
Clebsch  (M,  LXIII),  Geiser  {Idem,  LXXIII, 
Math,  Ann.,  I),  Zeuthen  (Math.  Ann.,  VII,  Vili) 
il  quale  ultimo  si  occupò  molto  della  classifica- 
zione delle  quarticlie. 

La  determinazione  della  curva  che  passa  per  i 
56  punti  di  contatto  delle  tangenti  doppie  fu  fatta 
da  Hesse  {Creile,  XXXVI,  XL,  XLI),  da  Sal- 
MON  {Qiiart.  Jotirn.,  III\  Cayley  {PìilL  Trans., 
1859,  1861)  e  Dersch  {Math.  Ann.,  VII). 

Fra  i  lavori  sulla  determinazione  delle  tangenti 
doppie  della  quartica  è  anche  da  notarsi  quello  di 
Aeschlimann  {Diss.,  Zùrich,  1880). 

Le  curve  di  4.^  ordine  sono  state  anche  larga- 
mente studiate  dal  punto  di  vista  della  teoria  delle 
funzioni  abeliane  di  genere  3,  teoria  colla  quale 
esse  hanno  i  più  intimi  rapporti.  Lavori  su  ciò 
sono  quelli  di  Riemani^,  Clebsch,  Weber  (vedi 
la  Geoìn.  di  Clebsch-Lindemann). 

Altri  studi  sulla  configurazione  delle  28  tan- 
genti doppie  sono  quelli  di  Aronhold  (cit.),  Klein 
(Math.  Ann.,  X),  Noether  {Math.  Ann.,  XV, 
XLVI),  Frobenius  {Creile,  IC),  Weber  {Math. 
Ann.,  XXIII),  Pascal  {Rend.  Lincei,  1892-93)  ecc. 

Lo  studio  della  configurazione  delle  tangenti 
doppie  si  riduce  a  quello  delle  cosiddette  carat- 
teristiche   Y.  Pascal,  Aìtn.  di  mat.  XX). 

Sulla  configurazione  dei  24  flessi  della  quartica 
generale  conosciamo  molto  poco.  Una  dissertazione 
di  Grassmann  {Berlin,  1875'  a  questo  proposito 
(in  cui  si  volea  dimostrare  che  la  conica  passante 
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per  cinque  flessi,  passa  sempre  per  un  sesto)  è  er- 
ronea (v.  Klein,  Malli.  Ann.  X);  dell'equazione 
di  24.''  grado  da  cui  dipendono  i  flessi  si  occupò 
GrERBALDi  [Rend.  Palermo,  VII). 


§   2.    —    Qu ARTICHE   CON   PUNTI    SINaOLARI. 

Si  ponga  l' equazione  della  quartica  sotto  la 
forma  I\  1\  T^  T.,=  S\  Se  dei  6  punti  d'incontro 
delle  rette  T=0,  uno,  due,  tre  stanno  sulla  co- 
nica S  =  0,  si  ha  la  quartica  con  uno,  due,  tre 
punti  doppi. 

Si  ponga  l'equazione  della  quartica  sotto  l'altra 
forma  V  W==^  V^.  Se  le  tre  coniche 

U=0     W=0     W=0 

hanno  uno,  due,  tre  punti  comuni,  si  hanno  quar- 
tiche  con  uno,  due,  tre  punti  doppi. 

Una  quartica  con  un  punto  doppio  ha  solo  16 
tangenti  doppie.  Nella  rappresentazione  di  Geiser 
(v.  §  1)  essa  si  otterrebbe  ponendo  il  centro  di 
proiezione  P  su  di  una  delle  rette  p  della  super- 
ficie cubica  ;  allora  V  intersezione  di  questa  retta 
col  piano  segante  è  il  punto  doppio  ;  le  proiezioni 
delle  16  rette  che  nella  superficie  cubica  non  ta- 
gliano la  retta  p^  danno  le  16  tangenti  doppie. 

Nella  rappresentazione  di  Hesse  (y.  §  1)  essa  si 
otterrebbe  invece  facendo  coincidere  due  degli  8 
punti  fondamentali  della  rete  di  quadriche. 

La  configurazione  delle  tangenti  doppie  si  può 
studiare  nello    stesso   modo   con   cui  si   studia  1^ 
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configurazione  generale,  immaginando  che  due  de- 
gli otto  punti  fondamentali  coincidano,  e  quindi 
rappresentando  le  16^  tangenti  doppie  mediante  le 
congiungenti  a  due  due  sei  punti  fondamentali,  e 
mediante  un'altra  retta  passante  per  un  settimo 
punto.  Le  congiungenti  questo  settimo  punto  cogli 
rvaltri  sei,  corrispondono  alle  sei  rette  tangenti  alla 
curva  condotte  dal  punto  doppio. 

Le  16  tangenti  doppie  si  possono  in  60  modi 
riunire  in  gruppi  di  quattro^  in  modo  che  per  gli 
otto  punti  di  contatto  delle  quattro  tangenti  di  un 
gruppo^  passi  una  conica. 

Delle  quartiche  con  un  punto  doppio  si  occupa- 
rono Bkioscpii,  Cremona  {Math.  Ann.,  TV),  Bkill 
[Creile,  LXV,  Math.  Ann.,  VI),  ecc. 

Fra  le  quartiche  co7i  due  punti  doppi  è 
stata  studiata  specialmente  quella  in  cui  tali  due 
punti  doppi  sono  i  punti  ciclici  immaginari  al- 
V  infinito.  Una  tal  curva  si  chiama  curva  bicirco- 
lare  di  quarta  ordine  (Casey,  i?.  Irish  Trans. .^ 
1871,  XXIV). 

In  una  qiiartica  con  due  punti  doppi,  da  cia- 
scuno di  questi  possono  cond tirsi  quattro  tangenti 
alla  curva;  il  rapporto  anarmonico  delle  due  qua- 
terne di  raggi  così  formate  è  il  medesimo. 

Le  16  intersezioni  delle  prime  4  tangenti  colle 
seconde  4  tangenti  stanno  a  quattro  a  quattro  su 
coniche  le  quali  passano  p^er  i  due  punti  doppi. 

La  curva  hicircolare  può  essere  considerata  come 
l'inviluppo  di  un  cerchio  di  raggio  variabile.,  il 
cui  centro  si  muove  su  di  una  conica  e  che  si 
mantiene  sempre  ortogonale  ad  un  altro  dato  cer- 
chio. Se  la  contea  è  una^  parabola.,  allora  la  curva 
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bicircolare  si  scinde  nella  retta  aW  infinito  e  in 
una  curva  di  3.^  ordine. 

Delle  curve  di  4.''  ordine  con  due  cuspidi  sono 
caso  particolare  quelle  chiamate  le  curve  Carte- 
siane^ in  cui  le  due  cuspidi  sono  i  due  punti  ci- 
clici immaginari  all'infinito. 

Le  curve  cartesiane  hanno  la  proprietà:  esistono 
su  di  lina  retta  sempre  tre  punti  A,  5,  C  fissi, 
tali,  che  chiamando  p,  p'  p'^  le  distanze  di  nn  punto 
della  curva  da  essi.,  sussistono  le  relazioni 

l   p  +  m  p'  =  e 
l    pj^np''  =  c' 
m  p'  —  n  p"  —  c'^ 

dove  l^  in,  n,  e,  c\  c/^  sono  costanti.  Tali  tre  punti 
si  chiamano  fuochi;  se  essi  sono  tutti  reali  si  ha 
una  curva  detta  ovale  di  Cartesio  ;  se  uno  solo  è 
reale  si  ha  una  curva  diversa  da  quella  studiata 
da  Cartesio. 

Uequazione  di  ima  curva  cartesiana  è 

dove  S  =  0  è  T equazione  di  un  cerchio ^  L==0 
quella  di  una  retta.,  e  k  è  ima  costante.  La  retta 
L  ~0  è  allora  una  tangente  doppia  della  curva. 

E  costante  la  somma  delle  distanze  da  un  foco, 
dei  quattro  pùnti  in  cui  una  trasversale  taglia 
una  curva  cartesiana. 

Casi  particolari  della  curva  cartesiana  sono  la 
lumaca  di  Pascal,  e  la  cardioide^  di  cui  la  prima 
ha,  oltre  le  due  cuspidi  nei  due  punti  ciclici,  au- 
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Cora  un  pimto  doppio,  e  nella  seconda  questo 
punto  doppio  ò  degenerato  di  nuovo  in  una  terza 
cuspide. 

U  equazione  di  una  curva  di  4,^  ordine  con 
tre  punti  doppia  si  può  porre  sotto  la  forma  se- 
guente : 

aiix-2~x^''  +  a^^x^^cc^^  -f-  a^^^Xi^x^^  -f  2^23  XiX^x^  + 
+  '^  ^ai  ^i  x?,x^  +  2  ai2  Xs'^  Xi  x^  —  0 

ponendo  nei  tre  punti  doppi  i  vertici  del  triangolo 
fondamentale  delle  coordinate  omogeyiee. 

Dividendo  il  primo  membro  dell'equazione  per 
x^  x^  x^^  l'equazione  precedente  può  porsi  sotto 
una  forma  da  cui  appare  che  essa  può  ricavarsi 
da  quella  di  una  conica  ponendo,  in  luogo  di  cia- 
scuna coordinata  la  sua  inversa. 

Questa  osservazione  può  utilmente  servire  allo 
studio  della  curva. 

In  una  curva  di  4.*^  ordine  a  tre  punti  doppia 
le  sei  tangenti  alla  curva  in  questi  punti^  sono 
tangenti  ad  una  medesima  conica. 

Le  sei  tangenti  che  dai  tre  punti  doppi  possono 
condursi  alla  curva j  sono  anch'esse  tangenti  ad 
una  stessa  conica. 

Gli  otto  punti  di  contatto  delle  4  tangenti  dop- 
pie di  una  siffatta  curva  stanno  su  di  una  stessa 
conica. 

L'equazione  di  una  curva  di  4,^  ordine  con  tre 
cuspidi  può  sempre  porsi  sotto  la  forma 

_1  _1  _1 

X.     2+^2     2+^^     2^0 
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e  le  tre  tangenti  cuspidali  sono  allora  date  dalle 
equazioni 

X2  ==  00^ 
OOg  —  Ou-ì 

e  passano  quindi  per  un  medesimo  punto. 

Le  curve  di  4.^  ordine  con  tre  punti  doppi  fu- 
rono specialmente  studiate  da  Bìiill  {Math.  Ann.^ 
XIIj  e  Bbetschneider  (Diss.,  Erlangen,  1875). 


§  3.  —  La  forma  quaetica  ternaria. 

Posta  simbolicamente  la  quartica  ternaria  sotto 
la  forma 

f=a^x-=b^a:=C^x=   .   .   . 

la  prima  forma  invariantiva  che  si  presenta  è  il 
contravariante  : 

fi=z[ab  uf. 

Il  contravariante  <^  eguagliato  a  zero  rappre- 
senta.,  in  coordinate  tangenziali^  una  curva  le  cui 
tangenti  tagliano  la  curva  f  =^^  0  in  quattro  punti 
formanti  un  gruppo  equianarmonico. 

Un  altro  contravariante  è 

(a  b  uY  (b  e  uY  {e  a  uf., 

il  quale ^  eguagliato  a  zero.,  rappresenta  una  curva 
le  cui  tangenti  tagliano  la  quartica  data  in  quat- 
tro punti  formanti  un  gruppo  armonico. 


B-^Qi^hi  c^^d^d^eojif^U 
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Il  più  semplice  invariante  è  quello  espresso  sim- 
bolicamente da 

A  =  [ah  c)^ 

m 

di  3.°  grado  nei  coefficienti. 

Un  altro  invariante  è  B  espresso  mediante  i 
coefficienti  effettivi  colla  formola: 

j  ^l^^2^%^  ^^2%.  ^s^b  «i<^2 
j  v^è2^^3^  hK  hKhh 
I  Cl^c2^co^  C2C3,  csci,  C1C2 
\  ^l^^2V4^  ^2«^4^  <^3^b  <^^i^2 
I  ^1^  ^2^  ^3^  ^2  ^3,  %  ^b  ^1  ^2 

di  6.°  grado  nei  coefficienti.  Questo  invariante  si 
ottiene  eliminando  col  metodo  dialitico  le  Xy  fra 
le  sei  derivate  seconde  di  f. 

L'invariante  B  ha  speciale  relazione  colla  espri- 
mibilità  di  f  mediante  una  combinazione  lineare 
delle  quarte  potenze  di  forme  lineari. 

Ogni  quartica  ternaria  f  può  sempre  rappre- 
sentarsi mediante  le  quarte  potenze  di  sei  forme 
lineari;  se  poi  B=0  allora  la  f  si  potrà  rappre- 
sentare mediante  le  quarte  potenze  di  cinque  for- 
me lineari;  e  se  infi^ie  sono  zero  tutti  i  minori  di 
5.*^  ordine  del  determinante  jB,  allora  f  si  potila 
rappresentare  mediante  le  quarte  potenze  di  sole 
QUATTRO  forme  lineari{Y. Reye,  Creile^  LXXVIII ; 
Clebscii,  Id.^  LIX;  Lììroth,  Math.  Ann.,  I). 

Non  crediamo  utile  dilungarci  sulla  espressione 
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delle  altre  conosciute  forme  invariautive  della  quar- 
tica  ternaria  e  solo  aggiungeremo  le  seguenti 
notizie: 

Il  GoRDAN  considerò  il  sisteiim  completo  d'una 
speciale  quartica  e  trovò  54  forme  {Matìi.  Ann,^ 
XVII,  XX)  ;  il  Maisano  considerò  tutte  le  forme 
sino  a  quelle  di  5.°  grado  nei  coefficienti  {Giorn. 
di  Batt,^  XIX),  e  infine  altre  ricerche  sullo  stesso 
argomento  si  trovano  nel  trattato  di  Salmon-Pie- 
DLER  {Hoher,  Curven^  §  293  e  seg.),  in  Scherrer 
{Ann.  di  mat.^  X)  e  in  Maisano  {Rendic.  Pa- 
lermo.^ I\ 


CAPITOLO  IX. 

Teoria  generale  delle  superficie 
e  curve  gobbe  algebriche. 


§  1.  —  Generalità.  —  Superficie  sviluppa- 
bili E  GOBBE.  —  Intersezioni  di  superficie. 
—  Geometria  sulle  superficie  algebriche. 

Il  luogo  di  punti  rappresentato  analiticamente 
da  un'equazione  algebrica  di  grado  n  fra  le  tre 
coordinate  cartesiane  di  un  punto  dello  spazio,  si 
chiama  una  superficie  di  ordine  n. 

Superficie  di  1.^  ordine  è  il  piano. 

Ogni  retta  dello  spazio  taglia  la  superficie  di 
ordine  n^  in  n  punti  (reali  o  immaginari)^  e 
ogni  piano  la  taglia  secondo  una  curva  di  or- 
dine n. 

U equazione  di  una  superficie  di  ordine  n  con- 
tiene omogeneamente 

yn(n2+  6n  + 11)4- 1=1''^  ^\=N(n)  +  ì 
coefficienti. 

Pascal.  19 
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Retta  tangente  ad  una  superfìcie  è  la  posizione 
limite  (li  una  retta  la  quale  passa  per  due  punti 
della  superficie,  quando  tali  punti  restando  sem- 
pre sulla  superficie,  si  avvicinano  indefinitivamente 
(contatto  bipnntoj. 

Retta  osciilatrice  ad  una  superficie  è  la  posi- 
zione limite  di  una  retta,  la  quale  passa  per  tre 
o  più  punti  di  una  superficie,  quando  tali  punti 
si  avvicinano  indefinitamente  (contatto  tripunto^ 
qiiadripuntOj  etc). 

Tutte  le  rette  tangenti  ad  una  superficie  in  un 
punto  giacciono  in  generale  in  un  piano^  che  si 
chiama  piano  tangente  alla  superficie  in  quel 
punto. 

Il  piano  tangente  ad  una  superficie  in  un  punto 
P,  taglia  la  superficie  secondo  una  curva  avente 
un  punto  doppio  in  P.  Se  questo  è  una  cuspide 
il  piano  tangente  si  dice  stazionario. 

Le  due  tangenti  nel  punto  doppio  sono  due  rette 
osculatrici  alla  superficie,  Secondochè  tali  tangenti 
sono  reali,  coincidenti,  o  immaginarie,  il  punto 
della  superficie  si  dice  iperbolico,  parabolico^  el- 
littico. 

I  punti  parabolici  di  una  superficie  formano  una 
curva  che  si  chiama  enerva  parabolica. 

II  numero  dei  piani  tangenti  che  si  possono 
condurre  ad  una  superficie  da  una  retta  situata 
comunque  nello  spazio  si  dice  classe  della  super- 
ficie. 

Tina  superficie  di  ordine  n  è  in  generale  di 
classe  n  {n  —  1)^,  se  la  superficie  non  contiene  al- 
cuna singolarità. 

Si  abbia  l'equazione  della  superficie  in  coordi- 
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nate  omogenee  x^^  x^^  ^3,  ^4,  e  si  supponga  or- 
dinato il  primo  membro  secondo  le  potenze  di  ^4, 
cioè  l'equazione  posta  sotto  la  forma 

essendo  xi^yU^^u^^.  , .  funzioni  omogenee  intere  di 
grado  0,  1,  2, ...  in  ct\  cr^  x^. 

Se  il  punto  i^x  =  .rg  ==  ^3  =  0  è  un  punto  della 
superficie,  sarà  %i^  =  0,  6  il  spiano  tangente  in  tal 
punto  sarà  rappresentato  da  i«i  =  0 

Conducendo  un  piano  parallelo  al  piano  tan- 
gente e  infinitamente  vicino  ad  esso^  esso  taglia  la 
superficie  secondo  una  curva^  la  quale ^  trascurando 
infinitesimi  di  ordine  superiore^  può  approssima- 
tivamente  considerarsi  come  una  conica  (indica- 
trice di  Dupin);  il  punto  della  superficie  è  ellit- 
tico^ parabolico^  0  iperbolico^  secondochè  tale  co- 
nica è  ellisse^  parabola^  iperbole- 
Ponendo  V  equazione  della  superficie  sotto  la 
forma  z-=-f(xy)^  il  punto  (xy  z)  della  superficie 
sarà  ellittico^  parabolico^  iperbolico^  secondochè  è 


ì  >\doo')  \dyV' 


docdy 


L* intersezione  0  una  parte  delF  intersezione  di 
due  superficie  algebriche  si  dice  curva  gobba  (0 
storta)  algebrica. 

Una  curva  gobba  (0  storta)  algebrica  è  tagliata 
da  un  piano  qualunque  dello  spazio  in  un  nu- 
mero fisso  di  punti  (reali,  coincidenti^  0  immagina- 
ri). Tal  numero  si  dice  ordine  della  curva  gobba. 

Il  minimo  ordine  per  una  curva  gobba  è  il  3. 
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Si  noti  che  non  si  può  a  tutto  rigore^  come  per 
le  curve  piane,  considerare  sempre  l'assieme  di 
due  curve  gobbe  di  ordini  d,  d^  come  la  degene- 
razione di  una  curva  gobba  di  ordine  e?  +  rf  ; 
giacché  se  una  curva  gobba  di  ordine  d  +  d'  si- 
tuata su  di  una  superficie  algebrica^  si  decompone 
in  due  curve  di  ordini  d  e  d\  queste  avranno  in 
generale  dei  punti  d'intersezione,  il  che  non  av- 
verrà in  generale  se  le  due  curve  date  sono  as- 
segnate comunque  nello  spazio. 

La  posizione  limite  di  una  retta  che  passa  per 
due  puuti  della  curva  quaudo  questi  si  avvicinano 
indefìnitivameute  è  al  solito  la  retta  tangente  alla 
curva^  e  la  posizione  limite  di  un  piano  che  passa 
per  tre  punti  della  curva  quando  questi  si  avvi- 
cinano indefinitamente  è  il  piano  osculatore  alla 
curva. 

Classe  di  una  curva  gobba  è  il  numero  delle 
sue  rette  tangenti  incontrate  da  una  retta  arbi- 
traria dello  spazio,  ovvero  il  numero  dei  piani  che 
passano  per  una  retta  fissa  arbitraria  dello  spazio 
e  per  tangenti  della  curva  gobba. 

Una  superficie  generata  dal  movimento  di  una 
retta  è  una  rigata.  Queste  si  distinguono  in  svi- 
luppabili e  gobbe. 

Una  superficie  svilupjxibile  è  11  luogo  delle  tan- 
genti di  una  curva  gobba.  La  sviluppabile  è  dun- 
que generata  dal  movimento  di  una  retta  due  po- 
sizioni consecutive  della  quale  sono  in  un  mede- 
simo piano. 

Generatrici  della  sviluppabile  sono  le  tangenti 
della  curva  gobba,   la  quale  a   sua  volta  si  dice 
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spigolo  di  regresso  o  curva  cuspidale  della  svilup- 
pabile. 

U ordine  di  ima  superficie  sviluppabile  è  eguale 
alla  classe  della  curva  gobba. 

Questo  numero  si  suol  chiamare  rango  del  si- 
stema costituito  dalla  curva  gobba  e  dalla  sua  svi- 
luppabile. 

Un  piano  osculatore  della  curva  gobba  è  un 
piano  tangente  alla  superficie  sviluppabile,  la  quale 
è  perciò  Vinviluppo  dei  piani  osculatori  della  curva 
gobba.  Perciò  essa  si  suol  chiamare  sviluppabile 
osculatrice.  Segando  la  sviluppabile  con  un  piano., 
il  punto  in  cui  questo  piano  taglia  la  curva  gobba 
è  una  cuspide  per  la  curva  sezione, 

I  punti  in  cui  si  incontrano  due  generatrici  non 
infinitamente  vicine  della  sviluppabile,  formano 
una  curva  che  si  chiama  la  curva  doppia  o  no- 
dale della  sviluppabile. 

La  curva  sezione  della  sviluppabile  con  un  pia- 
no^ ha  un  punto  doppio  in  ogni  punto  in  cui  la 
curva  nodale  è  tagliata  dal  piano. 

Una  generatrice  qualunque  della  sviluppabile 
d'ordine  n,  incontra  altre  n  —  4  generatrici  non 
infinitamente  vicine. 

1  piani  passanti  per  due  generatrici  non  conse- 
cutive inviluppano  una  nuova  sviluppabile  la  quale 
è  bitangente  (tangente  in  due  punti)  alla  curva 
gobba^  e  si  dice  perciò  sviluppabile  bitangente  alla 
curva  gobba. 

Per  una  curva  gobba  si  dice  numero  dei  suoi 
punti  doppi  apparenti^  il  numero  delle  rette  che 
da  un  punto  dello  spazio  possono  condursi  ad  in- 
contrare due  volte  la  curva  (tal  numero  è  natte- 
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ralmente  costante  qualunque  sia  il  punto  dello 
spazio). 

Per  una  superficie  sviluppabile  si  dice  numero 
dei  suoi  piani  doppi  apparenti y  il  numero  delle 
intersezioni  fra  due  dei  suoi  piani  inviluppanti,  e 
che  si  trovano  in  un  piano  arbitrario  dello  spazio 
(anche  tal  numero  è  naturahìiente  costante). 

Classe  della  superfìcie  sviluppabile  è  il  numero 
dei  suoi  piani  tangenti  che  passano  per  un  punto 
arbitrario  dello  spazio,  ovvero  il  numero  dei  piani 
osculatori  alla  curva  cuspidale  della  sviluppabile, 
passanti  per  un  punto  arbitrario  dello  spazio. 

Caso  particolare  della  superficie  sviluppabile  ò 
il  cono.  Tale  superficie  è  generata  dal  movimento 
di  una  retta  di  cui  uno  dei  punti  sia  fisso. 

Supposto  che  la  curva  sezione  del  cono  con  un 
piano  sia  una  curva  algebrica  di  ordine  n.,  anche 
il  cono  si  dice  algebrico,  ed  n  si  dice  il  suo  or- 
dine. Classe  del  cono  è  la  classe  della  curva  se- 
zione. 

Superficie  gobba  o  rettilinea  è  quella  generata 
dal  movimento  di  una  retta  due  posizioni  conse- 
cutive della  quale  non  sieno  generalmente  in  uno 
stesso  piano. 

Una  superficie  gobba  delV ordine  n  è  anche  della 
classe  n  e  viceversa  (Cayley,  Camb*  Math.  Journ. 
VII,  1852). 

I  punti  in  cui  si  incontrano  due  generatrici  non 
consecutive  della  superficie  gobba  formano  anche 
in  questo  caso  una  curva  doppia  o  nodale  della 
superficie. 

I  piani  passanti  per  due  generatrici  non  conse- 
cutive di  una  superfìcie  gobba  sono  bitangenti  per 
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la  superfìcie.  Essi  inviluppano  una  superficie  svi- 
liippahile  che  si  dice  sviluppabile  hitangente  della 
superficie  gobba  data. 

La  classe  della  sviluppabile  bitangente  di  una 
superfìcie  gobba  è  eguale  alV  ordine  della  curva 
doppia  (Cayley). 


Consideriamo  ora  alcune  relazioni  fondamentali 
riguardanti  una  superfìcie  generale  di  ordine  n, 
senza  singolarità  (y.  §  4).  Insieme  alla  superficie 
generale  si  considerano  le  altre  due  sjiperficie  svi- 
luppabili inviluppate  dai  piani  bitangenti  alla  su- 
perficie, e  dai  piani  stazionari. 

Indichiamo  con: 

n   l'ordine  della  superficie, 

a    l'ordine  del  couo  circoscritto  alla  superficie  col 

vertice  in  un  punto  arbitrario  dello  spazio, 
0    il  numero  delle  generatrici  doppie  di  tal  cono, 
X    il  numero  delle  generatrici  di  regresso   di  tal 

cono, 
n'  la  classe  della  superficie, 
a   la  classe  di  una  sua  sezione  piana, 
ò'  il  numero  delle  tangenti  doppie  di  questa, 
/.'  il  numero  delle*  sue  tangenti  di  flesso, 
b'  la  classe  della  superficie   sviluppabile   invilup- 
pata dai  piani  bitangenti  della  superficie, 
le    il  numero   dei  piani   doppi    apparenti   di    tale 
superficie  sviluppabile,   cioè  il  numero  delle 
intersezioni  di  due  dei  suoi  piani,  le  quali  si 
trovano  in  un  piano  arbitrario  dato. 
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t^  il  numero  dei  piani  tritangenti  della  superficie, 
q^  l'ordine  della  sviluppabile  dei  piani  bitangenti, 
p'  r  ordine  della  curva  dei  punti  di  contatto  dei 

piani  bitangenti, 
e'  la  classe  della  sviluppabile  dei  piani  tangenti 

stazionari  della  superficie, 
il   il  numero  dei  piani  doppi  apparenti  di  questa, 
r^  l'ordine  di  questa  stessa  superficie, 
[i'  il  numero  dei  piani  comuni  alle  due  superficie 
sviluppabili,    (quella   dei   piani   bitangenti,  e 
quella  dei  piani  stazionari  \  e  che   sieno    an- 
che stazionari  per  quest'ultima  superficie, 
7'  il  numero  dei  piaoi  comuni  alle  stesse  super- 
ficie sviluppabili,  ma  che  sieno  anche  stazio- 
nari per  la  prima  superficie, 
a'  l'ordine  della  curva  parabolica. 

Si  hanno  allora  le  seguenti  relazioni: 
a   =za  =n{n  —  1), 

3), 


0 

=  jn{7t-ì){n-2){n 

y. 

=  n  'n  —  1)  (n  —  2), 

n' 

=  m(w  —  Ij-, 

r  ' 

=  j  n  {n  -  2)  {n-  -  9), 

/. 

=  3m(«-2), 

b' 

=  jn{n  -  1)  {n  —  2)  («^ 

^r  +  n  —  12), 


IX,  1.  —  Eelazioni  fondamentali.        297 

//  =  4"  M  (n  -  2)  (jji«  —  6  «"  +  16  M«  -  54  n'  + 

8 

+  164  n^  —  288  w^  +  547  n^  -  1058  n^  i- 
+  1068^2  -  1214^  +  1464), 

f   =  —  n  (n  —  2)  (n^  —  4  n^  +  7  /^^  —  45  ìi^  + 
6 

-+  114/i-^  -  lll7|2  +  548n~960), 

g'  =:  ;ì  (n  -  2)  (/i  -  3j  (^2  +  2n  -  4), 

p'  =  ?^  (^  -  2)  {n^  —  n^'  +  n~  12), 

e'  =4:nin  —  l){n  -2), 

A^  zzz  1  ^^  (7^  -  2)  (16  /^^  —  64  n^  -f-  80  n'  - 108  n  + 

+  156), 

r'  =:2n>— 2)(3'/^  -  4\ 

p'  =i2n(n  — 2;(ll?i  -24). 

y'  zzz4n(w -2)(fi -3,(^3 +  3h    -16), 

G^  z=  4  n  (n  -  2}. 


Di(e  superfìcie  di  ordini  ni  e  no,  si  segano  se- 
condo ima  curva  storta  di  ordine  ni  n^- 

Tutte  le  superfìcie  di  ordine  n  che  passano  per 

Nfn)-\=(''  +  ^)-2 

punti  dati  arbitrariamente  nello  spazio^  si  segano 
secondo  una  stessa  curva  gobba  d'ordine  n^. 
Ogni    superfìcie    di    ordiate    n    che    passa   per 
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N  (n)  —  1  pnnti  arbitrari  di  una  curva  gobba  di 
ordine  n'^  intersezione  completa  di  due  siipeì^fìcie 
d'ordine  n^  contiene  per  intero  questa  curva. 

Data  una  curva  gobba  bordine  [^,  per  essa  si 
può  sempre  far  passare  una  superficie  bordine  n, 
purché  sia 

N  (n)  >  n  \^j 

perchè  allora  prendendo  sulla  curva  arbitraria- 
mente n^+\  punti^  ogni  superfìcie  d'ordine  n 
passante  per  essi  conterrà  interamente  la  curva 
d'ordine  i^. 

//  numero  delle  condizioni  semplici  cui  corri- 
sponde^ per  una  superficie  d'ordine  n^  il  passare 
per  la  curva  d'ordine  [^,  ha  per  limite  superiore 
il  numero 

n  [J-  +  1. 

Per  una  curva  di  genere  zero  (v,  §  4)  tal  nu- 
mero di  condizioni  è  esattamente  n  '/  +  1. 

Per  una  curva  di  genere  1  (curva  ellittica)^  tal 
numero  di  condizioni  è  n  [f-  (Hermite,  Creile^ 
LXXXII). 

Per  una  curva  di  genere  p  (^  (J-  —  3),  tal  nu- 
mero di  condizioni  semplici  è  n  [^-  +  1  —  p  (Lin- 
DEMANN,  Creile.^  LXXXIV;  PIalpheN;  j.  Ecole 
polyt.  LII,  pag.  15). 

Se  la  curva  è  intersezione  completa  di  superfi- 
cie degli  ordini  Ui^  n^^  allora  le  condizioni  sem- 
plici corrispondenti^  per  una  superficie  di  ordine 
??.,  alla  condizione  di  passare  per  la  curva  sono 
ancora  in  numero  di 

n^^  +  X  —p 
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(lìialiinqtie  sia  p,  purché  sia 

n  ^,4ii  +  7i2      3  ; 
ili  altro  caso,  ponendo 

n  =  ni  f  n2  —  ^ 
il  richiesto  numero  di  condizioni  è  sempre 

n  [J-  +  1  —p  + 

(v.  Halphen,  op.  cit.  pag.  18). 

La  curva  gobba  intersezione  completa  di  due 
superficie  d^ ordini  n^,  ^2  ^  individuata  da 

N{n{)  -iV(ni  -  1^-1 

punti  dati  ad  arbitrio  nello  sjoazio. 

Se  la  linea  d^  intersezione  di  due  superficie  di 
ordine  n  contiene  una  curva  di  ordine  np  la  quale 
è  situata  per  intero  su  di  una  superficie  di  ordine 
p,  la  rimanente  parte  è  una  curva  d^ ordine  n{n  — p) 
situata  su  di  una  superficie  d'ordine  n  —  p  (Pon- 
CELET,  1830). 

Tutte  le  superficie  d' ordine  n  che  passano  per 
N{n)  —  2  punti  dati  ad  arbitrio  nello  spazio,  pas- 
sano per  altri  n^  —  ^^00  +  2  punti  individuati 
dai  primi. 

Tre  superficie  di  ordini  ni^no^n-^  si  tagliano  in 
n^  n^  W3  punti,  di  cui  alcuni  sono  determinati  da- 
gli  altri;  propriamente: 

Se  Ui  ^  n2  +  %  saranno  arbitrari 

--  n2  n^  (2  ni  —  n2  —  n^  +  4)  -  1 
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2)unti^  e  gli  altri  saranno  determinati  da  questi. 
Se  invece-  è  n^  <  t^2  +  '^h  ?  ^^^^  ^i  ^  ^h  i  ^«i  >  ^^3 
saranno  arbitrari 

—  n^  n^  (2  ni  -n^-  n^  +  4)  +  N  {n^  +  n^  -  ni  -  4) 

punti.  Queste  forinole  non  valgono  per  n^  ^  n^ 
(Jacobi,  Creile,  XY). 

Se  degli  n^  punti  comuni  di  tre  superficie  di 
ordine  n,  n^p  stanno  su  di  una  superficie  di  or- 
dine p,  gli  altri  n^{n  — p)  staranno  su  di  una  su- 
p>erficie  di  ordine  n — p  (Poncelet). 

Tre  superfìcie  di  ordini  ^i,  ^2,  %  le  quali  hanno 
in  comune  una  curva  d'ordine  n  e  di  classe  (rango) 
r,  si  segano  ulteriormente  in 

Hi  n^  ^3  —  n  [ui  +  7i2  +  no  —  2)  +  r 

punti. 

Se  la  curva  è  doppia  per  la  prima  superficie 
(v.  §  4)  il  numero  dei  punti  comuni  è 

ni  n2  ns  ~  n  {n^  +  2  ng  i-  2  ng  —  4) 

(v.  Salmon-Fiedler,  Geom.  d.  Raumes,  II,  146, 
3.^  ediz.). 

Se  un  punto  comune  a  tre  superficie  di  ordini 
ni,n2,  n3  è  multiplo  (v.  §  4)  di  ordini  ^,  p-,  v  per 
esse  rispettivamente,  è  condizione  necessaria  e  suf- 
ficiente che  in  quel  punto  sieno  raccolte  ^  i^-  v  delle 
UiU^n^  intersezioni.,  che  i  coni  tangenti  alle  tre 
superficie  nel  punto  comune,  non  abbiano  alcuna 
generatrice  comune.  Una  dimostrazione  rigorosa 
di  questo  teorema  (estensione  di  altro  simile  per 
le  curve  piane,  v.  p.  es.  il  lavoro  di  Voss  citato 
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a  pag.  200  di  questo  volume)  si  propose  di  darla 
Berzolaei  {Aìin,  di  mat.  XXIV). 

Di  teoremi  sulle  intersezioni  di  superfìcie  si  oc- 
cuparono PoNCELET  {Prop.  project.^  etc.  II),  Ja- 
coBi  {Creile,  XV),  Plùcker  (M,  XVI,  XIX), 
Cayley  {Papers,  I,  259),  Reye  {Math.  Ann,^  II), 
etc,  etc. 

A  proposito  di  tali  ricerche  sono  interessanti 
quelle  relative  ai  casi  in  cui  le  superficie  abbiano 
in  comune  punti  o  linee  multiple. 

ilisultati  su  ciò  son  dovuti  a  Cayley  nella  sua 
Mem.  sulla  trasf.  birazionale  dello  spazio  {Proc, 
math.  Soc.  Ili,  1870)  colle  sue  formole  cosiddette 
di  equivalenza  e  di  postulazione.  Indi  se  ne  oc- 
cuparono NoETHER    Aìin.  di  mat.  V)  e  altri. 


Si  possono  enunciare  per  le  superficie  e  curve 
storte,  teoremi  che  sono  da  reputarsi  estensioni 
di  quei  che  costituiscono  i  fondamenti  della  teoria 
dei  gruppi  di  punti  su  di  una  curva  piana. 

Sia  data  una  superficie  generale  Fn  di  n"'^  or- 
dine. Due  curve  li,  W  che  insieme  formano  l'in- 
tersezione completa  di  Fti  con  un'altra  superficie, 
si  dicono  residuali,  e  l'una  il  resto  dell'altra.  Due 
curve  si  dicono  poi  corresiduali,  se  ciascuna  è  re- 
siduale rispetto  ad  un'altra  medesima  curva.  Ana- 
loghe definizioni  per  i  gruppi  di  punti  segati  da 
superficie  su  di  una  curva  storta. 

Si  possono  enunciare  allora  i  teoremi  del  resto 
(liestsdtze)  per  le  superficie  e  per  le  curve  gobbe  : 

Se  su  di  una  superficie,  due  curve  B,  W  sono 
residuali  ad  una   medesima   curva  B'^  e  quindi 
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corresiduali  fra  loro,  e  se  E  è  residuale  ad  un'al- 
tra curva  R"f  anche  R^  sarà  residuale  ad  R'\ 

Sia  una  curva  R  data  come  intersezione  di 
due  superfìcie  F^  ^,  e  sia  R'  ima  curva-resto 
di  R;  le  superfìcie  passanti  per  R^  taglino  R  in 
gruppi  di  punti  corresiduali  ad  un  altro  dato 
gruppo;  mutando  F^  ^  e  R^  e  lasciando  inalte- 
rato solo  R,  il  sistema  dei  gruppi  di  punti  resta 
inalterato. 

Le  ricerche  di  questo  genere  (la  geometria  su 
di  una  superficie  algebrica.)  di  cui  la  prima  idea 
è  dovuta  a  Clebsch,  furono  fatte  specialmente  da 
NoETHER  [Math.  Ann.  II,  Vili);  negli  ultimi 
tempi  se  ne  sono  occupati  principalmente  Castel- 
nuovo  e  Enriques  in  varie  pubblicazioni. 

Una  esposizione  dei  risultati  ottenuti  si  può  ve- 
dere in  un  lavoro  degli  stessi  ultimi  autori  nei 
Math.  Mn.  XLVIIL 


Le  prime  ricerche  sulla  teoria  delle  superficie 
datano  dai  tempi  di  Eulero,  a  cui  si  devono  an- 
che i  fondamenti  della  teoria  delle  superficie  svi- 
luppabili. 

Trattati  sistem.atici  sulla  teoria  delle  superficie 
dal  punto  di  vista  della  geometria  superiore,  non 
ne  esistono  molti.  Riserbandoci  di  citare  ai  luoghi 
opportuni  le  memorie  speciali,  ricorderemo  qui 
solo,  come  opere  fondamentali,  il  libro  di  Cre- 
mona ^Prelim.  di  una  teoria  geom.  delle  sup.  Bo- 
logna, 1866;  trad.  in  tedesco  da  Curtze,  Berlin, 
1870)  e  il  libro  di  Salmon  sulla  Geometria  ana- 
litica dello  spazio  (trad.  in  tedesco  da  Piedler, 
3.^  ediz.  Leipzig,  1880).  Si  noti  che   nella  tradu- 
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zione  tedesca  del  libro  di  Cremona  sono  aggiunti 
moltissimi  altri  paragrafi  che  non  figurano  nel  te- 
sto originale;  per  molti  argomenti  bisognerà  in- 
tendere dunque  citato  sempre  il  testo  tedesco. 


§   2.    —    Rappresentazione   analitica   delle 

CURVE     STORTE.      Le     SUPERFICIE     MONOIDI     DI 

Cayley. 

Un  problema  interessante  nella  teoria  delle  curve 
storte  algebriche  è  quello  sulla  rappresentazione 
analitica  di  tali  curve. 

Se  le  coordinate  di  un  punto  della  curva  sono 
assegnate  in  funzione  di  un  parametro,  allora  il 
problei^ia  è  risoluto,  ma  tale  esp.rimibilità  è  rare 
volte  agevole. 

L'idea  di  rappresentare  la  curva  mediante  le 
equazioni  di  due  superfìcie  passanti  per  essa,  e 
naturalmente  la  più  naturale  che  si  presenta;  ma 
è  facile  riconoscere  l'esistenza  di  curve  che  non 
sono  Intersezioni  complete  di  due  superficie  ;  quindi 
la  precedente  rappresentazione  cade  in  difetto  come 
quella  che  non  può  servire  ad  individuare  in  ge- 
nerale la  curva  storta. 

Allora  si  pensò  di  individuare  la  curva  mediante 
le  equazioni  di  tre  superficie  passanti  per  essa,  le 
quali  non  avessero  altri  punti  in  comune.  Però  si 
è  riconosciuto  che  in  generale  tre  superficie  non 
bastano,  e,  come  conseguenza  di  un  teorema  di 
Kronecker  {Crellej  XCII  nella  teoria  delle  fun- 
zioni algebriche,  si  trova  che  per  individuare  una 
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curva  generale  possono  occorrere  fino  alle  equa- 
zioni di  quattro  superficie.  Il  Yahlen  trovò  '  Creile, 
CVIII)  il  seguente  esempio  al  proposito:  Suppo- 
niamo che  r  intersezione  di  due  superficie  Fii  ^  Fv 

V  v' 

di  ordini  t»-,  v    si  scinda  in  due  curve  R    ,    B    , 

m  in' 

di  ordini  m,  m',  e  di  genere  p^p\  *  Il  numero  dei 
punti  d'intersezione  delle  due  curve  è 


s^=m(\f'  +  y  -  4)  -  2{p  -  1). 


p 
Si  conduca  una  nuova  superficie  Fo  solo  per  R  ; 

^  ni 

P 

questa  sarà  tagliata  da  R      in 

S  ==  [^  V  p  —  m  (a  f  V  --}-  p  —  4)  +  2  (p  —  1) 

punti  che  sono  su  tutte  tre  le  superficie,  ma  non 
su  e'. 

m 

P 

Ora  per  una    data  R      non   sarà   possibile  in 

m 

generale  determinare  tre  superficie  in  modo  che 
S  si  annulli;  infatti  consideriamo  una  quintica  di 

0 

genere  zero  R^  avente  una  quadrisecante  ;  se 
S   dovesse  annullarsi,   poiché    per  R     non  passa 

5 

alcuna  superficie  di  2.^  ordine,  dovrebbe  essere 
y-  =  V  =  p  -=  3  ;  ma  da  tre  superficie  di  3.®  or- 
dine non  può  essere  determinata   isolatamente  la 

R    perchè  è  facile  vedere  che  ogni  tale  superficie, 


*  Per  la  definizione  di  genere  delle  curve  storte  v.  il  §  4. 
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contenendo  la  R  ,    viene  a  contenere  anche  la 

5 

quadrisecante.  '" 

Un  altro  metodo  per  la  rappresentazione  di  una 
curva  storta  è  quello  di  considerare  l'insieme  di 
tutte  le  corde  della  curva  stessa;  introducendo  le 
sei  coordinate  di  rette  nello  spazio,  il  complesso 
delle  corde  sarà  analiticamente  rappresentato  da 
una  relazione  fra  tali  sei  coordinate;  ma  viceversa 
non  ogni  relazione  fra  le  sei  coordinate  di  rette 
rappresenterà  in  siffatto  modo  una  curva  (v.  la 
Geometria  della  inetta).  Di  siffatta  rappresentazione 
si  occuparono  Cayley  {Quart.  Journ»^  III,  V, 
1860,  1862)  e  Voss  [Math,  Ann.,  XIII). 

Finalmente  un  altro  metodo  di  rappresentazione 
ò  quello  anche  di  Cayley,  e  cosiddetto  delle  su- 
j^erficie  monoidi. 

Siene  .^i,  ^2?  '^'g,  ^^4  le  coordinate  omogenee  di 
un  punto  della  curva,  e  dal  punto  0,^1  =  ^2^^ '^3=^ 
vertice  del  tetraedro  fondamentale  proiettiamo  sul 

V 

piano  Xa  =  0,  la  curva  R     di  ordine  m  e  genere  «. 

ni 

L'equazione  della  curva  proiezione  sia 

dove  supponiamo  scelte  le   coordinate  \  in  modo 
che 

Si  :  ^2  •  ^3  =  ^'1  •  ^2  •  ^3* 
Si  hanno  allora  le  relazioni 

_  j.    .    V      4^n  (;) 

^1  *.  ^2  •  -^^3  '-  ^^h  =^  n  •  ^2  •  ^3  :    ,  /v^ 

dove  le  •}  sono  funzioni  razionali  intere  delle  l  di 
ordine  n  e  n  ~  1  rispett. 

Pascal.  20 
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p 
La   curva   B     appare  allora  anche  come  inter- 

m 

sezione  delle  due  superficie 

fm  (x)  =  0    e    ^4  'K-i  (^)  —  ']!n  (^)  =-  0 

di  cui  la  prima  è  un  cono  di  m^^  ordine  col  ver- 
tice nel  punto  0  (x^  =  X2'=oo^  =  0),  e  la  seconda 
è  una  superficie  di  n^^  ordine  avente  il  punto  0 
per  punto  n  —  1^^^  (v.  §  4)  e  che  da  Cayley  fu 
chiamata  una  superficie  monoide. 

Il  cono  e  il  monoide  si  tagliano,  oltre  che  in 

p 
R   ,  anche  in  m(n  —  \)  rette  passanti  per  0,  le 

m 

quali  sono  le  intersezioni  dei  due  coni  fm^=0  e 
•]/„_i=r:0;  queste  rette  si  dividono  in 

(n  —  l){m  —n)  +  ^ 

rette^  ciascuna  contata  due  volte  e  che  sono  rette 
doppie  del  cono  /*m  =  0  ;  e  in 

(n  —  1)  {2n  —  m)  ~  2oL 

rette  le  quali  insieme  colle  precedenti  sono  situate 
sul  cono  '\n  (n)  =  0. 

I  due  coni  '}«  -  0  e  ^^n-i  ==-  0  si  chiamano  ri- 
spettivamente cono  superiore  e  inferiore  del  mo- 
noide. 

Se  B     non  è  curva  piana ^  sarà  sempre 

m 

1 

n^  —  m; 

del  resto  l'ordine  del  monoide  non  è  determinato^ 
potendo  un  monoide  sostituirsi  con  un  altro  di 
ordine  diverso. 


/X,  3.  —  Classificazione  delle  curve  storte.  307 

Questo  artifizio  fu  esposto  da  Cayley  {Conipt. 
Rend.  1862!,  e  servì.poi  a  vari  autori  (Noethee, 
Halphen,  Weyk,  etc)  nei  loro  studi  sulle  curve 
storte. 


§  3.  —  Classificazione  delle  curve  storte. 

Al  problema  della  rappresentazione  analitica  di 
una  curva  storta  è  intimamente  legato  quello  della 
classificazione  delle  medesime,  giacche  per  le  curve 
storte  non  sussiste  più,  come  per  le  curve  piane, 
0  per  le  superficie,  il  fatto  che  basta  l'ordine  a 
caratterizzare  la  specie  di  curva;  infatti  già  per 
l'ordine  4,  esistono  due  curve  diverse  caratteriz- 
zate da  proprietà  affatto  distinte,  come  fu  ricono- 
sciuto da  Salmon  (Camb.  Joiirn,  V,  1850)  e  poi 
da  Steiner  (FtócA.  S.^^'''  Grad,,  Creile,  LUI,  1856). 

Il  problema  di  cui  parliamo  si  può  enunciare 
nettamente  nel  seguente  modo: 

Enumerare,  definire  e  distinguere  tra  loro  le 
diverse  famiglie  di  curve  del  medesimo  grado,  in 
modo  che  ciascuna  famiglia  non  possa  giammai 
essere  caso  particolare  d^  un'  altra  più  generale. 

In  queste  ricerche  non  si  considerano  che  curve 
senza  punti  singolari,  (v.  §  4)  ammettendo  come 
postulato  che  ogni  curva  a  punti  singolari  è  caso 
particolare  di  una  curva  dello  stesso  ordine  senza 
punti  singolari.  V.  Halthen,  sottocit. 

Di  questo  problema  si  occuparono  specialmente 
IIalphen  e  Noether  in  due  Memorie  le  quali 
furono  premiate  col  premio  Steiner  dall'Accademia 
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di  Berlino  nel  1882  (v.  Journ.  de  VÉcole  polyt., 
Cahier  LTI,  1882;  Berlin.  Abhand.,  1883;  Creile, 
xeni),  ai  quali  lavori  ne  seguirono  degli  altri  fra 
cui  quello  di  Valentiner  {Ada  Math.  II\  di 
NoETHER  (Id.,  Vili)  etc. 

Queste  ricerche  non  giungono  ancora  a  risol- 
vere il  problema  in  tutta  la  sua  generalità,  ma 
solo  per  casi  speciali. 

Stabilito  che  l'ordine  solo  non  basta  per  carat- 
terizzare una  curva  storta,  vien  l'idea  di  intro- 
durre altri  numeri  che  potrebbero  chiamarsi  ca- 
ratteristici, e  che  insieme  all'ordine  possano  ca- 
ratterizzare la  curva.  La  prima  idea  che  si  pre- 
senta (dalla  considerazione  delle  due  specie  di 
quartiche  storte)  è  di  considerare,  insieme  all'or- 
dine, il  numero  h  dei  punti  doppi  apparenti^  (cioè 
il  numero  delle  corde  che  possono  condursi  alla 
curva  da  un  punto  arbitrario  dello  spazio. 

Ma  si  trova  che  per  l'ordine  eguale  a  9,  esi- 
stono due  curve  diverse,  e  in  cui  il  numero  dei 
punti  doppi  è  il  medesimo  {h  =  18).  Queste  due 
curve  si  possono  però  distinguere  fra  loro  per  un 
altro  numero  che  Halphen  indicò  colla  lettera  ;/, 
e  che  è  Ford  ine  minimo  dei  coni  che  contengono 
tutte  le  h  corde  che  da  un  punto  arbitrario  dello 
spazio  possono  condursi  alla  curva^  inquantochè 
per  Vilna  è  n==4:  e  per  V altra  è  n=^b.  Ma  Hal- 
phen stesso  si  accorse  che  per  il  15."^^  ordine  si 
trovano  due  curve  diverse  per  le  quali  è  però 
sempre  h  =  63,  n  =  9. 

Inoltre  Cayley  {Creile,  CXI;  Math.  Pap.,  V. 
6l3j  fece  osservare  che  in  certi  casi  nei  quali 
Halphen  avea  trovato  una  curva,  tale  curva  non 
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può  effettivamente  esistere  se  non  per  speciali  con- 
figurazioni delle  lì  linee  nodali  ;  p.  es.  per  le  curve 
di  9.^  ordine  per  le'quali  è  /i  =  16  e  n  --=  4,  Cay- 
ley  trovò  che  per  la  loro  esistenza  non  basta  che 
le  16  linee  nodali  sieno  situate  su  di  un  cono  quar- 
tico,  ma  che  stieno  contemporaneamente  su  due; 
onde  oltre  che  i  tre  numeri  (ord  =  ci,  h,  n)  non 
bastano  in  generale  per  individuare  la  curva,  c'è 
da  aggiungere  anche  la  ricerca  delle  condizioni 
perchè  la  curva  avente  quei  tali  numeri  caratte- 
ristici, sia  effettivamente  esistente. 

Esporremo  ora  i  principali  teoremi  trovati  da 
Halphen  e  altri. 

Le  curve  di  grado  d,  con  h  punti  doppi  appa- 
renti, formano  ima  sola  famiglia  se  h  è  compre- 
so fra 

{d-l)(d-2)  (rf-2)(r/--3) 


2 


+  1. 


TI            .            7          7-7    Ad-l){d-2)         .j 
Il  massimo  valore  di  li  e ,   e  li 

minimo  è  il  mimerò  intero  massimo  contenuto  in 


m 


2 

Però  non  si  può  scegliere  arbitrariamente  li  fra 
tali  limiti,  epperò  per  un  dato  d  la  serie  degli  li 
presenta  lacune;  non  presenta  invece  pia  lacune 
a  partire  dal  massimo  intero  contenuto  in 

(d  —  l)(d~  2) 


tn  poi. 
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Le  curve  di  ordine  e?,  per  le  quali  è  h  inferiore 

al   massimo   intero  contenuto  in  —  — , 

o 

sono  situate  su  superfìcie  di  2.°  grado  ;  se  h  è  mag- 
giore di  tal  numero  le  curve  corrispondenti  stanno 

su  di  una  superfìcie  cubica;  se  h  è  maggiore  di 

u  _  2)2 
3 ~ — ,  le  curve  corrispondenti  stanno  su  su- 

o 

perfìcie  di  quarf  ordine^  etc. 

Ogni  curva  di  ordine  d^  per  la  quale  il  numero 
2 
n  (v.  sopra)  è  minore  di  -^(d  ■—  3),  è  situata  su 

o 

di  una  superfìcie  di  2.^  ordine. 

Ogni  curva  di  ordine  d,  non  situata  su  di  una 

3 
quadrica^  e  per  la  quale  è   n  <  -r  («i  -  4)  è  situata 

4 

su  di  ima  superfìcie  cubica;  se  è  n  <  ~  (e?  —  5)  la 

D 

curva  è  situata  su  di  una  superfìcie  di  i.°  ordine^ 
se  non  è  già  situata  su  superfìcie  di  2.^  o  3,^  or- 

5 
dine;  se  è  n  <  -^  (^  -  6)  e  la  curva  non  è  situata 

su  superfìcie  di  ordine  inferiore^  essa  è  situata  su 
superfìcie  di  5.®  ordine. 

Le  seguenti  tabelle  danno,  per  ciascun  ordine  r/, 
il  numero  delle  famiglie  di  curve  esistenti;  queste 
tabelle  le  riproduciamo  dal  lavoro  citato  di  Hal- 
phen, però  ci  limitiamo  solo  ai  primi  casi,  tanto- 
più  che  i  risultati  di  Halphen  non  sono  comple- 
tamente sicuri;  per  il  caso  del  nono  ordine  la 
tabella  di  Halphen  deve  essere  p.  es.  corretta  nel 
modo  indicato  da  Catley  {Papers,  V,  pag.  616). 
Per  la  definizione  di  genere  vedi  il  §  4: 
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1)  curve  STORTE,  ìion  degenerate ,  dì  2.^  or- 
dine non  ne  esistono  ; 

2)  ordiìie  d^^Z—  Esiste  una  sola  famiglia 
di  cubiche  storte;  il  numero  dei  punti  doppi  ap- 
parenti è  d  ^=1;  il  genere  è  p  =  0] 

3)  ordine  d  =  é  —  Esistono  due  famiglie  di 
quartiche  storte;  esse  si  differenziano  per  il  mi- 
merò dei  punti  doppi  apparenti  che  sono  rispet- 
tivamente 2  e  3.  I  loro  generi  sono  rispettivamente 
1  e  0; 

4)  ordine  d-=b  ~  Esistono  tre  famiglie  di 
quintiche  storte. 

Nella  seguente  tabella  sono  indicati  i  valori  cor- 
rispondenti di  /?,  n,  gli  ordini  minimi  delle  super- 
ficie dalle  cui  intersezioni  risultano  quelle  curve ^ 
le  curve  complementari  risultanti  dalle  intersezioni 
di  quelle  superficie^  e  finalmente  il  massimo  ge- 
nere p  delle  curve  di  ciascuna  famiglia  : 


d  =  b 

/i  = 

n  = 

Ordini  mi- 
nimi delle 
superf.  ecc. 

Curve  com- 
plementari 

p  = 

4 

5 
6 

2 
2 

2  e3 

una  retta 

2 

1 
0 

3  e3 

una  quartica 

storta  con  3 

punti    doppi 

apparenti 

3 

3  e3 

due  coniche 
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Tutte  siffatte  curve  sono  determinate  da  20  con- 
dizioni* 

Il  Salmon  nella  Geom.  des  Raumes  II,  distingue 
quattre  famiglie  di  quintiche  ;  però  la  quarta  è  da 
considerarsi  un  caso  particolare  della  terza  (vedi 
Halphen,  Ec.  polyt.  LII,  pag.  12  nota); 

5)  ordine  d=^Q  —  Esistono  cinque  famiglie 
di  sestiche  storte.  Il  numero  delle  costanti  di  tutte 
tali  curve  è  24,  cioè  ciascuna  di  esse  è  determi- 
nata da  24  condizioni. 

La  tabella  corrispondente  è  la  seguente: 


d=% 

Ji=^ 

w  = 

Ordini  mi-  !  „ 

nimi  delle  1  C;urve  com- 

superf.  ecc.      plementan 

2)  — 

6 

7 

8 
9 

10 

2 

2  e3 

0 

4 
3 

2 
1 

0 

3 

3  e3 

cubica  storta 

3 

3  e3 

una  retta 
e  una  conica 

3 

3e  3 

tre  rette 

4 

3e  4 

un'altra  se- 
stica  della 
medesima  fa- 
miglia 
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6)  ordine  d  =  7.  Esistono  sette  famiglie  di 
curve  storte  di  7,^^^  ordine.  Il  numero  delle  loro 
costanti  è  sempre  2^. 


1 

„=». 

Ordini  mi- 
nimi delle 
superf.  ecc. 

Curve  com- 
plementari 

p-- 

9 
10 

3 

2  e4 

una  retta 

6 
5 
4 

3 

2 

l 
0 

3 

3e  3 

una  conica 

11  1    4 

3e  3 

due  rette 

12 

' 

3e  4 

una  sestica 

storta  con  6 

punti    doppi 

apparenti 

13 
14 

15 

5   \ 

l 

4e  4      ^ 

( 

curva  storta 

di 
nono  ordine 

In  tutti  questi  casi,  come  si  vede,  basta  il  nu- 
mero h  per  caratterizzare  la  curva;  è  dal  nono 
ordine,  come  abbiamo  già  detto,  che  comincia  a 
verificarsi  il  fatto  che  il  numero  h  non  basta  più 
per  tale  scopo 

In  corrispondenza  a  questo  fatto  si  verificherà 
anche  l'altro  che,  per  l'ordine  rf  —  9,  vi  saranno 
due  famiglie  di  curve  aventi  il  medesimo  genere  p 
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massimo  (propriamente  ^  =  10)  e  da  considerarsi 
come  distinte. 

Per  le  particolarità  riguardanti  specialmente  le 
secanti  multiple  relative  alle  varie  famiglie  di 
curve  sopra  enumerate,  rimandiamo  a  Noether 
(op.  cit.  ;  p.  es.  Creile^  XCIII,  pag.  310). 

Prima  di  terminare  questo  paragrafo  vogliamo 
aggiungere  che  si  è  anche  immaginato  da  alcuni 
di  classificare  le  curve  storte  secondo  la  natura 
della  superficie  sviluppabile  corrispondente.  Di  ciò 
si  occuparono  Chasles  (Comp.  Èend.  t.  LIV)  e 
ScHWARZ  [Creile,  LXIV). 


§  4.  —  Punti  singolari  di  superficie  e  curve 
GOBBE.  —  Loro  numeri  caratteristici.  — 
Secanti  multiple  delle  curve  gobbe.  — 
Genere.  —  Pormole  di  Cayley.  —  Con- 
tatti DI  superficie. 

Se  un  punto  di  una  superficie  è  tale  che  ogni 
retta  passante  per  esso  incontra  ivi  la  superficie 
in  due  punti  coincidenti,  quel  punto  si  dirà  doppio 
per  la  superficie. 

Vi  sono  infinite  rette  che,  passando  per  il  punto 
doppio  P,  hanno  ivi  un  contatto  tripunto  colla 
superficie  (tre  intersezioni  infinitamente  vicine).  Il 
luogo  di  queste  rette  è  un  cono  di  2.**  ordine,  di 
cui  ogni  piano  tangente  sega  la  superficie  secondo 
una  curva  che  ha  una  cuspide  in  P, 

Questo  cono  può  scindersi  in  due  piani  distinti 
0  in   due  piani   coincidenti;    si  hanno   allora  tre 
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sorta  di  punti  doppi  ;  punto  conico,  punto  bipla- 
nare,  punto  uniplanxtre. 

Se  F=0  è  in  coord,  omogenee,  V equazione  della, 
superficie,  la  condizione  perchè  la  superficie  ab- 
bia un  punto  doppio  è  che  sia  zero  il  suo  discri- 
minante, cioè  il  risultato  dell'  eliminazione  delle 
X  fra  le  quattro  equazioni 

s.Z^o    ^^-0    M==o    ^^-0- 

a«?i        '     dee,        '     dx,      ^'     dxr      ' 

e  le  condizioni  perchè  un  punto  {x)  sia  doppio 
sono  che  le  sue  coordinate  soddisfino  contempo- 
raneamente queste  quattro  equazioni. 

Vi  sono  in  generale  sei  generatrici  del  cono  tan- 
gente, le  quali  hanno  colla '^  superfìcie  un  contatto 
quadripunto  (quattro  intersezioni  infinitamente 
vicine). 

Se  un  punto  di  una  superficie  è  tale  che  ogni 
retta  passante  per  esso  incontra  ìyì  la  superficie 
in  r  punti  coincidenti,  quel  punto  si  dirà  r^^^  per 
la  superficie.  Anche  qui,  come  nel  caso  prece- 
dente si  può  costruire  un  cono  d^ ordine  r,  di  cui 
ogni  generatrice  ha  colla  superficie  in  quel  punto 
r+1  punti  comuni  (cono  osculatore);  in  questo 
cono  vi  sono  poi  in  generale  r{r'\-  1)  generatrici 
aventi  colla  superficie  r  -f  2  punti  comuni. 

Una  superficie  d'ordine  n  con  un  punto  0  n^^^ 
è  necessariamente  un  cono  di  vertice  0. 

Una  superficie  può  avere  linee  multiple  o  sin- 
golari cioè  linee  tutti  i  punti  delle  quali  sieno 
multipli.  Lungo  una  linea  multipla  d^ordine  r  pas- 
sano r  falde  della  superficie. 


3t6        iX,  i.  —  Genere  delle  superficie, 

t  punti  di  una  linea  multipla  d'' ordine  r  sono 
punti  multipli  d^ ordine  r  pei  quali  il  cono  tan- 
gente di  cui  si  è  sopra  parlato^  si  scinde  in  )' 
piani. 

Per  r  =  2,   se  i  due  piani  tangenti  coincidono 

si  ha  la  curva  cuspidale  della  superficie,  ogni 
punto  delia  quale  è  un  punto  uniplanare. 


Come  per  le  linee  piane,  così  anche  per  le  su- 
perficie si  può  definire  un  numero  che  si  chiama 
genere,  e  che  dipende  in  generale  dal  numero 
delle  linee  doppie  e  cuspidali  della  superficie,  sup- 
posto che  questa  non  abbia  altre  linee  singolari 
di  ordine  più  elevato. 

Un  siffatto  numero  fu  introdotto  da  Clebsch 
{Comptes  Eendus,  LXYII,  1868)  ed  è  definito,  per 
una  superficie  di  ordine  n,  come  il  numero  dei 
coefficienti  ancora  indeterminati  che  restano  nel- 
l'equazione di  una  superficie  di  ^  —  4"*^  ordine  la 
quale  passi  per  le  linee  doppie  e  cuspidali  della 
superficie  data. 

Se  questa  non  ha  linee  doppie  e  cuspidali,  il 
genere  è 

(n  -  1)  :n  ~  2)  (n  -  3) 

^= —3 • 

Questo  numero  p  resta  invariato  per  una  tra- 
sformazione birazionale.  Questo  teorema  fu  an- 
nunciato da  Clebsch  [Compi,  Rend,  1868)  indi 
dimostrato  da  Noethek  {Math,  Ann,  IIj  e  Zeu- 
THEN  [Id.  IV).  Accanto  a  questo  genere  il  Nok- 
ther  [Id.  Vili)  considerò  altri  due  numeri  che 
godono  di  analoga  proprietà. 
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Se  la  superficie  ha  una  curva  doppia  dell'ordine  d 
(^  0)  e  di  genere  tt,,  e  un  certo  numero  finito  t 
(^0)  di  punti  tripli  per  essa  e  per  la  curva,  il 
numero 

Vn=^ -S>-^- -— ~  -  (n-4)  rf  +  2  1^  +  t:  -  1 

o 

si  QÌimmdi  genere  numerico  (Gayley,  Matlu  Ann., 
III).  Si  chiama  poi  genere  geometrico  pg  (detto 
anche  primo  genere)  il  numero  dei  coefficienti  in- 
determinati delle  superfìcie  di  ordine  n  —  4,  cui 
si  è  sopra  accennato.  Si  ha  sempre  pg  ^  pn .  Se  è 
Pg  ^=  Pn,  la  superfìcie  si  suol  chiamare  regolare. 

Per  le  superficie  razionali  (rappresentabili  sul 
piano.,  V.  pag.  341)  è  pn  ==pg  =  0. 

Per  GENERE  di  una  rigata  si  assume  il  genere 
Pj  delle  loro  sezioni  piane,  queste  essendo  eviden- 
temente tutte  dello  stesso  genere»  Per  ima  rigata 
si  ha  Pg  =  0,  pn-===  —  P' 

Per  un  altro  carattere  delle  superficie  v.  Segre 
{Atti  Torino.,  1896),  e  per  altre  considerazioni  ri- 
guardanti i  vari  generi  delle  superJScie  v.  Castel- 
nuovo-Enriques,  Math.  Ann.,  XLVIII). 


La  superficie  generale  di  ordine  n'>3non  pos- 
siede alcuna  retta. 

Se  una  superficie  di  ordine  n  contiene  una  curva 
multipla  secondo  V  ordine  (n  —  2),  essa  conterrà 
delle  rette;  se  la  curva  multipla  è  una  retta,  la 
superficie  conterrà  2  (3  n  —  4)  altre  rette.,  oltre 
quella.  Per  una  tal  superfìcie  v.  Noether  (Math. 
Ann.f  III,  pag.  175). 

Una  superficie  di  n'^^  ordine  non  può  avere  più 
di  n{l{  n  —  24)  rette. 
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Per  una  retta  di  una  superf.  di  ord.  n,  passarlo 
sempre  {n  +  2j  (n  —  2)^  piani^  i  quali  toccano  la  su- 
perfide  ancora  in  un  altro  punto  fuori  della  retta. 

Se  è  n  Vordine  di  una  rigata,,  Vordine  della 
sua  curva  doppia  (v.  §  1)  è  compreso  fra  {n  —  2) 

e  —{n—\){n—2)  (Cayley). 

Ricerche  sulle  relazioni  che  intercedono  fra  i 
numeri  caratteristici  e  le  singolarità  delle  super- 
ficie furono  fatte  da  Salmon,  Cayley,  Zeuthen; 
V.  Salmon-Piedler,  G,  d.  i?.,  II,  pag.  671. 


Quando  un  punto  di  una  curva  gobba  è  tale  che 
ogni  piano  passante  per  esso,  incontra  ivi  la  curva 
in  due  punti  coincidenti,  allora  quel  punto  si  dice 
doppio  per  la  curva.  Esistono  in  generale  dite  rette 
tangenti  e  due  piani  osculatori  alla  curva  nel 
punto  doppio.  Se  quelle  due  tangenti  coincidono 
si  ha  la  cuspide  o  il  punto  stazionario  della  curva. 
Nel  punto  stazionario  coincidono  anche  i  due  piani 
osculatori  della  curva* 

Se  due  superficie  si  toccano  in  un  punto  P 
(hanno  il  piano  tangente  comune)  la  curva  in- 
tersezione di  esse  ha  in  P  un  punto  doppio. 

Se  questo  punto  è  in  particolare  una  cuspide  si 
dice  che  le  due  superficie  hanno  in  P  un  con- 
tatto stazionario. 

Se  la  curva  d'intersezione  delle  due  superficie 
ha  in  P  un  punto  triplo,  si  dice  che  esse  si  oscu- 
lano in  P.  In  tal  caso  ogni  piano  per  P  taglia  le 
due  superficie  secondo  linee  osculantesi  fra  loro. 

Se  un  punto  comune  a  due  superficie  è  r^^^  per 
Vuna  e  r./^^^  per  Valtra,  esso  è  midtiplo  d^ordine 
ri  r^  per  la  curva  intersezione]  se  r^  ^  r>  e  le  due 
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superficie  hanno  in  quel  punto  lo  stesso  cono  oscu- 
latore^ quel  punto  è  invece  multiplo  di  ordine 
r  (r  +  1)  per  V  intersezione. 

Se  due  superficie  hanno  un  contatto  d^  ordine 
k  —  1  lungo  una  curva  d"" ordine  w,  esse  si  seghe- 
ranno secondo  un'altra  curva  d'ordine  n^n^,  —  hn. 

Il  massimo  numero  di  punti  in  cui  due  super- 
ficie di  ordini  n\^  n^  si  possono  toccare  è 

2  ^1  ^h  {ni  +  7?2  -  4)  +-  1 

Per  una  curva  storta  e  per  'la  corrispoudente 
sviluppabile  osculatrice  sono  interessanti  le  se- 
^^uenti  formolo  (dette  di  Caylet,  Journ.  de  Liou- 
ville  X,  1845;  Òpere,  I,  207)  le  quali  legano  i  di- 
versi numeri  caratteristici  della  curva  e  sono  ana- 
loghe alle  formolo  di  Plùcker  (v.  Gap.  YI,  §  1) 
mediante  le  quali  possono  in  parte  trovarsi. 

(Si  riscontri  il  §  1  per  le  definizioni  riguardanti 
il  sistema  costituito  dalla  curva  gobba,  dalla  svi- 
luppabile osculatrice,  dalla  curva  nodale,  e  dalla 
sviluppabile  bitangente.) 

Sia: 

n   l'ordine  della  curva  gobba, 

r    la  classe  della  curva  gobba,  o  il  suo  rango, 

il  il  numero  dei  punti  doppi  apparenti  della 
curva,  cioè  il  numero  delle  rette  che  da  un 
punto  arbitrario  possono  condursi  ad  incon- 
trare due  volte  la  curva, 

y  il  numero  dei  piani  che  passano  per  un  punto 
arbitrario  dello  spazio  e  toccano  in  due  punti 
distinti  la  curva  (bitangenti),  cioè  la  classe 
della  sviluppabile  bitangente. 
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p    il  numero  delle  cuspidi  (punti  stazionari), 
H  il  numero  dei  punti  doppi, 

V  il  numero  delle  tangenti    d' inflessione   (stazio- 

narie)  della   curva    (tangenti   aventi   comuni 
colla  curva  tre  punti  infinitamente  vicini). 

Sia  poi: 

m  la  classe  della  sviluppabile  osculatrice alla  curva, 

r    il  suo  ordine,  o  il  suo  rango, 

g  il  numero  delle  rette  di  un  piano  qualsivoglia, 
per  ciascuna  delle  quali  passano  due  piani 
tangenti  della  sviluppabile,  ossia  la  classe 
della  congruenza  delle  rette  intersezioni  dei 
piani  osculatori  della  curva  (v.  Geom.  della 
retta). 

X  il  numero  dei  punti  situati  in  un  piano  qual- 
sivoglia, per  ciascuno  dei  quali  passano  due 
diverse  generatrici  della  sviluppabile,  ossia 
l'ordine  della  curva  nodale, 

oc  il  numero  dei  piani  stazionari  (piano  che  tocca 
la  sviluppabile  lungo  due  generatrici  infinita- 
mente vicine,  ovvero  dei  piani  che  hanno  co- 
muni colla  curva  quattro  punti  infinitamente 
vicini), 

G  il  numero  dei  piani  bitangenti  (tangenti  in  due 
punti)  alla  sviluppabile, 

V  il  numero  delle   generatrici  per  ciascuna  delle 

quali  passano   tre  piani   tangenti  consecutivi 
(generatrici  d' inflessione), 
oi   il  numero  delle   generatrici    doppie    della   svi- 
luppabile. 
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Si  hanno  allora  le  seguenti  relazioni  {di Gay JjEy). 
m=  r  (/•  ~  1)  -^  2  {x  i  a^)  —  3  {n  +  i\ 
n  =  r  (r  —  1)  —  2  (y  +  co)  —  3  [m  -h  v) 
r  =^  m  (m  -  1)  -  2  (^  +  (?)  -  3  a  = 

=  n  (n  -  l)  -  2  ih  +  //)  -  3  S 
a  =  3  r  (r  —  2)  -  6  (o^  4-  03)  -  8  {n  +  v) 
8  =  3  r  (r  --  2)  -  6  (//  +  03)  -  8  (;?^  +  v) 
^i  4-  y  =.3  m  im  -2)  —  6{g+G)~8  x 
m  i-v=S  n  in  ~  2)  -  6  [h  +  H)  —  8  p 

che  corrispondono  a  sei  indipendenti. 

Si  dice  genere  di  una  curva  gobba  0  della  sua 
sviluppabile  osculatrice  il  numero  definito  dalle 
seguenti  formole: 

pz=:^ ''n  -  1)  (n  -  2)  -  [h  A  H+  6) 
=  V  (^^  -^  1)  (^  ~  2)  —  (?/  -t  w  h  m  +  ^0 


=  j(m-l){m  -2)~{g+G  +  ^) 
=  ^  (r  -  1)  (r  -~  2)  -  (^   1-  co  +  71  +  v). 


Introducendo  ora  queste  altro  caratteristiche  : 

k  il  numero  dei  punti  doppi  apparenti  della  curva 
nodale, 
Pascal.  21 
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X  il  numero  delle  rette  taogenti  e  secanti  altrove 
la  curva  data, 

T  il  numero  dei  punti  tripli  della  curva  nodale, 
0  dei  punti  tripli  della  sviluppabile,  o  il  nu- 
mero dei  punti  d'incontro  di  tre  tangenti  (non 
infinitamente  vicine)  della  curva  data, 

>/  il  numero  dei  piani  osculatori  e  tangenti  altrove 
alla  curva  data, 

t'  il  numero  dai  piani  tritangenti  della  curva  data, 

E  il  rango  o  la  classe  della  curva  nodale, 

p'  il  genere  della  stessa, 

si  hanno  le  seguenti  altre  relazioni  : 

X   ==n(r  +  4)-6(r  +  B) -4(co  +  i/)-2^ 

'^  —-w-[(^~^n'-3n~3v~-2o^)  (r-2)  +Sm  -f 

+  20 1?  +  10  B  -!-  18  co] 

V  =zm(r  +  i)  —6(r  +  oc)— 4(03  +  6^)  ■-■  2  v 

'^'  ==  -g"  [{y  —  n  —  S  m  ~-3v  — 2co) (r  -  2)  +  8 n  + 

+  20^  +  10a  +  18  co] 
E  =  rm  f  6  r  -  3  l^  —  9  m  —  3  ^;  -  2  (j 

k  =-~  [r^  —  6  r^  +  11  r^  F  66  r  - 

o 

—  2  r  (r  —  5)  {m  -b  S  n  +  3  v  -ì- 2^^)  f 

+  (m  4-  3;^  +  3^;  +  2co/  — 

—  58  m  — 126^  -  126  i;—  76  w  -  24  H) 

V  -p'  (/—  14)  -=  1  0'  ~  5)  {r-  6)  -  ^0. .  G  .  //). 
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Queste  forinole  furono  considerate  da  Salmon 
(Trans.  R.  L  Acad.XXlll,  1857),  Cayley  (Quart. 
Journ,  XI;  Op.  Vllt.  72),  Cremona  (trad.  tede- 
sca dei  Preliminari,  cap.  IV),  Zeuthen  {Ann.  di 
mal,  ITI).  Esse  si  trovano  anche  riportate  in  Sal- 
MON-PiEDLER  {Au.  Geom,  d.  B.  II,  pag*.  660  e 
seg.,  3/^  edizione).  '^ 


*  Poiché  i  vari  autori  hanno  adoperato  eimboli  diversi 
per  indicare  le  caratteristiche,  sarà  qui  utile,  per  comodità 
del  lettore,  porre,  nella  seguente  tabella,  in  relazione  fra 
loro  le  diverse  notazioni  adoperate: 
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completa  di 

dne  sup. 

Alla  curva 
completa  di  e 
si  toccano   se 
contatti  stazi 

stórta  di   ordine  ni  n^  intersezione 
lue  super f,  di  ordini  ni,  ^2  le  quali 
mplicemente   in  S  punti,   e  hanno  x 
onari,  corrispondono  le  seguenti  ca- 
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rati  eristiche: 

V  =-2^h  n^  [n\  +  n^--  4)  -  (3  +  /  ~  1) 

m  =  3  ìli  ^2  (ni  +  n^  —  3)  —  6  o  —  8  x. 
r  =:  nx  ^2  {ni  +  no  —  2)  —  2ò  —  Sy^ 

Ji  —  Y  ^^^  ^^^^  '^^^  ~'  "^^  ^^'^  ~  ^^ 
^  ==  y  n,  ng  (ni  +  ng  -  3)  [9  ni  ng  (ni  +  ng  —  3)  - 

-  6  (6  3  +  8  /)  —  22]  + 
+  -|-^i^^2+(3o  +  4/)(6a  +  8/.  +  7) 

2/  =  y  ^^1  ^h  i^h  +  ^?2  -  2,  fni  n?  (wi  +  ng  —  2)  — 

~-2v2S  +  37J-10]  + 
+  4nin2  +  |(53  +  3/J2  f  10a+|-/, 


^  —  Y  ni  712  i^\  +  ^^2  —  2)  [ni  ng  (ni  +  ns  —  2)  — 

-  2  (2  3  +  3  /)  —  4]  -4- 

+  |(2a  +  3z)^  +  4B  +  ^:x. 
a  =  2  ni  n9  '3  ni  +  3  ng  --  10)  -  3  4  ò  +  5  /) 

(7=0 

V  ~0 
0)  =0. 
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Se  due  superfìcie  di  ordini  ni  n^  si  segano  se- 
condo due  curve  (complementari)  di  ordini  n,  n\ 
di  classi  r,  r\  aventi  rispett.  li,  §;  h'  o'  punti  doppi 
apparenti  e  effettivi,  X,  7/  cuspidi,  indicando  con 
k  il  numero  delle  loro  intersezioni  apparenti f  cioè 
il  numero  delle  rette  che  da  un  punto  dello  spazio 
possono  cond^ursi  a  segare  amhMue  le  curve  e  con 
i  il  numero  delle  intersezioni  effettive,  si  hanno 
le  relazioni: 

h  4-  //  +  h  =--  j  {n  1-  n')  (n,  -  1)  {n^  -  1) 

r  -  r  '-=  in  -  n)  (^i  7?2  -  1)  -  2  (h  -  //)  - 
~2(o-S0-3(x-7;) 
(;?i  +  ^?2-2)n  -r  +  ^  +  2S+37 
{ni  H-n.2  — 2)  n  ^^  /  +  ^  +  2  5'  +  3  // 

donde  anche 

n  ini-  Ì){n2  —  l)^2h  +k 
n'  {ni  -  1)  (^2  —  1)  -  2  /i'  +  ^^ 


Per  una  curva  gobba  descritta  su  di  un  iperbo- 
loide la  quale  incontri  in  oc^  e  ^2  punti  rispett. 
ciascuna  generatrice  del  primo  e  secondo  sistema 
deir  iperboloide,  ed  è  dotata  di  S  punti  doppi  e  x 
cuspidi,  si  hanno  i  seguenti  numeri  caratteristici  : 

r  z=z2aia2  — 2S-3/; 

iw  =  6  ocj  «2  —  3  (a^  4-  a.3)  —  6  0  —  8  7  ; 

y  =\[2{HH~^)'^y]'-^0{^iy.,-'^-y)  + 

7 
+  4  [y-i  +  0C2Ì  -  Y  z  ; 
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+  fK  + ^2) +2(118  +  14/.) 

^  =  J  [2  {^  0:2  —  8)  —  3  xì'  —  4  (ai  a^  —  S)  4-  -  x 
a  =  4  [3  a^  a^  -  2  (oc^  +  a^)]  —  3  (4  3  -  5  7J. 

S^  ^'n  particolare  la  curva  gobba  è  l' intersezione 
completa  delViperboloide  con  una  superfìcie  gene- 
rale deir ordine  [f-,  basterà  in  queste  forinole  porre 
ai  =  a2  =  |x,  per  ricavarne  i  numeri  caratteristici 
pel  nuovo  caso. 

Una  curva  gobba  descritta  su  di  un  iperboloide, 
la  quale  incontri  in  «i  e  «2  pi(^nti  rispett.  ciascuna 
generatrice  del  1.^  e  2.®  sistema^  non  può  avere 
più  di 

^1  ^2  —  ^1   —  °^2  +  1 

punti  doppi  e  cuspidi.  Per  -j.^  =  ^2^1^-  si  ha  il 
teorema  corrispondente  al  caso  iu  cui  la  curva  sia 
intersezione  completa  dell'iperboloide  con  una  su- 
perficie di  ordine  \^. 

I  precedenti  teoremi  possono  ottenersi  mediante 
la  cosiddetta  rappresentazione  piana  dell'  iperbo- 
loide (v.  §  7). 


Siano  n  Q  p  l'ordine  e  il  genere  (v.  sopra)  di 
una  superficie  rigata  algebrica;  v  e  ti  l'ordine  e  il 
genere  di  una  curva  algebrica  tracciata  sulla  ri- 
gata e  che  sia  curva  semplice  per  questa  ;  sia  k  il 
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numero  dei  punti  d' incontro  della  curva  con  cia- 
scuna generatrice  della  rigata,  e  o  il  numero  dei 
suoi  punti  doppi;  si  liei  allora  la  relazione  ri- 
marchevole 

(/,  ■_  1)  V  -  ::  -  8  =  ^'  ^^''~  ^K-],{p-  1)   -    1. 

di 

Per  il  caso  in  cui  la  rigata  è  un  cono  questa  for- 
mola  fu  trovata  da  Stuem  (Math.  Ann.  XIX, 
487);  per  il  caso  generale  la  formola  si  trova  in 
Segre  [Lincei.  1887;  Math.  Ann.,  XXXIV). 


Alle  formole  di  questo  paragrafo,  sono  affini 
quelle  riguardanti  le  rette  che  incontrano  una 
curva  storta  in  più  di  due  punti  (secanti  multiple)^ 
0  che  incontrano  due  o  più  curve  storte. 

Le  secanti  triple  di  una  curva  storta  di  or- 
dine n,  con  h  punti  doppi  apparenti^  formano  una 
superficie  rigata  di  ordine 


(         o^U       ^(^^  — 1)\ 


Questa  formola  fondamentale  si  trova  per  la 
prima  volta  in  Zeuthen  {^Ann.  di  mat.  1870); 
indi  in  Picquet  {Bull,  de  la  Soc.  math.  I,  pag.  268, 
1872),  ìq  Schubert  {Kalkill  der  ahz.  Geom.  Leip- 
zig, 1879,  §  43),  in  Geiser  (Collect.  math.^  etc. 
Milano,  1881)  e  in  Berzolari  {Eend.  Palermo. 
IX,  1895). 

Il  numero  delle  quadrisecanti  di  nna  curva 
gobba  di  ordine  n  con  h  punti  doppi  apparenti  è 

~  hfh  -  4n  +  11)  -  ~  n  {n-2)  {n    -  3)  (n  —  13). 
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Questa  forinola  si  trova  prima  in  Zeuthen  (Op. 
cit.),  indi  in  Picquet  (Op.  cit.  e  Compt.  Eend, 
LXXVII,  1873)  e  Berzolari  (Op.  cit.). 

Il  mimerò  delle  rette  trisecanti  di  ima  curva  di 
ordine  n  con  h  punti  doppi  apparenti,  e  che  in- 
contrano un^ altra  curva  di  ordine  n^  avente-  colla 
prima  un  numero  di  punti  comuni  eguale  ad  i,  è 

n'  {n  -  2)  ih  --~n(n  —  l)]  —  i  (li  -  n  +  2). 

Le  rette  che  incontrano  in  due  punti  una  curva 
di  ordine  n  e  con  h  punti  doppi  apparenti^  e  in 
due  punti  un^ altra  curva  cui  corrispondono  le  ca- 
ratteristiche n!  e  h'  e  che  ha  colla  prima  un  nu- 
mero eguale  ad  i  di  punti  comuni^  sono  in  nu- 
mero di 

h  h'  +  ~n  n'  (n  -  1)  [n' —  \)-i{n  -  1)  (^'—1)  ^ 

Le  rette  che  incontrano  in  due  punti  una  curva 
(n,  h)  e  in  un  punto  ciascuna  di  due  altre  curve 
di  ordini  n\  n'  aventi  i\  i!^  punti  comuni  colla 
prima  e  j  punti  comuni  fra  loro^  sono  in  nu- 
mero di 

n'  n''  ih  +  |-  n  {n  -  1)]  -  [n  -  1)  [i'  n'' +  i" n' j  - 

—  hj^i'i". 

Le  rette  appoggiate  a  quattro  curve  di  ordini 
n^n^n^n,^  tali  che  quelle  degli  ordini  Uy  ,  n^  ah- 
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Mano  irs  punti  comuni^  sono  in  numero  di 

4 

2  Hi  no  ^3  ^4  —  ^  Up  nq  irs  +  -  ipq  Irs 
1 

dove  gli  indici  _p,  g,  r,  s  sono  f^lf^^'  diversi. 

Per  tutte  queste  forinole  si  suppone  che  i  punti 
comuni  alle  curve  sieno  tutti  distinti.  Esse  si  tro- 
vano in  PiCQUET  (cif.)  ;  per  una  correzione  ad  al- 
cuni dei  risultati  di  quest'autore  si  vegga  Guccia 
[Rend.  Palermo^  I\ 


§  5.  -  Superficie  polari. 
Superficie  covarianti. 

Tralasciamo  di  stabilire  le  definizioni  e  le  pro- 
prietà fondamentali  della  teoria  della  polarità,  per- 
chè queste  non  sono  che  le  analoghe  di  quelle  sta- 
bilite al  §  2  del  Gap.  YI  pel  caso  delle  curve 
piane. 

Ci  limiteremo  solo  a  ciò  che  si  presenta  di 
nuovo  nel  caso  delle  superficie. 

La  prima  polare  di  un  punto  qualunque  0,  W- 
spetto  ad  tina  superficie^  sega  questa  in  una  curva 
che  è  la  curva  di  contatto  della  superfìcie  col  cono 
circoscritto  di  vertice  0. 

Se  il  polo  è  sulla  superficie  fondamentale^  que- 
sta e  tutte  le  sue  superficie  polari  hanno  ivi  lo 
stesso  piano  tangente  e  le  stesse  rette  osculatrici. 

La  quadrica  polare  ({n  —  2)"'^  superfìcie  po- 
lare) di  un  punto  parabolico  della  superficie.^  è  un 
cono  tangente  al  relativo  piano  tangente  staziona- 
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rio,  e  la  generatrice  di  contatto  è  la  retta  che  in 
quel  punto  oscula  la  superfìcie  fondamentale. 

Un  punto  parabolico  della  superfìcie  data  è  an- 
che parabolico  per  tutte  le  proprie  superficie  polari. 

Le  (n  —  r /'"«  polare  di  un  punto  r^^^  della  su- 
perficie fondamentale,  è  un  cono  d^  ordine  r  col 
vertice  nel  punto,  e  le  polari  seguenti  sono  inde- 
terminate. Quel  cono  d'ordine  r  è  il  luogo  delle 
rette  aventi  in  quel  punto  r  +  1  punti  comuni 
colla  superficie,  e  le  intersezioni  di  esso  colla 
[n  —  r — 1)"'^  superficie  polare,  sono  le  rette  (in 
numero  di  r{r-\-\))  che  hanno  r  +  2  punti  in- 
finitamente vicini  comuni  colla  superficie. 

Il  luogo  dei  punti  i  cui  piani  polari  passano 
per  una  retta,  è  una  curva  gobba  d^ ordine  n  —  \* 
Questa  curva  si  chiama  curva  polare  della  retta 
data. 

Vinviluppo  dei  piani  polari  dei  punti  di  una 
retta  è  una  sviluppabile  di  classe  n  —  1,  e  di  or- 
dine 2{n  —  2),  che  si  chiama  la  polare  n  —  1"'^ 
della  retta. 

La  linea  nodale  di  questa  sviluppabile  è  una 
curva  di  ordine  2  {n  —  3)  (n  —  4)  che  è  il  luogo 
dei  poli  di  cui  le  prime  superficie  polari  sono  tan- 
genti alla  retta  in  due  punti  distinti. 

L^  inviluppo  dei  piani  polari  dei  punti  di  una 
curva  d'^ordine  m  è  una  sviluppabile  di  classe 
m  {n  —  1),  che  è  anche  il  luogo  dei  punti  le  cui 
prime  superficie  polari  sono  tangenti  alla  curva* 

Analogamente  possono  enunciarsi  molti  altri  si- 
mili teoremi  sugli  inviluppi  dei  piani  polari  dei 
punti  di  una  superficie,  luoghi  dei  poli  dei  piani 
tangenti  ad  una  superficie,  ecc.,  ecc. 
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Il  luogo  dei  punti  doppi  delle  prime  polari  di 
una  superficie  Fu  è  una  nuova  superficie  che  si 
chiama  la  superficie  Hessiana  della  data,  ovvero 
la  Jacohiana  del  sistema  delle  prime  polari» 

Il  luogo  dei  punti  le  cui  prime  polari  hanno 
punti  doppi  è  una  superficie  detta  Steineriana 
della  data. 

Le  equazioni  di  queste  superficie  si  ritrovereb- 
bero colle  formole  analoghe  a  quelle  relative  alle 
omonime  curve  del  §  2,  Gap.  VI. 

Altre  definizioni  di  queste  superficie  sono: 

U Hessiana  di  Fu  è  il  luogo  di  un  punto  i  cui 
piani  polari  rispetto  alle  prime  polari  di  Fn  pas- 
sano per  Tino  stesso  punto,  ovvero: 

il  luogo  dei  punti  di  contatto  delle  prime  polari 
di  Fn,  ovvero: 

il  luogo  di  un  punto  la  cui  quadrica  polare 
rispetto  ad  Fn  è  un  cono. 

La  Steineriana  di  Fn  è  il  luogo  di  un  punto 
che  è  il  vertice  di  un  cono  di  2.^  grado  costituente 
una  quadrica  polare.,  ovvero: 

V inviluppo  dei  piani  polari  dei  punti  delV  Hes- 
siana. 

V Hessiana  è  di  ordine  A{n  —  2) ,  ed  ha  in  gè- 
nerale  10  (n  —  2)^  punti  doppi. 

La  Steineriana  è  una  superficie  di  classe 

4  {n  -  \f  [n  -  2), 

e  possiede  10  (w  —  2/^  rette,  ognuna  delle  quali 
corrisponde  ad  un  p>unto  doppio  delV Hessiana; 
cioè  propriamente: 

La  quadrica  polare  di  un  punto  doppio  del- 
l'Hessiana  è    costituita  da    una   coppia   di  piatii 
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passanti  per  la  corrispondente  retta  della  Steine- 
riana^  e  il  piano  polare  di  tm  punto  doppio  della 
Hessiana  è  tangente  alla  Steineriana  lungo  la 
corrispondente  retta. 

La  curva  parabolica  di  una  superficie  data^  (la 
quale  è  di  ordine  4  n  {n  —  2))  è  l^  intersezione  com- 
pleta della  superficie  colla  sua  Hessiana. 

Se  la  superficie  data  possiede  una  retta  semplice 
questa  è  tangente  in  2  {n  —  2)  punti  alla  Hessiana^ 
e  quindi  alla  curva  parabolica. 


§  6.  —  Sistemi  lineari  di  superficie. 

il  n  ... 

Se  a    —O.b    =  0, . . .  sono   (in   notazione  sim- 

X  X 

bolica)  le  equazioni  di  k  +  1  superficie  di  ordine 
Uj  il  sistema  rappresentato  da 

n  n 

\a    ~\-X^b    +...-- 0 

X  "      X 

dove  )^i,  ^2'----  sono  Z;  +  1  parametri  arbitrari, 
costituisce  ciò  che  si  chiama  un  sistema  lineare  di 
specie  k. 

Per  Z;  ==  1  si  ha  il  fascio  ;  per  k  —  2  la  rete. 

Tutte  le  superficie  di  un  fascio  hanno  in  co- 
mune una  curva  d^ ordine  n^  (curva  base  del  fa- 
scio) e  tutte  quelle  di  una  rete  hanno  in  comune 
n^  punti  base. 

Per  k  =  N%  =  (^  J  ^j  —  1  (y.  §  1)  il  sistema 

è  costituito  da  tutte  le  superficie  di  ordine  n  dello 
spazio. 
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Data  una  superficie  d^ ordine  n,  le  prime  polari 
dei  punti  di  un  piano  formano  ima  rete,  e  le 
prime  polari  dei  punti  dello  spazio  formano  un 
sistema  lineare  di  3.*  specie. 

Un  sistema  lineare  di  specie  k  è  determinato  da 
h  +  1  superficie  dello  stesso  ordine  che  non  ap- 
partengano ad  un  medesimo  sistema  lineare  di 
specie  inferiore. 

Fra  le  superficie  di  un  sistema  lineare  di  spe- 
cie k^  ve  ne  sono  (k  +1)  {n  —  k)  che  hanno  un 
contatto  d^ordine  k  con  una  retta  data,  e  ve  ne 
sono 

9k  (^^  —  k)  (n  -  k-l)...  (n  -2k  +  l) 
k\ 

ciascuna  delle  quali  tocca  k  volte  una  retta  data. 
Fra  le  superficie  di  un  fascio  ve  ne  sono 

2{n~\) 

tangenti  ad  una  data  retta,  e  ^{n  ~  \y  tangenti 
ad  un  piano  dato. 

Fra  le  superficie  di  una  rete  ve  ne  sono  3  {n  —  2) 
osculatrici  ad  una  retta  data, 

-|(n  -ì)(n~2){3n^'~3n  -  11) 

che  hanno  un  doppio  contatto  con  un  piano  dato, 
e  12  (n  —  1)  {n  —  2)  che  hanno  un  contatto  sta- 
zionario con  un  piano  dato. 

Il  luogo  dei  poli  di  un  piano  dato  rispetto  a 
tutte  le  superficie  di  un  fascio,  è  una  curva  gobba 
d^ordine  3  (n  —  1)^. 
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In  un  fascio  di  superficie  ve  ne  sono  4:{n  —  1)^ 
con  un  punto  doppio;  ciascuno  di  questi  ha  il 
medesimo  piano  polare  rispetto  a  tutte  le  superficie 
del  fascio. 

Il  luogo  dei  poli  di  un  piano  rispetto  a  tutte  le 
superficie  di  una  retCj  è  una  superfìcie  d'ordine 
Sin-  1). 

Il  luogo  dei  punti  di  contatto  fra  un  piano  e  le 
superficie  di  una  rete  è  una  curva  d'  ordine 

3  (n  -  1). 

Il  luogo  dei  punti  doppi  delle  superfìcie  dì 
una  rete  è  una  curva  gobba  d'ordine  6  {n  —  1)^,  la 
quale  è  anche  il  luogo  dei  punti  di  contatto  fra 
le  superficie  della  rete  stessa^  o  anche  il  luogo  di 
un  punto  i  cui  piani  polari  rispetto  alle  superfìcie 
della  rete  passino  per  una  stessa  retta.  Questa 
curva  prende  il  nome  di  curva  Jacobiana  della 
rete» 

Il  luogo  di  un  punto  i  cui  piani  polari  rispetto 
alle  superfìcie  di  un  sistema  lineare  di  3.^  specie, 
passano  tutti  per  un  punto  è  una  superfìcie  d'or- 
dine 4  (71  —  1),  che  si  cììdama  la  Hessiana  o  Ja- 
cobiana DEL  sistema;  essa  è  anche  il  luogo  dei 
punti  doppi  delle  superfìcie  del  sistema^  o  il  luogo 
dei  punti  di  contatto  delle  superficie  dello  stesso. 

Se  il  sistema  lineare  è  quello  delle  prime  polari 
di  una  superfìcie  data^  si  ha  la  Hessiana  o  Jaco- 
biana della  superfìcie  (v.  §  5). 

Si  può  definire  una  superficie  analoga  anche  per 
il  caso  in  cui  sieno  date  quattro  superfìcie,  ma 
non  dello  stesso  ordine,  cioè  non  formanti  un  si- 
stema lineare  ;  propriamente  : 
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Il  luogo  di  un  punto  i  cui  piani  polari  rispetto 
a  quattro  date  superficie  di  ordini  n^,  n^^  %,  n^, 
passano  per  tino  stesso  punto^  è  ima  superficie  di 
ordine 

n^  +  f«2  +  ^^3  +  ^^4  ~  4, 

che  si  chiama  Hessiana  o  Jacobiana  delle  quattro 
superficie. 

Si  possono  poi  anche  qui  considerare  sistemi  li- 
neari di  specie  Z;,  di  superfìcie,  fra  loro  in  corri- 
spondenza proiettiva^  o  proiettivi^  e  studiare  i  luo- 
ghi generati  dalle  intersezioni  delle  superficie  cor- 
rispondenti. 

Per  i  molti  teoremi  su  questo  soggetto  riman- 
diamo specialmente  alla  citata  Introduzione  di 
Cbemona. 


§    7.   —    Trasformazione    birazionale  dello 

SPAZIO,    0  DELLE   SUPERFICIE-  —  IÌAPPRESENTA- 
ZIONE   PIANA  DELLE   SUPERFICIE. 

Come  nel  piano  si  può  immaginare  la  trasfor- 
mazione biunivoca  fra  due  piani  (Cremoniana)  o 
semplicemente  fra  due  curve  dei  due  piani,  senza 
che  lo  sia  fra  i  due  piani,  così  nello  spazio,  pos- 
siamo immaginare  trasformazioni  biunivoche  fra 
due  spazi,  o  solo  fra  due  superfìcie  dei  due  spazi. 
Quest'ultimo  problema  è  quello  della  cosiddetta 
rappresentazione  di  una  superfìcie  su  di  un'altra, 
di  cui  è  caso  particolare  la  rappresentazione  piana 
delle  superfìcie. 
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Sieno  ^1  ^2  -^3  ^"^4  1^  coordinate  omogenee  elei 
punti  di  uno  spazio  e  ^/i  I/2  ì/s  Vi  quelle  in  altro 
spazio,  e  si  pongano  le  relazioni 

yi  -  fi  {x^  00,  ^3  ^4)        (^  =  1,  2,  3,  4)      (1) 

dove  le  f  sieno  funzioni  razionali  intere  omogenee 
di  grado  n  ;  queste  relazioni  sieno  tali  che  da  esse 
si  ricavino  le  x  per  mezzo  delle  y  : 

00 i  ^'f.  (2/1^2  2/3  2/4)  (2) 

dove  anche  le  cp  sieno  funzioni  razionali^  intere, 
omogenee  di  grado  m.  Una  trasformazione  di  que- 
sta specie  si  dice  biunivoca,  hirazionale  0  Cremo- 
niana  ;  per  essa  i  punti  dei  due  spazi  si  corri- 
spondono uno  ad  uno. 

Dato  il  punto  {x),  colle  formole  (1)  si  trova  il 
corrispondente  punto  (y);  dato  il  punto  (y)  come 
intersezione  dei  tre  piani 

444 

^  À/  yi  ^-  0;      :^  \fi  yi  —  0,      :^  v/  yi  =  0, 

1  1  1 

i  punti  X  corrispondenti  saranno  le  intersezioni 
delle  tre  superficie 

V  >.  fi  (X)  ==0,  ^  \H  fi  (^)  =0,  ^^  n  fi  :^j  -  0; 
1  1  1 

Perchè  la  trasformazione  sia  biunivoca^  bisogna 
che  queste  tre  superficie  abbiano  un  sol  punto  di 
intersezione  variabile,  tutti  yli  altri  punti  d^  in- 
tersezione  rimanendo  fissi  comunque  si  variino  ì 
parametri  X,  a,  v.  Di  (jui  si  ha  : 

Pascal.  22 


338  JX,  7,  —  Superficie  omaloidi. 


Per  la  trasformazione  bitmivoca  occorre  che 
tutte  le  superficie  del  sistema  lineare  eli  5/^  specie: 

^  Pi  fi  --=  0 
1 

passino  per  n^  —  1  punti  fiossi. 

Per  la  trasformazione  biunivoca  è  necessario  die 
le  superficie  fi  {oc)  =  0  sieno  di  genere  zero.  Le 
coordinate  dei  loro  punti  si  possono  esprimere  in 
funzione  razionale  di  due  parametri.  Tali  super- 
ficie furono  chiamate  omaloidi  da  Cremona  e  uni- 
ciirsali  da  Cayley. 

Ij  intersezione  R  variabile  (cioè  non  comune  a 
tutte  le  f)  di  due  qualunque  delle  siq^erficie  fi  =  0 
è  ima  curva  razionale  (di  genere  zero)  di  or- 
dine m. 

Un  sistema  di  superficie  come  quello  formato 
daUe  /'  si  suol  chiamare  omaloidico. 

È  da  osservarsi  che  non  si  verifica  più  qui  ciò 
che  si  verifica  pel  caso  della  trasformazione  bira- 
zionale  piana,  che  cioè  i  gradi  m  ed  n  devono  es- 
sere eguali. 

Si  dicono  principali  o  fondaynentali  i  punti  e  le 
linee  comuni  a  tutte,  le  superficie  del  sistema  oma- 
loidico. 

Delle  n  ni  intersezioni  di  una  curva  R  (v*  so- 
pra) con  una  superficie  f  su  cui  non  giaccia  per 
intero.,  ve  ne  sono  nm  —  \  situate  nei  punti  e  nelle 
curve  fondamentali  della  trasformazione, 

A  ciascun  punto  di  una  curva  fondamentale 
che  sia  i^^^  per  tutte  le  superfìcie  del  sistema  omci- 
loidico,  corrisponde  una  curva  razionale  d^ordine 
i,  luogo  geometrico  della   quale  è  una  superfìcie 
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che  fa  parte  della  Jacohiana  del  sistema  lineare 
delle  superficie  'f^-=0. 

Una  curva  fondamentale  dello  spazio  {x)^  />^« 
per  le  superficie  f=0,  se  è  segata  dalle  curve  E, 
è  multipla  secondo  V ordine  4  i  —  1  per  la  Jaco- 
hiana delle  f.  Se  poi  non  è  incontrata  dalle  curve 
7?,  è  multipla  secondo  V ordine  4  i  per  la  Jacobia- 
na  delle  f.  ' 

Un  punto  fondamentale  dello  spazio  {x\  h^^  per 
le  /*,  è  multiplo  secondo  41  —  2  per  la  Jacohiana 
delle  f. 

Per  le  relazioni  numeriche  fra  gli  ordini  di  mol- 
teplicità dei  punti  e  delle  curve  fondamentali,  ana- 
loghe a  quelle  che  si  trovano  nel  caso  della  tra- 
sformazione piana,  e  che  noi  abbiamo  citato  al 
§  5  del  Cap.  VI,  si  vegga  Noether  {Ann.  di  mat. 
V,  pag.  175-176). 

La  teoria  della  trasformazione  birazionale  dello 
spazio  non  ò  stata  ancora  studiata  cosi  perfetta- 
mente come  quella  del  piano. 

Le  opere  principali  sull'argomento  sono  quello 
di  Cayley  {Proc.  of  the  London  Math.  Soc  ITI, 
171,\  Cremona  (Gott.  Nach.y  1871,  Math.  Ann, 
IV.,  Rend.  Ist.  Lomb.^  1871,  Annali  di  mat.,  V, 
Acc.  Bologna,  1871-1872),  Noether  {Math.  Ann., 
Ili). 

Caso  particolare  è  la  trasformazione  per  raggi 
vettori  reciproci  o  inversione.^  che  ha  la  proprietà 
di  conservare  gli  angoli. 


Se  vogliamo  che  la  trasformazione  non  sia  bira- 
zionale per  tutto  lo  spazio,  ma  solo  per  due  su- 
perficie F(x)  —  0,  e  *^(y)==0  contenute   nei  due 
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spazi  allora  non  è  necessario  che  le  superficie  del 
sistema  liaeare 

1 

abbiano  n^  —  1  punti  comuni;  è  necessario  solo  che 
tutte  le  superfìcie  di  questo  sistema  che  passano 
per  un  punto  di  F=0^non  si  interseghino  con- 
temporaneamente sulla  stessa  superficie. 

Sussiste  anche  qui  il  teorema  da  reputarsi  come 
estensione  di  quello  di  Riemann,  che  cioè  è  il  me- 
desimo il  genere  delle  due  superfìcie  che  si  tra- 
sformano hiimivocamente  Vuna  nell'altra.  Vedi  su 
questo  Clebsch  [Gompt.  Rend.^  1868;  Math.  Ann., 
II),  Cayley-  (Math.  Ann.  IH),  Noether  {Annali 
di  mat,  V,  Math.  Ann.  II,  Vili),  Zeuthen  (Math. 
Ann.  IV). 

Come  pel  caso  delle  curve  piane  così  anche  per 
le  superficie  si  è  tentato  qualcosa  di  simile  alle  ri- 
cerche di  Noether  sulla  scomposizione  dei  punti 
singolari;  si  è  cercato,  cioè,  se  è  possibile  con  tra- 
sformazioni birazionali  di  spazio,  o  di  superficie, 
ridurre  una  superficie  con  singolarità  elevate,  in 
un'altra  con  sole  singolarità  ordinarie.  Di  questo 
problema  si  sono  occupati  in  vario  senso  Noether 
{Math.  Ann.  XXIX,  Beri.  Sitzungsh.  1888);  Del 
Pezzo  (Rend.  Palermo,  II,  III),  Segre  {Ann.  di 
mat.  XXV)  Pannelli(M  XXV) Levi  {Id.  XXVI^. 
Per  il  problema  simile  riguardante  le  curve  gobbe 
si  vegga  Poincaré  (Coììipt.  Rend.  CVIII,  1888 
Pannelli,  Rend.  Ist.  Lomh.,  1893. 

Caso  particolare  della  trasformazione  birazio- 
nale  delle  superficie  è    la  cosiddetta  rappresenta- 
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zione  piana  delle  superficie.  Secondo  la  denomi- 
nazione di  Cremona,- sopra  citata,  una  superficie 
che  è  rappresentabile  sul  piano  è  un  onialoide. 

Perchè  una  superficie  sia  rappresentabile  sul 
piano,  deve  essere  di  genere  zero. 

Una  condiziojie  sufficiente  per  la  rappresenta- 
bilità piana  di  una  superficie  è  che  essa  possieda 
una  schiera  semplicemente  infinita  di  curve  razio- 
nali le  quali  sieno  segate  sulla  superficie  da  un 
fascio  di  altre  superficie  (Noether,  Gott.  Nach, 
1870;  Math,  Ann,  IH). 

Si  abbia  una  superficie  S  di  ordine  n;  e  le  coor- 
dinate omogenee  dei  suoi  punti  si  possano  espri- 
mere colle  formole 

^i  ^  A' ^2/1 2/2  2/3)  {i=h  2,  3,  4) 

dove  le  f  sieno  funzioni  razionali  omogenee  di 
ordine  w,  e  supponiamo  che  i  rapporti  fra  le  y  si 
possano,  reciprocamente,  da  queste  formole  espri- 
mere come  funzioni  razionali  delle  x.  Si  dirà  che 
la  superficie  S,  è  rappresentabile  sul  piano,  per- 
chè interpretando  le  y  come  le  coordinate  omo- 
genee dei  punti  di  un  piano,  le  precedenti  formole 
stabiliranno  una  corrispondenza  biunivoca  fra  i 
punti  del  piano  e  della  superficie  S, 
Le  curve  del  sistema  lineare  piano 

ilrfi{y)-=^0 
1 

abbiano  comuni  '>'i  punti  semplici,  a.^  punti  doppi, 
3^3  punti  tripli,  ecc. 
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SI  Ita  allora  la  relazione 

n  =  m'^  -  oc^  —  4  0^2  ""  9  ^3  ~~  .  • . 

CliiamaDdo  pi  il  genere  di  una  sezione  piana  della 
superficie,  d  l'ordine  della  curva  doppia  della  stes- 
sa, r  V  ordine  della  curva  cuspidale,  si  ha  la  re- 
lazione 

[n  -  1)  [n  -  2)      ^ 
p^ ~ d—r  — . 

(m-l)(m>-2)  _ 

= 2 !y-2  —  3  ^3  —  6  a^  —  .  .  . 

Sussiste  inoltre  la  disuguaglianza 
4  < s^i  —  3  ag  -  6  ^3  —  . . . 

Da  queste  relazioni  si  hanno  le  altre 

Pi  ^  n  ■—  2 

,  ,      ^(m— l)(m-2) 
d  +  r> ^ — " — . 


Per  la,  rappresentabilità  piana  di  una  superficie 
di  4.^  ordine y  è  necessario  che  questa  possieda  al- 
meno una  retta  doppia;  per  la  rappresentabilità 
di  una  superficie  di  5.®  ordine^  è  necessario  che 
questa  possieda  almeno  una  cnrva  doppia  di  5.® 
ordine,  ovvero  ima  cnrva  doppia  di  2.®  ordine^ 
purché  questa  si  scinda  in  due  rette  che  non  si 
taglino. 

Le  superfìcie  di  2.^  e  3.^  ordine  sono  evidente- 
mente sempre  rappresentabili   sul  piano.    Per  le 
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superficie  di  2.*^  ordine  basta  proiettarne  sul  piano 
i  punti,  da  uno  dei  loro  punti;  e  per  le  superficie 
di  3.^  ordine  basta  coiisiderare  due  delle  loro  rette, 
che  non  si  interseghìno,  indi  da  un  punto  arbi- 
trario di  un  piano  condurre  la  retta  che  incontra 
le  due  della  superficie  ;  essa  incontrerà  ancora  la 
superficie  in  un  altro  punto  che  corrisponderà  biu- 
nivocamente  al  punto  del  piano. 

Per  la  costruzione  geometrica  della  rappresen- 
tazione piana  di  una  superficie  di  4.^  ordine  a  co- 
nica doppia  si  può  procedere  nel  seguente  modo: 

Consideriamo  una  delle  16  rette  g  della  super- 
ficie, la  quale  taglia  la  conica  doppia.  Per  un 
punto  P  di  un  piano  e  per  g  conduciamo  il  piano, 
che  taglierà  ancora  la  conica  in  un  punto,  che  con- 
giunto con  P  dà  una  retta  la  quale  si  appoggia 
alla  conica  doppia  e  a  ^,  e  quindi  taglia  la  su- 
perficie ancora  in  un  punto  Q\  la  corrispondenza 
fra  P  e  Q  è  biunivoca. 

Se  la  superficie  di  4.^  ordine  ha  una  retta  dop- 
pia, si  può  fare  una  costruzione  analoga  sapendo 
che  yì  sono  allora  sulla  superficie  delle  coniche 
le  quali  tagliano  la  retta  doppia. 

Per  una  superficie  di  5."*  ordine  con  due  rette 
doppie  non  intersecantesi,  si  può  fare  evidente- 
mente una  costruzione  geometrica  analoga  a  quella 
che  si  è  eseguita  per  le  superficie  di  3.''  ordine. 

Per  una  superficie  di  5.^  ordine  con  una  cubica 
doppia,  si  possono  evidentemente  prendere  come 
raggi  proiettanti,  le  corde  della  cubica  le  quali  ta- 
gliano la  superficie  ancora  in  un  punto.  Analoga 
costruzione  può  farsi  se  la  cubica  si  scinde  in  una 
conica  e  in  una  retta  che  taglia  la  conica  in  un 
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punto,  0  in  tre  rette  di  cui  una  interseca  le  altre 
due.  I  casi  in  cui  la  cubica  sia  piana,  ovvero  si 
scinda  in  una  conica  e  in  una  retta  che  non  la 
incontra,  ovvero  in  tre  rette  non  intersecantesi, 
non  sono  possibili. 


La  rappresentazione  piana  delle  superficie  può 
essere  utile  per  lo  studio  delle  curve  tracciate 
sulle  superficie  stesse.  Le  più  antiche  ricerche 
sulla  rappresentazione  piana  delle  superficie  pos- 
sono dirsi  quelle  relative  alla  proiezione  stereogra- 
fica e  in  generale  a  tutte  quelle  proiezioni  imma- 
ginate per  la  costruzione  delle  carte   geografiche. 

La  rappresentazione  piana  delle  superficie  di 
2.«  ordine  fu  fatta  da  Plùcker  {Creile,  XXXIV, 
1847),  Chasles  (  Compi.  Eend.,  1861),  Cayley 
(Phil.  Mag,,  XXII,  1861),  i  quali  se  ne  servirono 
per  lo  studio  delle  curve  tracciate  su  di  una  qua- 
drica  (v.  anche  Clebsch-Lindemann,  Georn^,  II  e 
il  Cap.  X,  §  1  di  questo  volume). 

La  rappresentazione  piana  della  cubica  fu  fatta 
da  Cremona  {Creile,  LXIX)  e  Clebsch  [Creile, 
LXY;  quelle  delle  superficie  di  4.®  ordine  a  co- 
nica doppia  0  retta  doppia  o  di  quelle  di  5.°  or- 
dine con  cubica  doppia,  furono  fatte  da  Clebsch 
{Creile,  LXIX;  Math,  Ann.,  I),  Korndorper 
{MatÌL  Ann.,  I,  IV),  Fjrahm  (Id.,  VII). 

Rappresentazioni  piane  delle  superficie  rigate 
razionali  furono  studiate  da  Cremona  (Annali  di 
mai.,  I),  Armenante  {Ann.  di  mai,,  IV,  1870), 
Clebsch  iMath.  Ann.,  II,  V),  Noether  (Id.,  II). 

Nel  caso  che  la  superficie  non  sia  algebrica,  ma 
qualunque,  il  problema  della  rappresentazione  pia- 
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na  di  tutta  la  superficie  o  di  una  sua  parte,  di- 
venta un  problema  che  può  trattarsi  coi  metodi 
della  Geometria  Differenziale  (vedi). 

Come  sul  piano  così  anche  per  lo  spazio  sono 
state  considerate  le  trasformazioni  multiple  (vedi 
Gap.  VI,  §  5).  Fra  i  lavori  su  ciò  citeremo  quello 
di  De  Paolis  {Mem.  Lincei,  1885). 


CAPITOLO  X. 
Le  curve  storte  di  vari  ordini. 


1.  ~  Le  curve  sulle  superficie  di  2."  ordine. 
Le  curve  sferiche. 


Come  abbiamo  detto,  nell'ultimo  paragrafo  del 
Cap.  IX,  lo  studio  delle  curve  situate  su  di  una 
superficie  di  2.^  ordine  si  può  agevolmente  fare 
mediante  la  rappresentazione  piana  di  tali  super- 
ficie. Proiettando  da  uu  punto  P  della  quadrica, 
(che  può  essere  anche  uu  punto  all'influito)  i  punti 
di  questa  su  di  un  piano,  p.  es.  sul  piano  tan- 
gente alla  quadrica  nel  secondo  punto  d' incontro 
0  colla  quadrica  del  diametro  passante  per  P,  si 
ha  una  rappresentazione  piana  della  quadrica,  che 
può  chiamarsi,  per  analogia  con  quella  della  sfera, 
proiezione  'stereografica. 

1  punti  situati  sulle  due  generatrici  della  qua- 
drica passanti  per  Psi  proiettano  tutti  in  due  me- 
desimi punti  air  infinito  Pi  P2  che  si  chiamano 
punti  fondamentali;  la  retta  Pi  P^  (che  in  questo 
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caso  è  la  retta  air  infinito)  si  dice  retta  fonda- 
mentale. 

L'assieme  di  tutte  le  rette  della  quadrica  si 
proietta  nei  due  fasci  di  raggi  aventi  i  centri  in 
P,  e  P2; 

Stabiliamo  ora  sulla  quadrica  un  sistema  di 
coordinate. 

Prendiamo  per  origine  delle  coordinate  il  punto 
0  e  per  assi  0  X,  0  Y  le  due  rette  secondo  cui 
il  piano  tangente  in  0  taglia  la  quadrica.  *  Sia  A 
un  punto  di  questa;  per  esso  passeranno  due  ge- 
neratrici, una  del  primo  e  una  del  secondo  si- 
stema, le  quali  andranno  rispettivamente  a  tagliare 
le  generatrici  fìsse  0  X,  e  0  F,  nei  punti  Ai 
(su  OX)  e  A2  (su  0  F);  le  distanze  1=0  A^ 
e  ri  =  0  Ao  possono  assumersi  come  coordinate  del 
punto  A  della  quadrica.  Tali  coordinate  soglionsi 
chiamare  iperboloidali,  e  furono  immaginate  da 
PlIìcker  {Creile,  XXXIV). 

E  notevole  il  fatto  che  il  punto  situato  nel  piano 
tangente  X  Y  e  avente  per  coordinate  le  medesime 
;  e  V),  è  la  proiezione  da  P  del  punto  A  della 
quadrica. 

Un^ equazione  di  primo  grado 

fra  le  coordinate  ?'/],  rappresenta  sulla  quadrica 
una  curva  piana  passante  per  il  punto  P. 

Prendendo  come  assi  di  coordinate  cartesiane 
nello  spazio    gli  assi  0  X,   0  F,   e  un  terzo  asse 


*  Volendo   eseguire   queste  costruzioni  nel  campo  reale, 
basterà  supporre  che  la  quadrica  sia  un  iperboloide. 
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0  Z  qualunque,  le  coordinate  cartesiane  xy  z  di 
un  punto  A  della  quadrica  sono  legate  alle  coor- 
dinate iperboloidali  ;  ìq  del  medesimo  punto  A^ 
dalle  relazioni 

dz  dz 


L  :^-     ^  !^'  J  Z  l  !^     0  !^  J 


cz  +  [f-y  h  z  -\~[^  X 

ovvero 

y  \  d    l     ^     e  ]  X 

z 

se  r  equazione  della  quadrica  è  della  forma 
z  (az  +  h  y  -f-  e  X  -{-  d)  +  i^  X  y  =^  0. 

Scegliendo  in  particolare  per  asse  Z  il  diametro 
passante  per  0,  l'equazione  della  quadrica  diventa 

z  [z  -\'  d)  +  [^  ^  ?/  =  0         se  la  quadrica 

è  nn  iperboloide 

ovvero 

dz  '\-  [J-  X  y  -—  0    se  è  un  paraboloide^ 
e  le  relazioni  soprascritte  diventano 


^  ^  .  z 

0—,        •/]=  -    0— , 

y  oc 


(-{)■ 


Le  precedenti  forinole  si  trovano  adoperate  nel- 
l'opera citata  di  Plùcker;  in  coordinate  omogenee 
le  formole  acquistano  maggiore  simmetria  (vedi 
Clebsch-Lindemann,  Geom.  II,  pag.  422). 

Siene  P,  0  due  qualunque  punti  della  quadrica 
(non  è  più  necessario  che  sieno  gli  estremi  di  un 
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diametro),  il  tetraedro  fondamentale  delle  coordi- 
nate abbia  per  vertici  i  punti  P,  0,  Pi,  P^  (dove 
Pi  e  P2  sono  i  due  giunti  fondamentali  nel  piano 
tangente  alla  quadrica  in  0). 

L'equazione  della  quadrica  sarà  della  forma 

se  i  piani  .Tj  =0,  ^2  =  0,  ^3  ==  0,  cc^  —  0  sono  ri- 
spettivamente  i    piani   P 0  Pi,    PO  P2,    0  Pi  P2, 

Indicando  allora  con  li  I9,  ?3  le  coordinate  omo- 
genee del  punto  (nel  piano  0  Pi  P2)  proiezione  di 
un  punto  della  quadrica;  sì  hanno  le  formole 

CTi  :  ^2  '  ^3  •  -^4  —  n  ^3  •  ^2  ^3  •  n  '2  •  ^  3* 

Le  quantità  —,  — -  possono  assumersi  comecoor- 

dinate  del  punto  sulla  quadrica  (Cayley,  Op,,  V, 
70);  esse  corrispondono  in  fondo  alle  coordinate 
iperboloidali  di  Plìjcker. 


Ogni  curva  piana  sulla  quadrica  si  proietta  in 
una  conica  la  quale  diventa  cerchio  se  P  è  un 
punto  ciclico  od  ombelico  della  quadrica,  e  0  è  il 
punto  diametralmente  opposto;  tutte  le  coniche  sif- 
fatte sono  fra  loro  simili  e  sono  similmente  di- 
sposte; i  loro  assintoti  sono  paralleli  ai  due  assi 
0  X ,  0  Y  intersezioni  del  piano  tangente  in  0 
colla  quadrica. 

Una  curva  di  ordine  n  stilla  quadrica^  e  che 
non  passi  per  P,  si  proietta  in  una  curva  piana 
di  ordine  n. 

Se  la  curva  passa  m  volte  per  P,  la  proiezione 
sarà  di  ordirle  n  -  m. 
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Ogni  curva  di  ordine  n  sulla  quadrica^  incontra 
sempre  le  volte  una  qualunque  generatrice  di  un  si- 
stema^ le  volte  un'altra  qualunque  generatrice  del- 
l'altro  sistema^  in  modo  che  h-\-k^^=-n;  la  proie- 
zione di  tal  curva  passerà  allora  k  volte  per  P^  e  h' 
volte  per  P^.  I  due  numeri  h,  le  caratterizzano 
la  specie  di  curve  sulla  quadrica;  tale  specie  si 
suole  perciò  indicare  col  simbolo  [le,  le] , 

Se  uno  dei  numeri  le,  le  è  zero,  allora  la  curva 
si  scinde  nelVassieme  di  n  rette  della  quadrica. 

Non  considerando  come  sostanzialmente  diverse 
fra  loro  le  due  specie  di  curve  [leJ<']  e  [le'  le], 
si  ha: 

Vi  sono  su  di  una  quadrica  — — —  (se  n  è  di- 

spari)  e  ^  (se  n  è  pari)  diverse  specie  di  curve 

proprie  di  ordine  n» 

U  intersezione  completa  della  quadrica  con  una 
superficie  generale  di  ordine  m  è  del  tipo  [m,  m]. 

Per  lek'  -\-  k-\-  le  punti  dati  cui  arbitrio  sulla 
quadrica  si  può  far  passare  una  e  una  sola  curva 
del  tipo  [le,  le]. 

Due  cifrve  dei  tipi  [k,le]  e  //ti,  k\]  si  incon- 
trano in  le  le\  +  k'  k^  punti. 

Una  curva  del  tipo  [le,  le]  dotata  di  ò  punti 
doppi  e  X  cuspidi,  tocca 

2//(Z;  -l)--2a-3/. 

generatrici  del  primo  sistema  e 

2Z;(//  — 1)  — 2Ò  — 3x 

generatrici  del  secondo  sistema. 
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Per  le  singolarità  e  i  numeri  caratteristici  delle 
curve  tracciate  su  di  una  quadrica  vedi  •  il  §  4 
del  Cap.  IX. 

Sulla  quadrica  non  esistono  altre  curve  proprie 
di  2.^  ordine  che  le  sezioni  piane^  le  qucdi  sono 
del  tipo  [1,  1]. 

Non  esistono  altre  curve  proprie  di  3.^  ordine 
che  quelle  del  tipo  [1, 2]  o,  ciò  che  è  lo  stesso,  [2,  1]  ; 
sono  le  cubiche  storte. 

Esistono  due  diverse  famiglie  di  qiiartiche  rap- 
presentate rispett.  da  [2,  2]  (qtiartiche  di  1.^  spe- 
cie) e  [1,3]  (quartiche  di  2.^  specie). 

La  rappresentazione  piana  delle  quadriche  fu 
ideata  prima  da  Chasles,  come  estensione  della 
proiezione  stereografica  della  sfera  {Ann.  de  Ger- 
gonne,  XVIII,  XIX;  Apercu  hist.,  p.  219  fl837)). 
Lo  studio  delle  curve  sulla  quadrica  fa  fatto  da 
Plùcker  in  due  Memorie  {Creile,  XXXIV,  341- 
360).  Dello  stesso  argomento  si  occuparono  Cay- 
LEY  in  una  breve  nota  {Fhil.  Magaz.,  XXII,  1861; 
Opere,  V,  70)  e  Chasles  (Compt.  Bend.,  1861). 
Si  vegga  anche  Clebsch-Lindemann  (Geom.,  II, 
pag.  414  e  seg.). 


Casi  particolari  di  queste  ricerche  sono  quelle 
sulla  proiezione  stereografica  della  sfera,  e  sulle 
curve  sferiche,  in  particolare  sulle  cosiddette  co- 
niche  sferiche.  La  proiezione  stereografica  della 
sfera  era  conosciuta  sin  dai  geometri  greci;  la 
sua  proprietà  più  importante  è  quella  cosiddetta 
della  rappresentazione  conforme,  cioè  Vangolo  di 
due  curve  sferiche  è  eguale  air  angolo  delle  proie- 
zioni piane  delle  medesime,  ponendo,  come  sopra, 
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il  centro  di  proiezione  in  un  punto  P  della  sfera, 
e  il  piano  di  proiezione  parallelo  al  piano  tangente 
in  P,  0  in  particolare,  facendo  che  il  piauo  di 
proiezione  sia  il  piano  tangente  nel  punto  0  dia- 
metralmente opposto  a  P. 

Questa  proprietà  sembra  trovata  da  Hooke  e 
MoiVRE  (v.  Halley,  Phil.  Trans*  1696  ;  però  qual- 
cuno crede  che  fosse  già  conosciuta  sin  dal  1587 
da  Meiìcator  (v.  A.  Breusing,  Das  Verebnen 
der  Kiigeloherilciche  etc.  Leipzig,  1892);  indi  stu- 
diata da  Lambert,  Eulero,  Lagrange,  Gauss,  ecc. 
(vedi  Chasles,  Apergu  hist.  pag.  219  e  235). 

Ogni  sezione  piana  della  sfera  si  proietta  in  un 
cerchio. 

La  proiezione  del  polo  del  piano  segante  è  il 
centro  del  cerchio  secondo  cui  si  proietta  la  se- 
zione piana  {teorema  di  Chasles;  v.  Hachette, 
Géom.  à  3  dim.  1817). 

Le  coordinate  sulla  sfera  e  le  coniche  sferiche 
(intersezioni  della  sfera  con  coni  di  2.°  ordine 
furono  studiate  da  Chasles  {Mém,  de  Belgiqne^ 
VI),  GuDERMANN  {Creile,  VI),  Mobius  [Opere, 
II),  etc.  Un'esposizione  dettagliata  della  loro  teo- 
ria si  può  vedere  in  Hesse  {Anal.  Geom,  des  P., 
3.*  ediz./pag.  51;  e  Salmon-Fiedler  [Id.,  I,  3/ 
edizione,  pag.  340  e  seg.). 

Una  conica  sferica  ò  una  curva  storta  di  4.^  or- 
dine e  di  1.*  specie  (v.  §  3);  essa  è  l'intersezione 
della  sfera  con  un  cono  di  2.°  grado  avente  il 
vertice  nel  centro  della  sfera. 

Per  una  conica  sferica  è  costante  il  rapporto 
anarmonico  dei  quattro  raggi  die  congiungono 
un  punto  variabile  della  curva  con  quattro  punti 


X,  2.  —  Coniche  sferiche.  353 

fissi  della  curva  stessa^  intendendo  per  rapporto 
anarmonico  dei  4  rag^i  (non  situati  in  un  piano)^ 
quello  dei  4  piani  che  li  proiettano  dal  centro 
della  sfera  ;  proprietà  analoga  a  quella  delle  coni- 
che piane. 

Per  una  conica  sferica  è  costante  il  rapporto 
fra  il  prodotto  dei  seni  delle  normali  che  da  un 
punto  della  sfera  si  possono  condurre  a  due  archi 
di  circoli  massimi  tangenti  alla  conica^  e  il  qua- 
drato del  seno  della  normale  condotta  alVarco  di 
circolo  massimo  passante  per  i  due  punti  di  contatto. 

Conducendo  per  il  centro  della  sfera  i  due  piani 
ciclici  del  cono  di  2.^  grado  (che  lo  tagliano  se- 
condo cerchi),  i  circoli  massimi  corrispondenti  sulla 
sfera  a  tali  piani  si  chiamano  i  circoli  ciclici  cor- 
rispondenti alla  conica  sferica. 

Se  un  circolo  massimo  taglia  la  conica  sferica 
in  due  punti  P  e  Q^  e  i  circoli  ciclici  in  A  e  B^ 
è  A  P=  B  Q,  e  in  particolare: 

L'arco  di  circolo  massimo.,  tangente  alla  conica 
e  compreso  fra  i  due  circoli  ciclici.,  è  tagliato  per 
metà  dal  punto  di  contatto. 


§  2.  —  Le  cubiche  storte  o  gobbe. 

Due  quadriche    aventi  di   comune  una  retta,  si 

intersecano  in  una  curva  residua  che  è  una  cu- 
bica gobba. 

Riferendoci  alle  notazioni  adoperate  al  §  4  del 
Capitolo  IX  per  i  numeri  caratteristici  e  le  sin- 
golarità  delle    curve    storte,    abbiamo  i  seguenti 

Pascal.  23 
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valori  : 

w  =3 

?H  =  3 

r  =4 

S'  =1 

h  =1 

a;  =0 

7/    =0 

oc   =0 

8    =0 

(?  =  0 

ÌT=0 

0)  =0 

»  =0 

p  =0 

donde  i  seguenti  risultati: 

La  cubica  gobba  è  una  curva  di  genere  zero^  e 
di  4.*  classe;  e  la  sua  sviluppabile  osctilatrice  è 
di  4.^  ordine  e  3.*  classe. 

Per  un  punto  qualunque  dello  spazio  passa  mia 
sola  corda.,  e  tre  piani  osculatori  alla  cubica. 

Un  piano  qualunque  dello  spazio  contiene  una 
e  lina  sola  retta  intersezione  di  due  piani  oscula- 
tori della  cubica. 

La  proiezione  piana  di  una  curva  storta  di  3.^ 
ordine  è  una  cubica  piana  con  un  punto  doppio. 

Ogni  curva  gobba  di  3.^  ordine  si  può  immagi- 
nare tracciata  su  di  una  qiiadrica;  essa  incontra 
sempre  in  un  punto  le  generatrici  di  un  sistema., 
e  in  due  punti  quelle  delV altro  (v.  §  1,  Gap.  X). 
Quindi  : 

Su  di  una  quadrica  possono  immaginarsi  trac- 
ciati due  sistemi  diversi  di  cubiche^  secondochè  in- 
contrano in  uno  0  due  punti  le  generatrici  del  1.^ 
sistema  (e  quindi  in  due  o  un  punto  quelle  del 
2.®  sistema). 

Due  cubiche  di  sisteyni  diversi  si  incontrano  in 
cinque  punti.,  e  due  cubiche  dello  stesso  sistema  si 
incontrano  in  quattro  punti. 
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He  due  quadr ielle  si  segano  in  una  ctibicaf  e 
quindi  anche  in  una,,,  retta,  questa^  in  ciascuna 
delle  due  quadriche^  appartiene  a  quel  sistema  le 
cui  generatrici  sono  tagliate  in  due  punti  dcdla 
cubica. 

Per  cinque  punti  dati  ad  arbitrio  su  di  una 
quadrica  passano  due  cubiche  giacenti  sulla  qua- 
drica  stessa  (una  per  ciascuno  dei  due  sistemi.,  v. 
sopra). 

Per  sei  punti  ad  arbitrio  dello  spazio^  passa 
sempre  una  cubica. 

Per  costruire  questa  cubica  basterà  condurre  il 
cono  quadrico  che  ha  per  vertice  uno  dei  sei  punti, 
e  che  passa  per  gli  altri  cinque,  e  poi  ancora  l'al- 
tro cono  quadrico  che  ha  per  vertice  un'altro  dei 
sei  punti,  e  che  passa  per  gli  altri  cinque.  I  due 
coni  si  intersegheranno  nella  retta  congiungente 
i  due  vertici,  e  in  una  cubica  che  sarà  la  cubica 
richiesta. 

Una  cubica  gobba  è  il  luogo  dei  punti  comuni 
alle  terne  di  piani  corrispondenti  di  tre  fasci  di 
piani  fra  loro  proiettivi. 

La  sviluppabile  osculatrice  di  una  cubica  gobba 
può  considerarsi  come  V  inviluppo  dei  piani  pas- 
santi per  le  terne  di  punti  corrispondenti  di  tre 
punteggiate  proiettive. 

Degenerazione  della  cubica  gobba  con  un  sol 
punto  doppio  apparente,  è  l'assieme  di  una  conica 
e  di  una  retta  situata  così  nello  spazio  che  tagli 
la  conica  in  un  sol  punto. 

(Proprietà  varie  delle  cubiche.)  I  quattro  piani 
che  passano  per  una  corda  variabile  della  cubica 
e  per  ciascuno  di  quattro  punti  fissi  della  stessa^ 
hanno  rapporto  anarmonico  costante. 
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Quattro  piani  osculatori  della  curva  sono  ta- 
gliati in  quattro  punti  aventi  rapporto  anarmo- 
nico  costante y  da  una  retta  qualunque  intersezione 
di  due  piani  osculatori. 

In  particolare: 

I  quattro  piani  che  congiungono  una  tangente 
alla  curva  con  quattro  punti  della  stessa^  hanno 
rapporto  anarmonico  costante  al  variare  della  tan- 
gente- 

1  quattro  punti  in  cui  quattro  piani  osculatori 
sono  tagliati  da  una  tangente  variabile^  hanno 
rapporto  anarmonico  costante. 

Dati  sette  punti  1,  2, ...  7,  di  una  cubica.,  i  piani 

712  e  745 
723  e  756 
734    e    761 

si  intersecano  in  tre  rette  di  un  piano,  il  quale 
passa  per  una  corda  fissa  della  cubica^  se^  restan- 
do fissi  i  primi  sei  puliti.,  muta  di  posizione  solo 
il  punto  7  (Cremona). 

Date  due  cubiche  passanti  per  i  medesimi  cin- 
que punti.,  le  corde  della  prima  passanti  per  punti 
della  seconda.,  incontrano  tutte  le  corde  della  se- 
conda passanti  per  punti  della  prima. 

I  piani  osculatori  dì  tre  punti  Jf,  2,  3  della  cu- 
bica si  tagliano  in  un  punto  (4)  del  piano  12  3. 

I  punti  di  contatto  dei  tre  piani  osculatori  con- 
dotti alla  cubica  da  un  punto  (4)  stanno  in  imo 
stesso  piano  col  punto  (4)  (Chasles). 

La  retta  intersezione  di  piani  osculatori^  est- 


X,  2,  —  Polarità  nulla,  357 

stente  nel  piano  12  3^  è  la  polare  armonica  del 
punto  4  rispetto  al  triangolo  (1  2  3),  * 

La  corda  della  cubica  passante  pel  punto  4  è 
la  retta  polare  armonica  del  piano  12  3  rispetto 
al  triedro  dei  tre  piani  osculatori,  ** 

Quattro  punti  di  una  cubica  formano  un  tetrae- 
dro^ e  un  altro  tetraedro  è  formato  dai  piani  oscu- 
latori nei  quattro  punti;  ciascuno  dei  due  tetrae- 
dri è  nello  stesso  tempo  iscritto  e  circoscritto  al- 
l'altro  (MòBius,  Creile,  III,  273). 

Il  teorema  di  Chasles  fa  vedere  che  per  mezzo 
di  una  cubica  gobba,  si  stabilisce  nello  spazio  una 
corrispondenza  speciale  fra  i  punti  e  piani,  in 
modo  che  ad  ogni  punto  corrisponde  un  piano 
passante  per  esso,  e  ad  ogni  piano  corrisponde  un 
punto  in  esso  situato.  Tale  corrispondenza  è  una 
dualità  polare  o  involutoria,  e  propriamente  una 
di  quelle  chiamate  polarità  nidle  (v.  pag.  62  di 
questo  volume)  o  sistemi  mdli  {Nullsystem  dei  te- 
deschi; V.  MoBius,  Statik,  I,  151  e  Creile,  X,  317). 
Il  punto  e  il  piano  corrispondente  si  chiamano 
polo  e  piano  polare. 

La  corda  alla  cubica,  passante  per  un  polo  dato 
P,  e  la  retta  situata  nel  piano  polare  di  P,  e  in 
cui  si  incontrano  due  piani  osculatori  della  cu- 


*  La  polare  armonica  s  di  un  punto  Sipolo  armonico  di 
s)  rispetto  ad  un  triangolo  è  quella  retta  che  taglia  i  lati 
di  un  triangolo  ABC  in  tre  punti  A'  B' C  tali  che  le  cop- 
pie di  raggi  SA,  SA'',  S B,  S B' ;  SC,SC'  sieno  in  invo- 
luzione (v.  il  teor.  7."io  alla  pag.  84  di  questo  volume). 

**  Ciascuno  potrà  facilmente  estendere  da  se  al  caso  del 
triedro,  la  definizione  di  polare  armonica  contenuta  nella 
nota  precedente- 
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hica^  sono  due  rette  corrispondenti  nella  polarità 
nulla. 

(Costruzioni  varie.)  I  problemi  di  cui  enuncie- 
remo  le  soluzioni  in  questo  paragrafo  sono  quelli 
riguardanti  la  costruzione  di  una  cubica  gobba 
date  che  sieno  certe  condizioni  cui  essa  deve  sod- 
disfare. 

1.  Dati  sei  punti  1,  2,  3,  4,  5,  6,  della  cubica, 
costruire  la  cubica  stessa. 

Si  faccia  passare  per  (12)  un  piano  arbitrario 
a,  e  si  determinino  le  intersezioni: 

K  (345)] -a,  [a,  (456)]  ==& 

[(23),  (561)]  =  J,  [(61),  (234)] -jB 

[a,(£4)]-C,  [a,(^5)]  =  D 

[[CD\  a\^E,  [[CD\  b]  =  F', 

il  punto 

[(li?),  (2i^;]  =  P 

appartiene  alla  cubica. 
Ovvero  anche: 
Si  determinino 

[a,  (45)J-(? 

[fi,  (34)]  =  iT,        [T,(56)]  =  ir; 

i  tre  piani 

[6  1  HI        oc,        [2  3  IC\ 

si  tagliano  in  un  punto  della  cubica;  si  ha  na- 
turalmente il  terzo  punto  della  cubica  esistente  nel 
piano  y.. 
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2.  Dati  cinque  punti  1,  2,  3,  4,  5,  e  uua  se- 
cante (a)  della  cubica,  costruire  la  cubica. 

Per  la  secante  (a)  si  faccia  passare  tin  piano  ar- 
bitrario a,  il  quale  taglia  i  piani 

[123],     [124],     [134],    [284] 

in  quattro  rette  che  insieme  con  (a)  determinano 
iena  conica  ad  esse  tangente;  il  piano  ot  taglia 
i il  oltre  i  piani 

[123],     [125],     [135],     [235] 

in  altre  quattro  rette  che  insigne  ad  (a)  determi- 
nano un'altra  conica;  le  due  coìiiche  hanno  per 
tangenti  comuni  (a)  e  [^,  (1 2  3)].  Il  punto  d'in- 
contro delle  altre  due  tangenti  comuni  è  punto 
della  cubica. 

3.  Dati  quattro  punti  e  due  secanti,  costruire 
la  cubica.  Questo  problema  o  non  ha  soluzioni  o 
ne  ha  infinite. 

4.  Dati  tre  punti  e  tre  secanti,  costruire  la 
cubica. 

Basterà  considerare  i  tre  fasci  di  piani  che 
hanno  per  assi  le  tre  secanti^  e  porre  in  corrispon- 
denza proiettiva  i  piani  dei  tre  fasci,  considerando 
come  corrispondenti  i  piani  che  passano  per  cia- 
scuno dei  tre  punti  assegnati;  i  punti  della  cu- 
bica si  determinano  come  intersezioni  di  tre  altri 
qualunque  piani  corrispondenti. 

5.  Dati  2  punti  ^,  i?,  e  4  secanti  a,  a\  b,  b\ 
eostruire  la  cubica. 

Si  costruisca  la  retta  che  passa  per  A  e  incon- 
tra le   rette  a,  a^ ;  e  la  retta  che  passa  per   A  e 
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incontri  5,  U  ;  tali  rette  sieno  e,  e'  ;  indi  si  costrui- 
scano similmente  le  rette  d^  d^  che  passano  per  B 
e  incontrino  a,  a^  ovvero  bj  b\  U  intersezione  dei 
piani  [e  d]  e  [e'  d']  sia  l  ;  allora  i  due  iperboloidi 

{aa'iy,        [bb'l] 

si  incontrano  nella  cubica  richiesta, 

6.  Il  problema:  costruire  la  cubica  passante 
per  un  punto,  e  avente  per  secanti  cinque  rette 
date,  ammette  anche  sempre  una  soluzione, 

7.  Invece  il  problema  :  costruire  la  cubica 
avente  sei  secanti  date,  ammette  in  generale  sei 
soluzioni. 

Per  queste  costruzioni  rimandiamo  alle  opere 
sottocitate  di  Schkòter,  Cremona,  Sturm. 

(Varie  specie  di  cubiche,)  Nello  stesso  modo  con 
cui  le  coniche  si  distinguono  in  specie  secondo  la 
realità  o  meno  dei  loro  punti  all'infinito,  anche 
per  le  cubiche  storte  possono  stabilirsi  analoghe 
distinzioni.  Propriamente  : 

1.  Se  il  piano  all'infinito  taglia  la  cubica  in 
un  sol  punto  reale^  si  ha  la  ellisse  cubica. 

2.  Se  il  piano  all'  infinito  contiene  tre  punti 
7'eali  d^lla  cubica,  si  ha  la  iperbole  cubica, 

3.  Se  in  particolare  di  tali  tre  punti  reali, 
due  sono  coincidenti,  si  ha  la  iperbole  cubica  pa- 
rabolica, 

4.  Se  infine  tali  tre  punti  sono  tutti  coinci- 
denti, cioè  il  piano  all'  infinito  è  piano  osculatore, 
si  ha  la  parabola  cubica. 

Per  una  iperbole  cubica  passano  tre  cilindri 
iperbolici  reali  di  2,^  grado. 

Per  una  ellisse  cubica  passa  un  solo  cilindro 
reale  di  2,^  grado  che  è  ellittico. 
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Per  uri'  iperbole  cubica  parabolica  passano  àue 
cilindri  reali  di  2.^  grado ^  di  cui  uno  è  iperbo- 
lico e  Valtro  è  parabolico. 

Per  una  parabola  cubica  passa  un  solo  cilindro 
reale  di  2.^  grado^  il  quale  è  parabolico. 

Chiamando  assintoto  la  tangente  reale  (al  finito) 
in  un  punto  all'infinito  della  curva,  si  ha: 
La  ellisse  cubica  ha  un  solo  assintoto* 
La  iperbole  cubica  ha  tre  assintoti. 
La  iperbole  cubica  parabolica  ha  un  solo  assintoto. 
La  parabola  cubica  non  ha  alcun  assintoto. 


Le  cubiche  gobbe  furono  studiate  per  la  prima 
volta  da  Mòbius  {Baryc,  Calcul,  1827,  pag.  120; 
Creile,,  X)  e  poi  da  Chasles  {Apergu  hist.  Note 
XXXIII  ;  J,  de  Liouville,,  II,  1854  ;  Compi,  Eend, 
XLV).  Indi  se  né  occuparono  Seydewitz  {Arch, 
V,  Grunert,  X),  Hesse  {Creile^  XXVI),  Schkoter 
{Id,,  LVI),  V.  Staudt  (Beitràge,  III,  1860),  Cre- 
mona (Aìiìt,  di  mat,  I,  II,  V  ;  Creile^  LVIII,  LX, 
LXIII;  Nouv,  Annales,  etc,  I,  2.^  serie),  Stuem 
{Creile,  LXXIX,  LXXX,  LXXXYI),  Mùller 
(Math.  Ann,,  I). 

Per  altre  ricerche  sulle  cubiche  storte,  special- 
mente per  r  applicazione  ad  esse  della  teoria  de- 
gli invarianti  delle  forme  binarie,  si  vegga  Bel- 
TRAMi  {Ist,  Lomb,,  1868),  Stuem  (cit.),  Voss  {Math, 
Ann,,  XIII),  D'Ovidio  {Acc,  Torino,  XXXII, 
1879;  Giorn,  diBatt.,  XVII;  Collect,math.,  1881), 
PiTTARELLi  {Giom,  di  Batt,,  XVII),  Gerbaldi 
{Mem.  Torino,  1880). 

Per  trattazioni  sulla  teoria  delle  cubiche  gobbe 
citeremo  Salmon-Fiedler  {An,  Geom.  d.  B.,  II), 
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e  più  specialmente    Schhoeteb   {Th,  der  Oberf. 
2^^''  Ordn.,  eie.  Leipzig,  1880), 


§  3.  —  Le  qltapvTiche  gobbe  di  1.^  specie. 


Una  quartica  gobba  di  1.*  specie  è  l'interse- 
zione completa  di  due  quadriche;  su  ciascuna  di 
queste y  essa  taglia  in  due  punti  ogni  generatrice 
di  un  sistema,  e  in  due  punti  ogni  generatrice 
dell'altro  (v.  §  1). 

Le  caratteristiche  per  tale  curva,  supposto  che 
le  due  quadriche  sieno  qualunque^  sono  le  seguenti: 


n  =4 

m  =  l2 

r  =8 

g==S8 

h  =2 

X  =16 

y  =8 

«  =16 

p  =0 

a=o 

H=0 

0)  ==0 

V  =0 

,        P^l 

Se  poi  le  due  quadriche  hanno  in  un  punto  un 
contatto  ordinario,  allora  la  quartica  acquista  ìin 
punto  doppio^  e  le  sue  caratteristiche  sono: 


n 
r 
h 


:4 
:6 

2 


7/   =4 


?/2  =  6 

g=6 
X  =6 
a   =4 
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p  =0 

6?  =  0 

H=l  ,■■ 

OJ  =0 

V  =0 

,       p  =0 

Se  le  due  quadriche  hanno  in  un  j^unto  un  con- 
tatto stazionario^  la  qnartica  acquista  una  cuspide^ 
eie  sue  caratteristiche  diventano: 

71  =4:  ,  m  =  4 

r  =5  ,  (/  =2 

h  =2  ,  X  =2 

y  =2  ,  a  =1 

8   ==1  ,  G  =  0 

H  =  0  ,  03=0 

.^    =0  ,         i9  =0 

Degenerazioni  della  qnartica  gobba  di  1.^  spe- 
cie sono: 

1.  Una  cubica  piana  e  una  retta  situata  in  modo 
nello  spazio  che  la  tagli  in  un  sol  punto. 

2.  Una  cubica  gobba  e  una  sua  corda. 

3.  Due  cubiche  situate  nello  spazio  in  modo 
che  abbiano  in  comune  due  punti. 

Dalla  proprietà  riguardante  il  numero  dei  coni 
quadrici  esistenti  in  un  fascio  di  quadriche,  si 
ricava  : 

Per  ogni  qnartica  di  1.^  specie  passano  quattro 
coni  quadrici  (Poncelet). 

Una  qnartica  di  1.^  specie  non  può  avere  cdcuna 
t  risecante. 

Ogni  paiano  del  fascio  di  piani  avente  per  asse 
nna  corda  o  nna  tangente  della  qnartica  di  i.^ 
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specie^  taglia  la  stessa  in  due  punti  la  cui  con- 
giungente  è  la  generatrice  di  una  quadrica  su  cui 
sta  tutta  intera  la  quartica. 

In  tal  fascio  vi  sono  quattro  p^icù^i  tangenti  alla 
quartica. 

Otto  punti  dati  ad  arbitrio  nello  spazio  deter- 
minano ima  quartica  di  1.^  specie. 

Due  quartiche  di  1,^  specie  situate  sulla  stessa 
quadrica  si  incontrano  in  otto  punti. 

Tali  otto  punti  sono  quelli  nei  quali  si  incon- 
trano tre  quadriche  ;  dati  sette  di  essi,  V  ultimo 
può  determinarsi  con  costruzioni  lineari  ;  essi  for- 
mano un  gruppo  di  otto  punti  associati;  per  essi 
passano  infinite  quartiche  (v.  p.  es,  Hesse,  Creile^ 
XXVI;  Reye,  Id.,  C;  Zeuthen,  Id.,  IO,  Ada 
math.^  XII,  etc). 

Per  sei  punti  di  un  gruppo  di  8  punti  associati 
si  conduca  Ice  cubica  gobba;  la  retta  degli  altri 
due  punti  è  una  corda  della  cubica  ;  e  reciproca- 
mente otto  punti  di  una  quartica  aventi  questa 
proprietà^  sono  otto  punti  associati. 

Per  cinque  punti  di  una  quaìiica  di  1,^  specie 
si  facciano  passare  tutte  le  quadriche  possibili^  le 
quali  tagliarlo  ancora  la  quartica  in  tre  punti*  Il 
piano  di  questi  tre  punti  passa  per  un  punto  fisso 
della  quartica  stessa. 

Si  abbiano  su  di  una  quartica^  due  gruppi  di 
otto  punti  associati^  cioè  in  tutto  16  punti,  e  fra 
questi  se  ne  possano  scegliere  otto  da  formare  un 
nuovo  gruppo  di  punti  associati;  allora  anche  i 
rimanenti  otto  formeranno  un  gruppo  di  punti 
associati. 
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Si  conducano  tre  piani  che  taglino  la  quartica 
nei  punti 

A,     B,     C,    A 

A2        B2         C2        D2 
A'ò       ^3       ^3       ^b'i 

i  piani  Ai  A2  A^  ;  B^  £3  B^  ;  C^  Cg  C3  ;  D^  iJg  ^3 
tagliano  ancora  la  quartica  in  quattro  punti  si- 
tuati in  un  piano. 

I  quattro  piani  osculatori  in  quattro  punti  si- 
tuati in  un  piano^  tagliano  la  curva  in  quattro 
punti  di  un  piano  (Reye). 

Vi  sono  sulla  quartica  delle  tbene  di  punti 
A^  A2  A^  dotate  della  proprietà  che  i  tre  piani 
osculatori  in  essi,  si  tagliano  in  un  punto  S  della 
curva,  per  il  quale  passa  poi  anche  il  piano 
Al  A2  A^ .  Il  punto  S  si  dice  punto  satellite  della 
terna. 

Si  abbia  la  quartica  su  di  una  quadrica;  i  tre 
punti  Bi  B2  B^  in  cui  le  generatrici  di  un  mede- 
simo sistema.,  passanti  per  A^  A2  A^  incontrano 
ancora  la  quartica.,  formano  ancora  una  terna. 

Sia  0  un  jninto  della  quartica;  i  tre  punti  in 
cui  itre  piani  OA1A2,  0^2^3?  OA^Ai  incon- 
trano ancora  la  quartica^  formano  ancora  una 
terna. 

I  tre  punti  in  cui  i  tre  piani  passanti  rispetti- 
vamente per  Ai,A2^A'^  e  per  ima  secante  0  per 
una  tangente  della  quartica,  incontrano  ancora 
la  quartica,  formano  ancora  una  terna. 

Per  costruire  una  terna  di  punti,  data  la  quar- 
tica, si  può   procedere  nel  seguente  modo:  si  as- 
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suma  un  punto  S  della  quartica  come  punto  sa- 
tellite; indi  si  proietti  la  quartica  da  S  su  di  un 
piano,  in  una  curva  di  3.°  ordine;  il  piano  pas- 
sante per  S  e  per  una  delle  rette  d' inflessione 
della  cubica  piana^  taglia  la  quartica  nei  tre  punti 
di  una  terna. 

Abbiamo  sopra  detto  che  nel  fascio  di  piani 
che  ha  per  asse  una  corda  della  quartica^  vi  sono 
quattro  piani  tangenti  alla  stessa;  diremo  che  i 
quattro  punti  di  contatto  formano  una  quaterna 

DI  PUNTI. 

//  rapporto  anarmonico  di  siffatti  quattro  piani 
del  fascio  è  costante  al  variare  della  corda  che 
è  Vasse  del  fascio  stesso^  o  anche: 

E  costante  il  rapporto  aìiarmonico  dei  quattro 
punti  in  cui  le  tangenti  nei  quattro  punti  di 
una  quaterna  tagliano  la  corda  ad  essi  corri- 
spondente, 

I  piani  passanti  per  una  corda  della  curva.,  e 
per  ciascuno  dei  quattro  punti  di  una  quaterna., 
tagliano  la  curva  in  quattro  punti  formanti  a 
loro  volta  una  quaterna. 

Le  quattro  facce  del  tetraedro  avente  per  ver- 
tici quattro  punti  di  una  quaterna^  tagliano  la 
.  curva  in  quattro  punti  di  un^  altra  quaterna^  i 
quali  non  sono  altro  che  i  quattro  punti  nei  quali 
la  curva  è  incontrata  dai  quattro  piani  osculatori 
nei  punti  della  prima  quaterna. 

Esistono  sulla  quartica  24  coppie  di  punti  tali 
che  il  piano  osculatore  in  un  punto  della  coppia 
passa  per  V  altro  punto  della  coppia,  e  reciproca- 
mente. 

E  stata  studiata  la  configurazione  dei  16  punti 
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di  contatto  colla  quartica  dei  piani  stazionari  della 
sviluppabile  osculatrice,  cioè  dei  16  punti  della 
quartica  in  cui  il  piano  osculatore  ha  un  contatto 
di  3.°  ordine  colla  curva. 

Tali  16  punti  sono  i  punti  di  incontro  della 
curva  colle  quattro  facce  del  tetraedro  polare^  cioè 
di  quello  avente  per  vertici  i  vertici  dei  quattro 
coni  passanti  per  la  quartica. 

Ogni  piano  che  passa  per  tre  di  tali  16  punti^ 
passa  ancora  per  un  quarto  di  essi,  il  quale  però 
può  essere  coincidente  con  uno  dei  tre  già  consi- 
derati. Si  hanno  così  116  piani. 

I  16  punti  si  possono  rappresentare  coi  simboli 
(i,  j)  dove  i,  y^O,  1,  2,  3,  e  stanno  in  un  piano 
quei  quattro  punti  per  cui  la  somma  dei  primi  in- 
dici, e  quella  dei  secondi  indici  sono  separatamente 
=  0  (mod.  4). 

Le  coordinate  di  un  punto  della  quartica  gobba 
di  1.^  specie  si  possono  esprimere  per  funzioni  el- 
littiche di  un  parametro;  propriamente  si  può 
porre 

oo^p{u)j      y=p^(u),      z  =  p''[u) 

dove  p  è  la  nota  funzione  ellittica  di  Weierstrass 
(v.  Reperì.,  I,  Gap.  XYI,  §  4).  Quattro  punti  in 
un  piano  sono  allora  quelli  pei  quali  la  somma 
dei  quattro  argomenti  è  ^  0  (mod.  2  w,  2  to'). 

Da  questo  punto  di  vista  la  quartica  gobba  di 
l.^'^  specie  si  trova  studiata  in  Harnack,  Matli. 
Ann.,  XII  ;  Lange,  Diss  ,  Dresden,  1882,  e  Schlò- 
ìnilclis  Zeits.,  XXVIII;  v.  anche  Halphen,  Fonct. 
ellipt.,  II,  pag.  449  e  seg. 

Le  quarti  che  gobbe  di  1.^  specie  si  trovano  sta- 
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diate  in  Chasles  (Compi.  Rend.^  LII,  LIV},  Reye 
{Ann,  di  mal..,  II),  Gegenbauer  {Wien.  Berich.^ 
XCIII\  Ameseder  {Id.,  XXXYII;,  oltre  che  nelle 
altre  opere  sopra  citate.  Un  trattato  su  tali  curve  è 
quello  di  Schroetek  (Grundzilge  einer  rein-geo- 
metrischen  Theorie  der  Raiimciirven  4.*^^'  Ord. 
1*^^  Species.  Leipzig,  1890)  dove  possono  trovarsi 
moltissime  altre  indicazioni. 

A  tale  specie  di  quartiche  appartengono  le  co- 
niche sferiche  di  cui  abbiamo  trattato  nel  §  1. 

§  4.  —  Quartiche  gobbe  di  2.^  specie. 

La  quartica  gobba  di  2.*  specie  è  definita  come 
quella  quartica  per  la  quale  passa  ima  sola  qua- 
drica. 

In  generale  se  una  quadrica  e  una  cubica  han- 
no in  comune  una  curva  piana  di  2.°  ordine  (due 
rette  in  un  piano,  o  una  conica)  la  intersezione 
residua  è  una  quartica  di  1.*  specie;  quindi  la 
quartica  di  2.*  specie  è  l'intersezione  residua  di 
una  quadrica  e  di  una  superficie  cubica  le  quali 
hanno  in  comune  due  rette  sghembe. 

Si  ha  anche  una  quartica  di  2.*  specie,  se  la 
quadrica  e  la  cubica  hanno  in  comune  una  retta 
unica  la  quale  sia  doppia  per  la  superficie  cubica. 

Alla  superficie  cubica  generale  può  sostituirsi 
una  rigata  gobba;  cioè: 

Og^ù  quartica  di  2.^  specie  può  considerarsi  co- 
me V  intersezione  di  una  quadrica  e  di  una  super- 
ficie cubica  gobba^  la  quale  ha  per  direttrice  dop- 
pia una  corda  della  curva  (Cremona). 

Ogni  quartica  di  2.^  specie  può  considerarsi  co- 
me il  luogo  dei  punti  comuni  ai  piani  corrispon^ 
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denti  di  tre  fasci  proiettivi^  il  primo  semplice,  il 
secondo  doppio  involutorio,  e  il  terzo  omografico 
al  secondo  (Cremona)': 

La  proiezione  piana  della  gtiartica  di  2/''  spe- 
cie^  è  in  generale  una  curva  di  4.^  ordine,  di  6.* 
classe^  con  tre  punti  doppi,  quattro  tangenti  dop- 
pie^ e  6  flessi. 

Se  il  centro  di  proiezione  è  situato  sidla  curva 
si  ha  nna  curva  di  3*^  ordine  e  4,^  classe. 

Per  la  qiiartica  di  2!"  specie  passano  4  coni  di 
3.^  ordine  e  3.*  classe. 

1  numeri  caratteristici  per  la  quartica  di  2,^ 
specie  sono: 


n  =4 

m  =  6 

r  ==6 

^=6 

h  =3 

X  =6 

y  =4 

,          a   =4 

B   =0 

(?  =  0 

H=0 

w  =0 

V  =0 

p  =0. 

Tutte  le  generatrici  di  uno  dei  due  sistemi  sulla 
quadrica  sono  tagliate  in  tre  punti  dalla  quartica, 
e  tutte  quelle  dell'altro  sistema  sono  tagliate  in 
un  punto  solo  (v.  §  1)  ;  quindi  : 

La  curva  ammette  un  sistema  semplicemente  in- 
finito di  trisecanti. 

Esistono  quattro  punti  nei  quali  la  tangente  alla 
curva,  taglia  ancora  la  curva  stessa. 

Pascal.  24 
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Questa  curva  può  in  particolare  avere  una  o 
due  tangenti  stazionarie  (^  =  1,  2\  ciò  che  invece 
non  può  verificarsi  per  la  quantica  di  1.*  specie. 

I  numeri  caratteristici  per  questi  casi  partico- 
lari sono: 


n  =4 

,        tn=ò 

r  =6 

,              ff=4: 

h  =3 

X  =5 

y  =4      , 

a  =2 

p  =0 

G  =  (i 

H=0 

,              M    =0 

V  =1 

,        p  =0 

n  =4 

,        m  =  4 

r  =6 

,        ffS 

A  =3 

,        ^  =4. 

y  =4 

a   =0 

P  =0        , 

^  =  0 

if=0 

,           w  =:0 

V  =2 

P  =0. 

Degenerazioni  della  quartica  gobba  di  2.*  spe- 
cie sono: 

1.  Una  cubica  storta  e  una  retta  che  la  tagli 
in  un  sol  punto. 

2.  Due  coniche  aventi  un  sol  punto  comune. 
Il  rapporto  anarmonico  dei  quattro  piani  che 

passano  per  quattro  punti  della  curva  e  per  una 
qualunque  trisecante  della  stessa  è  costante  al  va- 
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riare  della  trisecante.  Esso  può  perciò  chiamarsi 
U  rapporto  anarmonìco  dei  quattro  punti  della 
quartica. 

Su  di  una  quadrica  si  possono  descrivere  due 
sistemi  di  quartiche  di  2.*  specie,  secondochè  que- 
ste incontrano  in  un  punto  le  generatrici  di  un  si- 
stema (1.^  sistema)  e  in  tre  punti  le  generatrici 
dell'altro  sistema  (2.^  sistema),  ovvero  viceversa. 

Due  quartiche  appartenenti  a  sistemi  diversi  si 
incontrano  in  10  punti^  e  due  quartiche  dello  stesso 
sistema  si  incontrano  in  6  punti. 

Una  quartica  di  1.^  specie  e  una  di  2.^  specie 
tracciate  sulla  stessa  quadrica^  si  incontrano  in  8 
punti. 

Una  curva  cubica  gobba  e  una  quartica  di  2J^ 
specie j  tracciate  sulla  stessa  quadrica^  le  quali  in- 
contrano ciascuna  in  un  sol  punto  una  stessa  gè- 
neratrice  di  questa^  si  segano  in  cinque  punti. 

Se  invece  la  cubica  incontra  in  due  punti,  e  la 
quartica  in  un  sol  punto  la  medesima  generatrice^ 
le  due  curve  hanno  in  comune  sette  punti. 

Per  otto  punti  arbitrari  dello  spazio  passano 
quattro  quartiche  di  2,^  specie. 

Per  sette  punti  su  di  una  quadrica^  si  possono 
descrivere  due  quartiche  di  2.^  specie  situate  sulla 
quadrica  stessa. 

Da  un  punto  P  della  curva  possono  condursi 
tre  piani  oscidatori  alla  medesima  ;  i  tre  punti  di 
contatto  di  questi^  stanno  in  un  piano  che  passa 
per  Pf  e  che  è  il  piano  polare  armonico  della  tri- 
secante  passante  per  P  rispetto  al  triedro  dei  tre 
piani  osculatori  (per  la  definizione  di  piano  po- 
lare armonico  ci  riferiamo  a  quanto  si  è  detto  in 
nota  al  §  2  di  questo  stesso  capitolo). 
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Variando  il  punto  ilf,  il  piano  dei  tre  punti  di 
contatto  inviluppa  un  cono  qiiadrico  (Ceemona). 

Si  chiamano  corde  principali  della  curva  quelle 
per  le  quali  passano  due  piani  osculatori  alla  curva 
i  cui  punti  contatto  sieno  i  punti  nei  quali  le  cordo 
incontrano  la  curva  (Bertini). 

Esistono  tre  corde  principali;  esse  passano  per 
uno  stesso  punto. 

Per  un  puuto  dello  spazio  passano  tre  corde 
della  curva  (perchè  /i  =  3);  ora  se  per  il  mede- 
simo punto  conduciamo  i  sei  piani  passanti  per 
le  tangenti  alla  curva  nei  sei  punti  d'intersezione 
colle  corde,  abbiamo: 

Tali  sei  piani  toccano  un  medesimo  cono  qua- 
drico. 

Si  ha  poi  ancora: 

I  sei  piani  osculatori  condotti  da  un  punto  alla 
curva  toccano  uno  stesso  cono  quadrico. 

Le  otto  rette  condotte  da  un  punto  dello  spazio 
ai  punti  di  contatto  dei  quattro  piani  bitangeìiti 
condotti  per  tale  punto,  sono  generatrici  di  un  cono 
quadrico, 

I  piani  osculatori  della  curva  sono  tangenti  ad 
una  quadrica,  i  cui  piani  tangenti  tagliano  la 
curva  secondo  quattro  punti  formanti  un  gruppo 
equianarmonico.  Quella  quadrica  è  iscritta  nella 
sviluppabile  osculatrice  della  curva  (Ceemo:n^a). 

I  piani  che  tagliano  la  quartica  in  quattro  pimti 
formanti  un  gruppo  armonico,,  inviluppano  una 
superficie  di  Steiner  (di  4.^  ordine  e  3,"  classe) 
iscritta  nella  sviluppabile  osculatrice  della  quar- 
tica (Cremona). 
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Consideriamo  il  fascio  di  piani  che  ha  per  asse 
una  retta  che  taglia  in  due  punti  la  quartic^;  il 
luogo  della  retta  che  congiunge  gli  altri  due  punti 
di  incontro  di  ciascun  piano  colla  quartlca^  è  una 
superfìcie  cubica  gohha^  la  cui  direttrice  doppia  è 
Vasse  del  fascio  di  piani. 

Dalle  tabelle  al  principio  di  questo  §  risulta 
che  la  curva  di  cui  stiamo  trattando  ha  quattro 
piani  osculatori  stazionari  (oc  =  4)  ;  ora  si  ha  : 

Le  quattro  tangenti  nei  quattro  punti  stazionari 
(chiameremo  punti  stazionari  i  punti  di  contatto 
dei  piani  stazionari)  sono  situate  sul  medesimo 
iperboloide. 

Tali  quattro  punti  stazionari  appartengono  alla 
curva  nodale  (del  6.^  ordine)  della  sviluppabile 
oscidatrice  (y.  Gap.  IX,  §  1);  in  essi  i  piani  sta- 
zionari  sono  anche  piani  oscillatori  per  la  curva 
nodale. 

La  curva  nodale  ha  anche  quattro  punti  stazio- 
nari^ e  non  ha  altri  punti  multipli;  essa  è  V  in- 
tersezione di  una  superfìcie  di  2.°  ordine^  e  di  una 
di  5.^  ordine^  le  quali  hanno  un  contatto  stazio- 
nario in  quattro  punti. 

La  quartica  di  2.*  specie  incontra  la  corrispon- 
dente curva  nodale  in  otto  punti^  di  cui  quattro 
sono  punti  stazionari  per  la  quartica^  e  gli  altri 
quattro  sono  punti  stazionari  per  la  curva  nodale. 


L'esistenza  delle  quartiche  di  2,"^  specie  fu  no- 
tata da  Salmon  e  Cayley  [Camb.  Math.  Journ, 
V,  1850),  e  indi  da  Steiner  {Flachen  S^'''  Gra- 
des,  Creile,  LUI,  1857). 
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Il  primo  layoro  importante  sulP  argomento  fu 
queljo  di  Ceemona  (Acc,  Bologna,  1861,  ovvero 
Ann.  di  Tortolini,  IV);  indi  si  successero  molti 
lavori  di  Weyh  {Math,  Ann.  IV;  Wien.  Bericìi. 
1871-75-76-78),  il  lavoro  di  Bertini  [Ist.  Lomh. 
1872),  quello  di  Armenante  {Giorn.  di  mat,  XI, 
XII),  e  molti  altri. 

Per  la  quartica  di  2.*  specie  Study  ha  trovato 
che,  dato  un  punto  dello  spazio,  resta  determinata 
sulla  curva  un'involuzione  di  4.^  ordine  e  di  1.* 
specie  (Leipz.  Berichte^  1886);  un  caso  particolare 
di  tale  involuzione  era  stato  già  notato  da  Ber- 
tini (cit.J.  Tale  involuzione  supplisce  in  certo 
modo  alla  mancanza  di  quell'  altra  esistente  su 
tutte  le  curve  gobbe  razionali  di  ordine  w  >  4 
(v.  §6)._ 

La  cosiddetta  teoria  delle  osculanti  è  connessa 
colla  teoria  di  tali  involuzioni,  (v.  Jolles,  Th,  der 
Osculanten^  Aachen,  1886;  Stahl  {Creile,  CI,CIV). 

Per  più  particolari  notizie  bibliografiche  e  sto- 
riche si  vegga  la  prefazione  di  un  recente  lavoro 
di  Berzolari  sul  medesimo  argomento  {Ann.  di 
mat.  XX)  il  quale  ha  dimostrato  che  la  precedente 
involuzione  non  è  altro  che  la  apolare  di  quella 
che  si  ottiene  tagliando  la  curva  con  piani  passanti 
pel  punto  dato. 

Per  i  casi  particolari  sopra  accennati  fpag.  370), 
in  cui  la  curva  possiede  delle  tangenti  stazionarie, 
V.  Cremona  {Eeìid.  Ist.  Lomh.  1868),  Appell 
{Compt.  Bend.  1876),  ecc. 
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§  5.  —  Le  cueve  storte  di  5.^,  6.^,  ecc.  ordine. 

(Curve  di  5.^  ordine.)  Come  abbiamo  detto  (v. 
Gap.  IX,  §  3)  vi  sono  tre  famiglie  di  curve  storte 
di  5.**  ordiue,  una  con  4  punti  doppi  apparenti  e 
di  genere  massimo  2,  Faltra  con  5  punti  doppi  ap- 
parenti e  di  genere  massimo  1,  e  l'altra  con  6 
punti  doppi  apparenti  e  di  genere  zero.  Si  intende 
naturalmente  che  le  curve  non  abbiano  singolarità 
effettive,  cioè  punti  doppi  effettivi,  cuspidi,  ecc. 

Indichiamo    queste    curve   rispettivamente    con 

Per  ogni  curva  storta  di  quinV  ordine^  passano 
infinite  superficie  cubiche. 

I  numeri  caratteristici  per  la  R^^  sono  : 

r  =12  a;  ==48 

m  =  21  ^=32 

h=^  a  =32. 
g  =156 

Gli  altri  numeri  caratteristici  sono  zero. 

Da  ogni  punto  della  curva  R^^  parte  una  sola 
trisecante  della  curva  stessa. 

Questa  curva  è  V  intersezione  parziale  di  una 
quadrica  e  di  una  cubica^  le  quali  hanno  in  co- 
mune una  retta,  che  è  una  trisecante  della  curva, 

II  luogo  delle  trisecanti  della  curva  è  la  qua- 
drica su  cui  sta  la  curva. 

Esistono  otto  punti  in  cui  la  tangente  alla  curva 
taglia  ancora  la  curva  stessa.  (X  =  8  ;  v.  Gap.  IX, 
§  4.) 
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Vi  sono  96  punti  d^  incontro  di  tre  tangenti 
non  infinitamente  vicine  (pimth  tripli  della  curva 
nodale  della  sviluppabile). 

Vi  sono  72  piani  osculatori  e  tangenti  altrove^ 
alla  curva  data* 

La  curva  R^-,  non  ha  alcuna  quadrisecante. 

La  curva  R^r^  può  generarsi  mediante  tre  fasci 
proiettivi^  uno,  di  superficie  di  2.^  ordine,  e  gli 
altri  due,  di  piani;  la  quadrica  passante  per  R^r, 
è  quella  determinata  dalle  intersezioni  dei  piani 
corrispondenti  dei  due  fasci  di  piani. 

La  R^r^  può  anche  definirsi  come  la  intersezione 
parziale  di  due  superficie  cubiche,  le  quali  abbiano 
in  comune  ancora  una  quartica  gobba  di  Ij^  spe- 
cie. Questa  incontra  allora  otto  volte  la  R'^r^. 


I  numeri  caratteristici  per  la  RK,  sono: 
r  =10 
m  ^=  15 
h  =  5 
g  ==70 
X  =30 

y  -=20 

a   =11  20. 

Questa  curva  può  considerarsi  come  la  interse- 
zione parziale  di  due  superficie  cubiche^  le  quali 
si  incontrano  ancora  in  una  quartica  di  2^  specie. 

Da  ogni  punto  della  curva  si  possono  condtirre 
ad  essa  due  trisecanti. 
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Vi  sono  10  tangenti  della  curva  le  quali  ta- 
gliano ancora  altrove,,  la  curva  stessa. 

Vi  sono  30  piani  oscidatori  e  tangenti  altrove 
alla  curva  data. 

Vi  sono  40  punti  d'incontro  di  tre  tangenti  non 
infinitamente  vicine  della  curva  data. 

Il  luogo  delle  trisecanti  della  R^^  è  una  rigata 
di  o.^  ordine. 

La  J?^5  non  ha  alcuna  quadrisecante. 


I  numeri  caratteristici  per  la  7i%  sono: 
r  -8 
m  =  9 
h  =(y 
^  -20 

y  =12 

Per  ogni  punto  della  curva  passano  tre  trise- 
canti. 

Vi  sono  12  rette  tangenti  e  secanti  altrove  la 
curva. 

Vi  sono  12  piani  osculatori  e  tangenti  altrove 
alla  curva. 

Vi  sono  8  punti  in  cui  si  incontrano  tre  tan- 
genti non  infinitamente  vicine  della  curva* 

Di  curve  Ì?^5  ve  ne  sono  di  due  specie  caratteriz- 
zate da  ciò  che  una  contiene  una  sola  retta  qua- 
drisecante, e  l'altra  ne  contiene  infinite  formanti 
una  quadrica. 
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Una  i?%  della  prima  specie  si  può  generare 
come  luogo  del  punto  comtme  ai  piazzi  cor  rispon- 
denti di  tre  fasci  proiettivi,  due  doppi  involutori^ 
il  terzo  semplice. 

Una  i?^5  della  seconda  specie  si  può  generare 
come  luogo  del  punto  comune  ai  piani  corrispon- 
denti di  tre  fasci  proiettivi,  due  semplici^  il  terzo 
triplo  involutorio. 

La  J?^5  della  prima  specie  è  V  intersezione  par- 
ziale di  due  superficie  cubiche  aventi  ancora  in 
comune  una  cubica  gobba  e  una  retta  che  non  la 
tagli;  ovvero  anche  V intersezione  parziale  di  due 
superfìcie  cubiche  rigate  aventi  di  comune  una 
retta  doppia,  e  due  altre  rette,  di  cui  una  tagli 
la  prima  e  V  altra  no. 

La  i2^5  della  seconda  specie  è  V  intersezione 
parziale  di  una  quadrica  e  di  una  rigata  di  4.^ 
ordine  avente  per  retta  tripla  una  quadrisecante 
di  R\. 

Le  trisecanti  di  una  R^^  della  prima  specie  for- 
mano una  rigata  di  8.°  ordine,  per  la  quale  la 
i?^5  è  tripla  e  la  sua  quadrisecante  è  retta  qua- 
drupla. 

Dal  punto  di  vista  della  classificazione  delle 
curve  storte,  la  seconda  B^^  non  deve  conside- 
rarsi come  rappresentante  una  famiglia  distinta 
rispetto  alla  prima  ^^5,  ma  un  caso  particolare 
di  essa  (v.  su  ciò  Halphen,  J.  Ecole  polyt.,  LII, 
pag.  12). 

Le  curve  di  quint'  ordine  furono  considerate  pri- 
ma da  Cayley  {Compt.  Bend.,  LIV,  LVIII,  1862, 
1864;  Opere,  V,  15,  24);  indi  da  Sturm  {Flilch. 
gter  (9^yZ.  Leipzig,  1867)  studiando  le  curve  situate 
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sulla  superficie  cubica;  poi  se  ne  occuparono  (in 
quanto  alla  R^^)  Bertini  {CoUect,  matli,^  1881), 
Berzolari  {Lincei^'  Mem.,  1893),  e,  in  quanto 
alla  R\,  AVeyr  {Wiener  Berichte,  1884-85-88)  e 
MoNTESANO  {Acc.  NapoU^  1888). 

(Curve  di  6.°  ordine,)  Di  curve  storte  di  6.® 
ordine  ve  ne  ^ono  cinque  famiglie,  caratterizzate 
dal  numero  dei  punti  doppi  apparenti  (v.  Gap.  IX, 
§  3).  Per  ognuna  di  esse  passa  sempre  una  cubica. 
Fra  esse  la  più  importante  è  quella  di  genere  4, 
Intersezione  completa  di  ìtna  quadrica  e  di  ima 
cubica.  Questa  curva  è  specialmente  importante 
nella  teoria  delle  funzioni  abeliane  di  genere  4, 
perchè  per  tale  teoria  essa  fa  lo  stesso  ufficio,  che 
la  quartica  piana  per  le  funzioni  abeliane  di  ge- 
nere 3. 

I  numeri  caratteristici  per  questa  curva  sono: 

r  =18 
m  —  m 
h=6 
g=b3ì 
X  =126 
i/=96 

a   =60. 

Per  un  suo  punto  passano  due  trisecantl  (le 
due  rette  della  quadrica  su  cui  essa  è  situata). 

II  numero  delle  rette  tangenti  e  secanti  altrove 
è  24. 
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Il  numero  del  piani  osculatori  e  tangenti  al- 
trove è  324. 

La  sviluppabile  osciilatrice  ha  480  punti  tripli. 

La  curva  possiede  120  piani  tritangenti,  e  non 
può  naturalmente  possedere  alcuna  quadrisecanie. 

Si  è  cominciato  a  studiare  la  configurazione  dei 
120  piani  tritangenti  della  sestica  storta,  e  dei  360 
punti  di  contatto  corrispondenti.  Tale  configura- 
zione è  da  considerarsi  come  un'estensione  per  il 
genere  p  =  4,  di  ciò  che  è  per  il  genere  p  =  3  la 
configurazione  delle  28  tangenti  doppie  della  quar- 
tica  piana. 

I  360  punti  di  contatto  della  sestica  coi  suoi 
piani  tritangenti,  stanno  a  12  a  12  sopra  32130 
quadrlche. 

Tali  quadricìie  si  possono  riunire  a  coppie  ed 
esistono  otto  specie  distinte  di  tali  coppie;  una 
coppia  di  1.^  specie  è  caratterizzata  dalla  pro- 
prietà che  esistono  4  altre  delle  quadriche  che  in- 
contrano in  6  +  6  punti  fsidla  sestica)  ciascuna 
delle  due  date,  ed  esistono  inoltre  16  altre  quadri- 
che  che  incontrano  in  6  punti  (sulla  sestica)  una 
delle  due  della  coppia^  e  solo  in  tre  punti  Valtra^ 
non  esistendo  poi  quadriche  aventi  la  proprietà 
opposta;  come  si  vede^  questa  coppia  possiede  dun- 
que uncc  certa  dissimmetria. 

Ci  basti  d'aver  dato  questi  cenni;  per  altri  par- 
ticolari si  vegga  Pascal  {Lincei^  1893). 

Se  si  conoscono  due  radici  delV  equazione  da 
cui  dipende  la  determinazione  dei  120  piani  tri- 
tangenti  della  sestica  storta.,  le  altre  118  si  scin- 
dono in  54  +  64  e  V  equazione  delle  64  ha  per 
risolvente  quella  delle  54  la  quale  a  sua  volta  si 
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scinde  in  27  fattori  quadratici  dopo  la  risoluzione 
di  mi^  equazione  di  ^7'^^^  grado  la  quale  non  ha 
risolventi  di  grado  inferiore. 

Se  sene  conoscono  tre,  il  problema  dipende  ancora 
da  un^  equazione  di  27.^'^^  grado  non  avente  risol- 
venti di  grado  inferiore.  Questo  teorema  è  ana- 
logo a  quello  relativo  alle  28  tangenti  doppie  della 
quartica  piana  o  alle  27  rette  della  superfìcie  cu- 
bica (v.  Pascal,  Lincei,  1.®  sem.  1893,  pag.  120.) 

Delle  sestiche  storte  si  occuparono  Clebsch 
Creile,  LXIII),  Baule  (Diss.  Gottingen,  1872), 
Weyr  (Compt.  Rend.,  LXXVI),  Noether  {Creile, 
xeni),  London  [Math.  Ann.,  XLV),  Petot 
[Compt.  Rend.,  CU),  ecc. 


Per  le  curve  di  7.°  ordine  citeremo  un  lavoro 
di  Weye  (Wien.  Berichte,  LXIX),  e  della  curva 
di  9.^  ordine  intersezione  completa  di  due  super- 
fide  cubiche  (cioè  curva  base  di  un  fascio  di  su- 
perficie cubiche)  riferiremo  qui  i  numeri  caratte- 
ristici. 

Essi  sono: 

r  =  36 

m  =  SÌ 

h  =  18 

g  =  3006 

x=bl6 

y  =004:       ^ 

a  =  144,        p  =  lO. 

Per  ogni  punto  della  curva  passano  11  trise- 
canti. 
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.  Vi  sono  144  rette  tangenti  e  secanti  altrove,  e 
2160  piani  osculatori  e  tangenti  altrove. 

Vi  sono  3360  piani  tritangenti. 

Per  tutte  le  varie  degenerazioni  della  curva  in- 
tersezione di  due  superficie  cubiche  vedi  Stukm 
{Fldch.  3^'^'  Ord,  Leipzig,  1867). 


§  6.  —  Le  curve  storte  razionali. 

Le  curve  di  genere  zero  si  dicono  razionali,  o 
anche  nnicursali.  Sono  state  stabilite  delle  loro 
proprietà  generali.  Eccone  alcune  fra  le  più  ele- 
mentari, riferentisi  specialmente  ai  loro  numeri 
caratteristici.  Si  suppone  naturalmente  che  la  curva 
sia  priva  di  punti  singolari. 

La  sviluppabile  osculatrice  d^  una  curva  gobba 
razionale  d^ordine  n^  è  d^ ordine  2  (n  —  1). 

Vi  sono  {n  —  \Y  rette  appoggiate  a  due  rette 
arbitrarie  e  bisecanti  della  curva. 

Una  retta  mobile  appoggiata  ad  una  retta  fìssa 

e  bisecante   della   curva^   descrive   una  superficie 

gobba  d^ ordine  {n  —  1)^  di  cui  la  retta  fissa  è  mitl- 

.•7     77    '7.      (n  —  V){n  —  2) 

tipta  a  oratile  ^ ,  e  la  curva  data  e 

multipla  d'ordine  n  —  1,  e  avente  2(n  —  \){n  —  2) 
punti  cuspidali  situati  sitila  curva  razionale. 
La  curva  razionale  ha  evidentemente 

(n— l)(n--2) 


punti  doppi  apparenti. 
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T>           .               ,                  {n  —  2)in-S)      . 
rer  ogni  suo  punto  passano ~   tri- 

secanti, 

^,.           (^-2)(n-3)2(^-4)  ,  .  . 

Vi  sono --— quadnsecanti. 

La  superficie  gohha  formata  dalle  trisecanti  è 
di  ordine 

{n—ì)(n  —  2)(n  -3) 


La  classe  della  curva  è  3  {n  —  2). 
Per  un  punto  della  curva  passano  3  {71  —  3)  piani 
osculatori  altrove. 
Per  ogni  punto  dello  spazio  passano 

2{n-2){n  —  S) 

piani  bitangenti. 

Per  ogni  punto  della  curva  passano 

2  in  -  3)  in  —  4) 

piani  bitangenti  altrove. 

Ciascuna  tangente  è  incontrata  da  2  in  —  3)  al- 
tre tangenti. 

La  curva  ha  4:  in  —  3)  piani  stazionari. 

Vi  sono  6  (n  —  3)  (/i  -  4)  piani  osculatori  e  tan- 
genti altrove. 

Vi  sono  2  in  —  2)  in  —  3)  rette  tangenti  e  se- 
canti altrove, 

^  ,     4(n-3)(/^"4)(n-5)     .     .  , . 

La  curva  ha piani  bi- 

o 

tangenti. 
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Una  proprietà  importante  delle  curve  razionali 
ò  quella  relativa  alla  cosiddetta  involuzione  fon- 
damentale esistente  sulla  curva. 

Le  coordinate  x^  X2  X3  x^^  di  un  punto  della  curva 
si  possono  esprimere  in  funzione  razionale  di  un 
parametro  ^  mediante  le  relazioni 


Xl 

= 

«;. 

0-2 

E= 

': 

^■i 

= 

n 

X, 

= 

< 

(dove  con  a.  ^  b^  , . .    si  intendono,  in  notazione 

simbolica,  forme  binarie  di  grado  n).  Si  costrui- 
scano le  71  —  3  forme  di  grado  n^  apolari  (vedi 
Gap.  II)  con  ciascuna  delle  quattro  date,  e  quindi 
con  una  qualunque  del  sistema  lineare  individuato 
da  quelle  quattro. 

Il  sistema  lineare  individuato  dalle  n  —  3  forme 
così  cost^'uite  rappresenterà  una  involuzione  (v. 
Gap.  II)  di  gruppi  dì  n  punti  sulla  curva  data; 
si  ha  dunque: 

Sulla  curva  razionale  data  esiste  una  involu- 
zione di  ordine  n  e  di  specie  n  —  4,  i  cui  gruppi 
di  n  punti ^  sono  apolari  con  tutti  i  gruppi  di  n 
punti  tagliati  sulla  curva  da  un  piano  qualunque 
dello  spazio. 

Questa  involuzione  e  stata  chiamata  da  Stahl, 
fondamentale. 


.V,  a   —   (hirrr  ^fnrfr  ra::ì()iìaJi.  -ÌSf) 

Quando  n  -=  4,  allora  V  involuzione  evidente- 
mente si  riduce  ad  ^un  gruppo  solo  di  4  punti. 
Per  la  quartieri  storta  di  2,^  specie  (razionale) 
tal  gruppo  di  quattro  punti  è  quello  dei  quattro 
punti  di  contatto  dei  piani  osculatori  stazionari 
(v.  §  4).  Però  in  tal  caso  intervengono  altre  in- 
voluzioni trovate  in  generale  da  Studt,  come  ab- 
biamo accennato  nel  §  4. 

Per  lo  stadio  della  involuzione  fondamentale 
sulle  curve  razionali  si  vegga  specialmente  Stahl 
{Creile,  CIV;  Math.  Ann.]  XL).  Altri  lavori  sulle 
curve  razionali  sono  quelli  di  AVeyr,  {Giorn.  di 
Batt.  IX;  Ann.  di  mat.,  IV;  Creile,  LXXIV;  Ist. 
Lomh.,  1882;  Prag.  BericJite,  1883,  etc),  Korn* 
DÒRFER  {Math.  Ann.,  Ili),  Brill  (M,  XXXVI), 
etc.  Berzolari  {Ann.  di  mat.,  XXI)  estende  al- 
cune delle  considerazioni  precedenti  alle  curve  ra- 
zionali in  uno  spazio  ad  un  numero  qualunque  di 
dimensioni. 
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CAPITOLO  XI. 
Le  superficie  di  3.""  ordine. 


§1.  —  Generalità.  Le  superficie  a  punti  doppi. 
Generazioni  geometriche. 


Lft  superfìcie  generale  di  3.^  ordiate  è  di  12^ 
classe;  V ordine  del  cono  ad  essa  circoscritto  e  col 
vertice  in  un  punto  qualunque  dello  spazio^  è  6; 
le  generatrici  di  regresso  di  tal  cono  sono  6  e 
non  vi  sono  generatrici  doppie.  U ordine  della 
curva  parabolica  è  il  12.^ 

jy equazione  generale  della  superfìcie  generale  di 
3.°  ordine  contiene  19  coefficienti  non  omogenei. 

Su  di  una  superfìcie  cubica  generale  vi  sono 
27  rette. 

Se  una  superfìcie  di  3.^  ordine  ha  una  linea 
doppia.,  questa  non  può  essere  che  una  retta  sola; 
in  tal  caso  però  la  superficie  cubica  è  una  rigata. 

Per  una  siffatta  superfìcie  cubica.^  vi  sono  sulla 
retta  doppia  due  punti  uniplanari  (v.  Gap.  IX, 
§  4)  e  gli  altri  sono  hiplanari. 
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Una  superficie  cubica  può  avere  al  massimo 
quattro  punti  doppi,  -,. 

Non  esistono  superficie  sviluppabili  phoprie  di 
3.^  ordine,  ma  solo  superficie  improprie,  come  i 
coni  e  i  cilindri  di  5.^  ordine. 

Ecco  una  tabella  delle  varie  specie  di  superficie 
cubiche  a  punti  singolari,  e  di  rigate  cubiche  (di 
queste  ultime  ve  ne  sono  solo  due  specie). 

Questa  classificazione  fa  fatta  in  modo  completo 
da  Cayley  {Phil,  Trans,,  1869);  i  casi  (5)  (7)  (11) 
(15)  (20)  erano  già  stati  considerati  da  Scrlaefli 
(PhìL  Trans.,  1863).  Le  rigate  cubiche  erano  già 
state  studiate  da- Cremona  (Istit.  Lombardo,  1861; 
Creile,  LX);  si  vegga  anche  un  lavoro  di  Em. 
Weyr,  Geom.  der  ràiiml.  Erzeugnisse.  Leipzig, 
1870)  * 


*  Nelle  seguenti  tabelle   rappresenteremo   coi  sìmboli 
?«(!),  w(2), .  .  .  MI);  ri')  .  .  .  funzioni  omogenee  di  gradi  1,  2,  . .  . 

in  ^j  0^2  «^S' 
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Per  il  numero  e  la  configurazione  delle  rette  si- 
tuate sulle  cubiche  a  punti  doppi,  v.  più  sotto 
il  §  3. 


Le  varie  generazioni  geometriche  delle  super- 
ficie cubiche  sono  le  seguenti: 

Si  abbiano  due  triedri  A  e  B;  ogni  piano  del 
primo  taglia  ogni  piano  del  secondo  e  cosi  si  hanno 
in  tutto  nove  rette  ;  per  un  punto  P  dello  spazio 
si  faccia  passare  un  piano  il  quale  taglia  le  nove 
rette  in  nove  punti,  pei  quali  e  per  P  passa  sem- 
pre una  curva  di  3.^  ordine;  il  luogo  di  questa 
quando  si  muti  in  tutti  i  possibili  modi  il  piano 
passante  per  P,  è  una  superficie  generale  di  5.®  or- 
dine passante  per  P  e  per  le  nove  rette^  (Steiner, 
Beri.  Ac.  1856,  Creile,  LUI). 

Dati  due  fasci  proiettivi  uno  di  quadriche  e  uno 
di  piani,  il  luogo  della  curva  intersezione  degli 
elementi  corrispondenti  è  una  superficie  cubica  (Id.) 

In  particolare  : 

Il  luogo  delle  coniche  in  cui  ogni  quadrica  di 
un  fascio  è  tagliata  dal  piano  polare  di  un  punto 
P  rispetto  a  sé  stessa  è  una  superfìcie  cubica  (Id.) 

Il  luogo  dei  punti  comuni  a  tre  piani  corrispon- 
denti di  tre  reti  di  piani  proiettive,  è  una  super' 
fide  di  3."^  ordine  (Grassmann,  Creile,  IL;  Schro- 
TER,  Creile,  LXII). 

Il  luogo  del  polo  di  un  piano  rispetto  a  tutte  le 
quadriche  di  una  rete  è  una  superficie  cubica 
(Steiner). 

//  luogo  del  punto  d^  intersezione  dei  tre  piani 
polari  di  tutti  i  punti  di  un  altro  piano  rispetto 
a  tre  quadriche  non  appartenenti  al  medesimo  fa- 
scio, è  una  superficie  cubica  (Id.) 
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Si  abbiano  sei  fasci  di  piani  a,  b,  e;  a^,  b^f  c^,  e 
i  tre  assi  dei  tre  primi,  come  quelli  dei  tre  ultimi 
non  si  incontrino  ;  si  stabilisca  una  relazione  pro- 
iettiva tra.  a  e  ai;  b  e  bi;  e  e  Ci.  Si  consideri  un 
piano  '^  e  di  esso  un  punto  P  pel  quale  passe- 
ranno tre  piani  dei  primi  tre  fasci,  e  ad  essi  cor- 
risponderanno tre  piani  nei  secondi  tre  fasci.  Il 
luogo  del  punto  cV  incontro  di  tali  ultimi  tre  piani, 
quando  P  si  muove  in  tt,  è  una  superficie  cubica 
(AuausT,  Diss.  Berlin,  1862;  Sturm,  Flach.  3.^^'' 
Ordn.  pag.  44.)- 

Una  superficie  cubica  con  un  punto  conico  si 
può  generare  nel  seguente  modo  (Salmon): 

I  quattro  piani  di  un  tetraedro  rotino  intorno  a 
4  punti  mentre  i  tre  lati  di  una  faccia  si  muo- 
vano in  tre  piani  fissi  ;  il  luogo  del  vertice  opposto 
descrive  una  superfìcie  cubica  di  cui  è  punto  dop- 
pio il  punto  d^Jncontro  dei  tre  piani  fissi.  Questo 
teorema  è  un  caso  particolare  di  quello  di  Grass- 

MANN. 

Siene  AiA^A^Aj^  quattro  punti  di  un  piano  e 
Al  A^  A^^'  Aj^  le  loro  proiezioni  da  un  punto  F 
su  quattro  piani  dati;  il  luogo  di  P  per  il  quale 
i  quattro  punti  A'  sono  in  uno  stesso  piano  è  una 
superficie  cubica  con  quattro  punti  doppi,  i  quali 
sono  i  vertici  del  tetraedro  dei  quattro  piani  asse- 
gnati (Stuem,  cit.,  pag.  881). 

Questa  superficie  a  4  punti  conici  (di  4.^  classe) 
fu  studiata  per  la  prima  volta  da  Cayley  nel  1844 
(J".  de  Liouville,  IX)  (alcuni  la  chiamano  perciò 
la  superficie  di  Cayley)  ed  è  interessante  anche 
per  il  fatto  che  essa  è  la  polare  reciproca  della 
superficie  di  Steiner  (v.  Cap.  XII,  §  8).  Questa 
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superficie  fu  auche  studiata  da  Eckard  nel  lavoro 
sottocitato,  e  da  altri. 

I  piedi  delle  perpendicolari  abbassate  da  un 
punto  della  superficie  di  Cayley ^  sulle  4  facce  del 
tetraedro  dei  punti  doppia  stanno  in  un  piano. 

Questa  proprietà  dà  luogo  ad  una  costruzione 
che  è  un  caso  particolare  di  quella  sopraindicata. 

II  Beltrami  dallo  studio  di  alcune  proprietà 
stereometriche  ricavò  alcune  semplici  proprietà 
della  superficie  in  parola  {Giorn,  di  Batt.  I).  Esse 
sono  le  seguenti  : 

/  punti  meda  dei  28  segmenti  determinati  dai 
centri  delle  8  sfere  inscritte  in  un  tetraedro^  giac- 
ciono in  mia  superficie  di  3.^  ordine  che  contiene 
interamente  i  sei  spigoli  del  tetraedro  stesso.  Que- 
sta superficie  è  quella  di  Cayley,  ha  quattro  punti 
coìtici  che  sono  i  vertici  del  tetraedro. 

I  quattro  coni  aventi  i  vertici^  nei  vertici  del 
tetraedro  e  circoscritti  alla  superficie  del  3.^  or- 
dine^ sono  coni  di  2.°  ordine  che  si  segano  a  due 
a  due  lungo  sei  coniche  piane.  Il  piano  della  co- 
nica d^  intersezione  dei  due  coni  aventi  i  vertici 
agli  estremi  di  uno  spigolo^  passa  per  lo  spigolo 
opposto  ed  è  coniugato  armonicamente  rispetto  alle 
due  facce  del  tetraedro  che  si  segano  lungo  questo 
spigolo,  col  pianto  tangente  alla  superficie  lungo 
questo  medesimo  spigolo.  Inoltre  tutti  i  6  piani 
anzidetti  passano  per  un  solo  e  medesimo  punto. 


I  più  antichi  lavori  sulla  superfìcie  di  3.^  or- 
dine sono  specialmente  quelli  di  Cayley  e  Sal- 
MON  {Camb.  math.  J.,  IV,  1849),  di  Sylvester 
(7rf.,  VI,  1851),    di    Steiner  (cit.)   e    di    Grass- 

MANN    (cit.). 
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ludi  in  questa  teoria  furono  lavori  importantis- 
simi quelli  di  Ceemo^a  {Creile.^  LXVIII)  e  di 
Stuhm  premiati  dall^  Accademia  di  Berlino  nel 
1866.  Lo  Stuem  pubblicò  un  libro  sulle  superfì- 
cie cubiche  (Leipzig,  1867)  e  una  larga  parte  della 
traduzione  tedesca  della  Teoria  delle  superfìcie  di 
Cremona  {traci,  da  Curtze,  Berlin,  1870)  è  dedi- 
cata alle  medesime  superficie. 

Di  superficie  cubiche  speciali  o  a  punti  singo- 
lari si  occuparono  fra  gli  altri  Cayley  (cit.  a 
pag^  387);  Schlaefli  (idem);  Clebsch  (Math. 
Ann.,  IV;  GotL  Nach.,  1872);  Eckardt  (MatJh 
Ann.,  V,  X);  KoHN  (  Wien.  Ber.,  XCVI,  1887),  ecc. 

Delle  rigate  di  3.*^  ordine  si  occuparono  Cayley 
{Phil.  Maz.  1862,  1864;  Phil  Trans.  1864),  Cre- 
mona {Ist.  Lomb.,  1860;  Creile,  LX),  Em.  Weyr 
(cit.  a  pag.  387),  ecc. 

Anche  nella  Geom.  des  Raumes,  II,  di  Salmon- 
Fiedler,  e  nella  Geom.  der  Lage  di  Beye  si  può 
trovare  diffusamente  trattata  la  teoria  delle  super- 
ficie cubiche. 

Una  ricca  collezione  di  modelli  in  gesso  delle 
varie  forme  delle  superficie  di  3.^  ordine  si  trova 
nella  raccolta  edita  da  L.  Brill  in  Darmstadt  (v.  il 
suo  Catalog  math.  Modelle,  etc,  Darmstadt,  1892) 
ed  è  posseduta  anche  dall'Istituto  matematico  del- 
l' Università  di  Pavia. 
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§  2.  —  Il  pentaedro  di  Sylvesteu. 
L'Hessiana   della   superficie   cubica 

La  equazione  di  ima  superficie  generale  di  3:' 
ordine  senza  pimti  singolari^  può  porsi  sotto  la 
forma 

a,  X,'  +  a,  X/  +  a.,  X^  +  a,  X/  +  a,  X,'  =-  0 

dove  Xi  =  0,  X.^  =  0,  . . .  X5  =  0  sono  le  equazioni 
di  cinque  piani,  formanti  il  cosiddetto  pentaedro 
DI  Sylvester.  Si  sa  che  fra  le  cinque  X  esiste 
sempre  una  relazione  identica  lineare  omogenea; 
ora  si  può  naturalmente  sempre  supporre  che  le 
costanti  che  entrano  nelle  equazioni  dei  piani  X^ 
jjieno  scelte  in  modo  che  la  relazione  lineare  omo- 
genea esistente  fra  i  primi  membri  delle  equa- 
zioni dei  cinque  piani,  si  riduca  semplicemente  alla 
forma 

2  Xi  =  0. 

1 

Quindi  il  teorema  può  anche  enunciarsi  dicendo 
che  la  equazione  della  superficie  cubica  può  porsi 
sotto  la  forma  (equazione  pentaedrale) 

2  ai  Xi^  ^  0 

1 

mentre  fra  le  X  sussiste  la  relazione  identica 

^2  Xi  =  0. 
1 
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Questo  teorema  importantissfmo  fu  enunciato 
prima  da  S^lvester^  senza  dimostrazione  (Camb. 
Math.  Journ.,  VI,  1851,  pag.  198);  indi  fu  dimo- 
strato rigorosamente  da  Clebsch  (Creile,  LIX)  ; 
a  questo  lavoro  fanno  seguito  gli  altri  di  Goììdan 
(Math.  Ann.,  V)  e  Reye  (Creile,  LXXVIII). 

La  Hessiana  della  superficie  cubica  la  cui  equa- 
zione è  messa  sotto  la  forma  precedente,  ha  per 
equazione 


a^Xi       a^X,       tìfaZa       a^X.^       «5X5" 

La  Hessiana  e  la  Steineriana  di  una  superficie 
di  3.^  ordine  sono  due  superficie  identiche  (vedi 
Gap.  IX,  §  5),  e  sono  di  4.^  ordine. 

I  punti  della  Hessiana  si  corrispondono  dun- 
que a  due  a  due  in  modo  che  la  quadrica  polare 
di  nn  suo  punto  rispetto  alla  superficie  cubica,  è 
un  cono  avente  il  vertice  in  un  altro  punto  della 
Hessiana  stessa. 

Tale  corrispondenza  è  reciproca. 

La  retta  che  congiunge  due  punti  corrispon- 
denti della  Hessiana  ha  la  proprietà  che  i  piani 
polari  dei  suoi  punti  passano  per  una  retta  fissa 
che  è  tangente  'doppia  (tocca  in  due  punti)  della 
Hessiana. 

La  Hessiana  possiede  10 punti  doppi  e  10  rette; 
i  primi  sono  distribuiti  a  tre  a  tre  sulle  10  rette, 
e  queste  passano  tre  a  tre  per  i  dieci  punti. 

Tali  10  punti  e  10  rette  sono  rispettivamente  i 
vertici  e  gli  spigoli  del  pentaedro  di  Sylvester,  re- 
lativo alla  data  superficie  cubica. 
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La  qiiadrica  polare^  rispetto  alla  su2)erfìcie  cu- 
bica^ di  imo  dei  10  punti  doppii  deW  Hessiana^  si 
scinde  in  due  piani  il  cui  asse  è  situato  sull'Fles- 
siana  stessa^  ed  è  una  delle  10  rette  sopraindicate; 
i  due  piani  sono  coniugati  armonici  rispetto  alle 
due  facce  del  pentaedro  passanti  per  quella  retta. 

Con  questo  teorema  resta  stabilita  una  corri- 
spondenza fra  i  10  punti  e  le  10  rette. 

U intersezione  (di  12*^  ordine)  della  superficie 
cubica  colla  sua  Hessiana  è  curva  parabolica  per 
entrambe  le  superficie  (Stuem) 

La  sviluppabile  circoscritta  alla  superficie  cu- 
bica lungo  la  curva  parabolica  è  circoscritta  an- 
che alV  Hessiana, 

Ogni  retta  della  superficie  cubica  è  tangente 
doppia  della  Hessiana. 

La  determinazione  dei  10  punti  doppi  della  Hes- 
siana dipende  dalla  risoluzione  di  un'equazione  di 
10.®  grado,  la  quale  dipende  a  sua  volta  dalla  ri- 
soluzione di  una  di  S.""  grado  (v.  Clebsch,  Creile^ 
IL  ;  Salmon-Piedler,  cit.  §  298-299). 

Sulla  configurazione  delle  coppie  di  piani  che 
rappresentano  le  quadriche  polari  dei  10  punti 
doppi  deil' Hessiana,  e  delle  rette  nelle  quali  esse 
si  incontrano,  ecc.  e'  è  un  teorema  di  Clebsch 
(loc.  cit.)  riportato  e  completata  in  Stuem  e  in 
Salmon-Fiedler. 

Se  nella  equazione  pentaedrale  della  superficie 
cubica  si  suppongono  tutte  le  a  eguali  ad  1,  si  ha 
l'equazione 

^^  Xi  ^  -  0. 
mentre  fra  le  X  sussista  l'altra  relaziono 

:^  X^  -  0. 
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La  superfìcie  rappresentata  dalla  precedente 
equazione  si  chiama,  la  superficie  diagonale  di 
Clebsch  {Math,  Ann.^  IV). 

Considerando  in  ciascuna  delle  cinque  facce  del 
pentaedro^  il  quadrilatero  determinato  dalle  altre 
quattro  facce^  e  di  questo  le  tre  diagonali^  le  15 
diagonali  così  formate  giacciono  sulla  superficie 
di  Clebsch;  di  qjii  il  nome  di  superficie  diagonale. 

La  superficie  ha  dunque  io  rette  che  a  3  a  3 
jmssano  10  volte  per  un  punto^  e  cinque  volte 
stanno  in  un  piano. 

Tutti  i  punti  della  superficie  diagonale  sono 
iperbolici  (v.  Gap.  IX,  §  1)  meno  i  10  vertici  del 
pentaedro  i  quali  appartengono  alla  superficie  e 
sono  per  essa  punti  parabolici  (Klein,  Math. 
Ann..,  VI). 

La  parte  reale  della  curva  parabolica  si  riduce 
solo  a  tali  10  punti  isolati. 

Le  altre  12  rette  della  superficie  di  Clebsch., 
(oltre  le  lo  diagonali)  formano  una  bisestupla 
(V.  §  3). 

Una  superfìcie  che  sta  fra  la  generale  di  3.°  or- 
dine e  la  diagonale,  è  quella  dì  Cayley  {Phil. 
Mag.,  I,  1864)  : 

a,  X,'  +  a,  X/  +  b  (Xs^  -f  X,3  +  X,')  =  0. 

Essa  ha  tre  piani  tritan genti  che  passano  per 
ima  retta  e  tre  rette  che  passano  per  un  punto. 

Altre  ricerche  sul  pentaedro  sono  quelle  di  Ro- 
BENBEua  {Math.  Ann.,  XIV  ;  Diss.  Gottingen, 
1874).  Per  altre  ricerche  di  Cremona  e  altri  y. 
più  sotto  il  §  3. 
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Come  estensione  di  un  teorema  sulle  cubiche 
piane  il  Clebsch  trovò  il  seguente  teorema:  {Crei- 
le, LXIII). 

Il  piano  polare  di  un  punto  P  d/iina  superficie 
cubica  rispetto  alla  sua  Hessiana  taglia  il  piano 
tangente  alla  superficie  cubica  in  P,  in  una  retta 
che  è  retta  d^  inflessione  della  intersezione  del  piano 
stesso  colla  cubica, 

IJ  inviluppo  dei  piani  che  tagliano  la  superficie 
cubica  secondo  cubiche  armoniche  *  è  una  super- 
ficie di  6.^  classe,  e  V  inviluppo  dei  piani  che  la 
tagliano  secondo  cubiche  equianarmoniche  è  una 
superficie  di  4,^  classe.  Queste  due  superficie  sono 
inscritte  nella  sviluppabile  dei  piatii  stazionari^ 
cioè  nella  sviluppabile  circoscritta  alla  superficie 
cubica   lungo  la  curva  parabolica. 

Fra  i  piani  che  tagliano  la  superficie  cubica 
secondo  cubiche  equianarmoniche  vi  sono  i  dieci 
piani  passanti  per  un  punto  doppio  della  Hessiana 
e  per  la  retta  corrispondente. 

Per  altre  proprietà  della  Hessiana  della  cubica 
vedi  specialmente  Ceemona  e  Sturm  (op.  cit.) 


*  Cuhklie  armoniche  sono  quelle  per  le  quali  è  eguale 
a  —  1  il  rapporto  anarmonico  di  cui  si  parla  a  pag.  252  di 
questo  volume. 

Così  cubiche  equianarmoniche  sono  quelle  per  le  quali 
il  medesimo  rapporto  ha  per  valore  —  £  (radice  cubica  di  —  1). 
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§  8.  —  Le  rette  della  superficie  di  3.^  or- 
dine. I  PIANI  TRITANGENTI  GlI  ESAEDRI  PO- 
LARI DI  Cremona. 

Come  abbiamo  già  detto,  una  superficie  gene- 
rale  di  3.^  ordine  possiede  27  rette* 

Ogni  piano  che  passa  per  una  di  queste  rette  è 
un  piano  hitangente  per  la  superficie;  i  punti  di 
contatto  sono  i  due  nei  quali  la  retta  taglia  la 
conica  f  intersezione  residua  del  piano  colla  su- 
perficie. 

In  ciascuno  di  tali  fasci  di  piani ^  vi  sono  5  piani 
pei  quali  tale  conica  si  spezza  in  due  rette '^  tali 
piani  sono  allora  piani  tritangenti  della  superfi- 
cie., cioè: 

Per  ogni  retta  passano  5  dei  45  piani  tritan- 
genti., e  naturalmente  ogni  piano  tritangente  passa 
per  tre  rette. 

Ogni  retta  della  superficie  tocca  la  curva  para- 
bolica della  medesima  in  due  punti. 

I  punti  di  contatto  colla  superficie  dei  piani 
bitangenti  passanti  per  una  retta  fissa  della  stessa^ 
f orinano  sulla  retta  uyi^ involuzione  di  cui  i  punti 
doppi  sono  i  due  in  cui  la  retta  tocca  la  curva 
parabolica. 

Da  uno  dei  teoremi  precedenti  si  ricava  anche: 

Ogni  retta  ne  incontra  10  altre.,  e  non  incontra 
le  rimanenti  16.  Vi  sono  135  punti  d^  incontro  di 
rette  della  superficie. 

Due  rette  a,  6,  che  non  si  incontrano^  sono  in- 
contrate dalle  medesime  cinque  rette;  fra   le   ri- 
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manenti  20  ve  ne  sono  cinque  che  incontrano  solv 
a,  cinque  che  incontrano  solo  Z>,  e  dieci  che  no  fi 
incontrano    né  a  né  h- 

Vi  sono  216  coppie  gobbe  di  rette  (die  non  si 
incontrano). 

Tre  rette  che  non  si  tagliano  sono  incontrate  da 
altre  tre  rette  le  quali  fra  loro  neanche  si  taglia- 
no; e  vi  sono  sei  altre  rette  che  non  incontrano 
nessuna  delle  tre  date. 

Le  tre  rette  gobbe  e  le  altre  tre  gobbe  che  le 
tagliano  formano  ciò  che  si  chiama  una  biterna 
(Doppeldrei  ;  Sturm). 

Vi  sono  360  hiterne. 

Quattro  rette  che  non  si  tagliano  sono  incon- 
trate da  dne  rette^  e  non  incontrate  da  tre  altre. 

Di  assiemi  di  cinque  rette  che  non  si  tagliano 
(quintuple  gobbe)  ve  ne  sono  di  due  specie;  le 
quintuple  della  prima  specie  sono  caratterizzate  dal 
fatto  che  esiste  ima  sesta  retta  che  non  incontra 
nessuna  di  quelle  della  quintupla;  per  quelle  della 
seconda  specie  invece  tale  sesta  retta  non  esiste.  Vi 
sono  432  quintuple  di  1.^  specie  e  216  di  2.^  specie. 

Vi  sono  72  sestuple  gobbe  cioè  assiemi  di  sei 
rette  che^a  due  a  due  non  si  incontrano.,  e  non 
esistono  assiemi  gobbi  superiori. 

Le  72  sestuple  gobbe  si  possono  riunire  in  cop- 
pie colla  proprietà  che  se 

Tifi 

sono  le  rette  delle  due  sestuple,  ogni  ai  non  in- 
contra bi  e  incontra  ogni  altra  retta  6,  e  viceversa. 
Una  siffatta  coppia  si  dice  una  bisestupla  di  Schae- 
ELi.  Di  queste  quindi  ve  ne  sono  36. 


«2 

«3 

(h 

C'o 

«fi 

b. 

h 

h. 

h 

\ 
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Due  bisestuple  hanno  o  4  o  6  rette  in  comune.  • 
Due  piani  tritangenii  non  aventi  rette  della  su- 
perficie in  comune  individuano  un  terzo  piano  che 
sta  con  essi  nella  medesima  relazione^  e  in  modo 
che  le  9  rette  contenute  nei  tre  piani  si  possono  in 
un   altro  solo  modo    riunire   ancora  in  tre  altri 
piani;  queste  due  terne   di  piani  si  dice  che  for- 
mano una  coppia  di  triedri  coniugati  (di  Steiner). 
Vi  sono  120  coppie  di  triedri  coniugati. 
Le  15  rette  che  restano  dalle  27  quando  si  sop- 
primano le  12  di  una  bisestupla   stanino   a  tre  a 
tre  in  15  piani^  i  quali  a  6  a  6  formano  10  cop- 
pie^ di  triedri  coniugati. 

E  evidente  che  intersecandosi  due  triedri  coniu- 
gati in  nove  rette  della  superfìcie,  e  ciascuno  di 
essi  rappresentando  una  superficie  degenerata  di 
3.^  ordine;  si  può  dire  che  essi  determinano  un 
fascio  di  superficie  cubiche  alle  quali  appartiene 
la  data. 
Se 

A  irrO,    B  =0,     C  =0 
.4^-0,    B'  =  0,     C'  =  0 

sono  le  equazioni  dei  piani  di  due  triedri  coniu- 
gati^ ^equazione  della  superficie  è  del  tipo 

ABC+kA'B'C'  =  0 

Ad  ogni  coppia  di  triedri  coniugati  ne  corri- 
spondono due  altre.,  in  modo  che  il  complesso  delle 
tre  coppie  contiene  tutte  le  27  rette  della  superficie. 
Di  tali  complessi  di  tre  coppie  di  triedri  coniu- 
gati ve  ne  sono  40, 

La  costruzione  geometrica  delle  27  rette  della 
superfìcie  è  la  seguente  (Salmon,  Stukm): 
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,  Assumiamo  quattro  rette  63,  /;4,  ^5,  b^^  che  non 
si  incontrino  e  che  non  appartengano  al  mede- 
simo iperboloide  ;  costruiamo  le  due  rette  a^  a^ 
(che  non  si  incontrano)  e  che  incontrano  le  quat- 
tro precedenti;  sia  b^  una  retta  la  quale  incontri 
solo  «x  6  Jion  a^  e  che  non  sta  sullo  stesso  iper-- 
boloidtì  con  nessun  gruppo  di  tre  rette  scelte  fra 
le  quattro  è,  e  sia  b^  una  simile  altra  retta  che 
incontri  però  solo  ag  e  non  ai-  Scegliamo  su  a^ 
quattro  punti  arbitrariamente,  e  tre  punti  su  cia- 
scuna delle  cinque  rette  b^,  63,  64,  65,  b^.  La  super- 
ficie cubica  che  passa  per  tali  19  punti  contiene 
tutte  le  rette  a^  è,  costruite  ;  inoltre  essa  contiene 
anche  la  retta  a^  la  quale  insieme  con  ai  forma  la 
coppia  di  rette  che  incontrano  la  quaterna  b^  64  65  è^ 
e  che  è  la  stessa  di  quella  che  insieme  con  a^  forma 
la  coppia  di  rette  che  incontrano  la  quaterna 
bi  bj^  ^5  bQ  ;  analogamente  costruendo  le  altre  rette 
a4,  %,  a^  le  quali  taglino  rispettivamente  le  rette 
delle  quaterne 

b^  bs  bs  bc,     &2  h  h  h,     h  h  h  h 
si  hanno  in  tutto  12  rette  situate  sulla  superficie 
cubica  e  formanti  tma  bisestupla. 

Le  altre  15  rette  si  costruiscono   formando  le 
intersezioni  dei  piani 

{ai  bj)    e     {aj  bi  )  fi  e  j  diversi) 

le  quali  sono  esattamente  lo. 


Il  gruppo  delle  sostituzioni  fra  le  27  rette  della 
superficie  di  3/'  ordine  ha  per  ordine  GI72, 

La  determinazione  di  queste  27  rette  dipende 
dalla  risoluzione  di  un'^equazione  la  quale  non  ha 
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risolventi  di  grado  inferiore  ;  conosciuta  però  ima 
delle  radici  di  tale  equazione,  cioè  ima  delle  27 
rette,  le  altri  radici  'si  separano  in  10  +  16,  e 
Inequazione  delle  seconde  16  ha  per  risolvente  la 
equazione  delle  prime  10,  la  quale  a  sua  volta, 
colla  risoluzione  d^  un'  equazione  generale  di  5.^ 
grado,  si  decompone  in  cinque  fattori  quadratici' 

Conoscendo  ancora  una  radice  fra  le  16  cioè, 
conoscendo  in  tutto  due  rette  che  non  si  tagliano, 
la  conoscenza  delle  altre  dipende  ancora  da  una 
equazione  generale  di  5.*^  grado  ( Jordan). 

Lo  studio  della  equazione  delle  27  rette  fu  fatto 
da  Clebsch  {Gott,  Abhand.,  XIV,  1868-69),  Joe- 
DAN  [Suhst.,  pag.  310-368),  Sylvester  {Proc.  Loji- 
don  math.  Soc,  II,  155),  Klein  {J,  de  Liouville, 
IV,  pag.  169  (1887)\  Burkhardt  (Gótt,  Nach., 
1892). 


Vogliamo  ora  passare  ad  esporre  una  certa  re- 
lazione trovata  da  Cremona  (Math.  Ann.,  XIII) 
fra  le  bisestuple  gobbe  e  il  pentaedro  di  Sylve- 
ster. Immaginiamo  posta  l'equazione  della  super- 
ficie cubica  sotto  la  forma 

Y^+  Y.'^J',''^  Y,^+  ¥,'+  Y,^  =  0 
dove  le   Yi  =  0  rappresentano  6  piani  e  si  abbia 

Si  può  vedere  che  l'equazione  della  superficie 
potrà  allora  porsi  sotto  la  forma 

(F.-f-Fs)  (F3+Fi)(Fx+  F,)  + 

+  (  F,  +  F„)  (  Fo  +  FJ  (  F.  +  F,)  =  0 
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e  anche  naturalmente  sotto  tutte  le  altre  formo 
analoghe  a  questa  e  che  da  questa  si  ricavano  con 
qualunque  permutazione  deg*li  indici.  Di  tali  equa- 
zioni se  ne  avranno  perciò  tante  quanti  sono  i 
modi  di  dividero  sei  elementi  in  due  gruppi  di 
3  +  3,  cioè  10. 

I  15  piani  Yi  +  Yj  =  0  sono  piani  tritangentl 
della  superficie^  ed  essi  a  sei  a  sei  sono  i  jnani  di 
due  triedri  coniugati  relativi  alla  superficie  stessa. 

I  sei  piani  JT-i  =^  0  formano  un  cosiddetto  esae- 
dro polare  (Cremona). 

Le  10  coppie  di  vertici  opposti  delVesaedro  po- 
lare (cioè  p»  es,  i  punti 

Y,:=0,Y,^0,  Y.^Oe  F,  =  0,  r,  =  o,  r,=-o) 

sono  coppie  di  punti  corrispondenti  sulla  super- 
ficie Hessiana  (v.  §  2)  ;  di  qui  il  nome  di  esaedro 
POLARE,  giacche  i  punti  corrispondenti  dell' Hes- 
siana sono  tali  che  il  cono  polare  dell'uno  rispetto 
alla  cubica  ha  il  vertice  nell'altro  punto. 

I  vertici  opposti  delVesaedro  polare  sono  anche 
i  vertici  di  due  triedri  coniugati  formati  coi  piani 
tritangenti  della  superficie  cubica, 
E  evidente  che  i  tre  piani  tritangenti 

Yn+Yk=0 

Yi  +  Yj  =  0 

Yi  +  Y,,,  =  0 

dove  h^  i,  i,j\  /,  m,  rappresentano  una  permuta- 
zione dei  numeri  1,  2,  3,  4,  5,  6,  si  incontrano 
lungo  la  medesima  retta  della  superficie.  Danque: 
I  15  piani  tritangenti  Yi  -|-  I^-  =  0  passano 
per  15  rette  della  superficie.  Perciò  : 
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Le  altre  12  rette  della  stil^erficie  formano  iena 
bisestupla  (v.  sopra);  onde  abbiamo  che  ad  ogni 
esaedro  polare  corrisponde  una  bisestupla  e  re- 
ciprocamente. 

Vi  sono  36  esaedri  polari, 

E  notevole  il  seguente  teorema: 

Due  esaedri  polari  determinano  due  superfìcie 
sviluppabili  di  3,^  classe  ad  essi  iscritte;  queste 
due  sviluppabili  hanno  comuni  5  piani  tangenti; 
i  quali  formano  il  pentaedro  di  Sylvester, 

Per  ulteriori  ricerche  sulle  relazioni  fra  il  pen- 
taedro e  gli  esaedri  vedi  Belteami  {Ist,  Lomb.^ 
1879),  e  M.'E^YEn  (Apolaritàt,  ecc.,  Tùbingen,  1883). 


Una  superficie  cubica  con  un  punto  doppio,  con- 
tiene 6  rette  passanti  per  il  punti  doppio  e  15  altre 
rette;  ciascuna  delle  prime  6  è  da  considerarsi 
come  la  riunione  di  due  rette;  quindi  vi  sono  an- 
che 15  piani  tritangenti  passanti  pel  punto  doppio 
e  15  altri  piani,  passanti  per  le  altre  15  rette. 

La  configuì'azione  di  questi  ultimi  15  piani  e 
15  rette  è  simile  a  quella  delle  15  rette  (e  piani 
con  esse  formati)  che  restano  dalle  27  quando  se 
ne  tolgano  le  12  rette  di  una  bisestupla. 

Di  questa  configurazione  in  relazione  con  quelle 
degli  esagoni  di  Pascal  (v.  pag.  127),  si  è  occu- 
pato Cremona  (Mem.  Lincei.  1876-77). 

Una  superficie  cubica  con  due  punti  doppi  pos- 
siede una  retta  che  congiunge  i  due  punti  doppi, 
8  rette  passanti  per  uno  di  questi,  e  7  altre  rette. 

Una  superficie  cubica  con  3  punti  doppia  con- 
tiene tre  rette  che  congiungono  a  due  a  due  i  tre 
punti  doppi,  6  rette  passanti  per  uno  di  essi,  e  3 
altre  rette.. 
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Una  superficie  cubica  con  4  'piintl  doppii,  con- 
tiene 6  rette  che  passano  per  due  di  questi^  e  3 
altre  rette  non  passanti  per  alcuno  di  essi. 


Delle  rette  della  superficie  cubica  si  occuparono 
prima  Caylet  e  Salmon  {Camh.  math,  J.,  lY), 
e  Steiner  [Creile ^  LUI).  Indi  se  ne  occuj)arono 
ScHLAEFLi  {Quart.  Jonrn.^  II),  Sturm  {Fldcìi. 
3^'^  Ord.  Leipzig»,  1867;  Math.  Ann.,  XXIII)  e 
Afeolter  {Arch.  v.  Grtmert,  LVI)  che  studia- 
rono specialmente  ^M  assiemi  gobbi  di  rette, 
ScHROETER  {Creile,  LXII\  Cremona  {Ist.  Lomb.^ 
1870-71;  Creile,  LXVIII). 

Più  recenti  lavori  sulla  configurazione  delle 
rette  e  dei  piani,  sui  poliedri  che  con  essi  possono 
formarsi,  ecc.,  sono  quelli  di  Bertini  {Ann.  di  mat., 
XII),  Pascal  [Ann,  di  mal.,  XX,  XXI;  Istituto 
Lomb.,  1892-93). 

La  cosidetta  notazione  di  Schlaefli  per  le  27 
rette  è  la  seguente: 

Si  indichino  con 

ai     «2     «3     ^4    «5     aQ 
h     h     h     h    h     h 

le  rette  di  una  bisestupla,  dove,  come  si  sa,  ogni 
ai  non  incontra  alcuna  altra  a,  e  incontra  tutte 
le  b  meno  bi. 

Indichiamo  ora  con  aj  la  retta  interseaione  dei 
piani 

ai  bj   ,    aj  hi  ; 

queste  cìj  saranno  le  altre  15  rette.  Due  rette  e 
aventi  un  indice  in  comune  non  si  incontrano;  due 
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e  non  aventi  alcun  indice  in  comune  si  incontrano  ; 
un  a  (o  b)  incontra  una  e  purché  T  indice  di  a  sia 
uno  dei  due  di  e. 

Un'altra  rappresentazione  delle  27  rette,  e  che 
in  sostanza  può  anche  ricavarsi  dalla  precedente, 
ò  quella  di  farle  corrispondere  una  ad  una  alle 
rette  che  congiungono  a  due  a  due  otto  punti 
fondamentali,  1,  2, . . .  8  quando  fra  tali  congiun- 
genti se  ne  sopprima  una,  p.  es.  la  (12).  Si  consi- 
derano allora  come  concorrenti  o  no  due  rette,  se- 
condochè  insieme  alla  (12)  possono  o  no  essere 
parte  di  due  figure  fondamentali  che  si  chiamano 
le  quaterne- zero,  e  che  risultano  o  di  quattro  rette 
come  (12)  (34)  (56)  (78),  o  di  quattro  altre  come 
(12)  (23)  (34)  (41). 

E  importante  notare  che  la  configurazione  delle 
rette  quando  la  superficie  acquista  punti  doppi,  si 
può  studiare  facendo  in  questa  figura  avvicinare 
fra  loro  due  dei  punti,  cosicché  in  certo  modo  an- 
che questa  figura  venga  ad  acquistare  dei  punti 
doppi. 

Inoltre  per  studiare  la  configurazione  delle  rette 
reali  appartenenti  ad  una  superficie  reale,  basterà 
nella  medesima  figura  supporre  immaginari  coniu- 
gati due  dei  punti,  ovvero  4  ecc.  e  dedurne  le 
conseguenze  all'uopo  (v.  §  4). 

Mediante  questa  figura  lo  studio  della  configu- 
razione delle  27  rette  è  affine  a  quello  delle  28 
tangenti  doppie  della  quartica  piana.  (V.  su  ciò 
anche  Geiser,  Math.  Amu,  1). 
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§  4.  —  Classificazione 

DELLE   SUPERFICIE   CUBICHE   REALI   GENERALI. 

Le  superficie  cubiche  reali  senza  punti  doppi  si 
possono  classificare  dal  punto  di  vista  della  realità 
0  meno  delle  rette  su  esse  situate. 

Si  hanno  propriamente  cinque  specie  di  sifl'atte 
superficie  cubiche,  e  cioè: 

a)  Tutte  le  rette  sono  reali;  anche  i  piani 
tritangenti  sono  allora  tutti  reali.  Il  pentaedro  è 
reale; 

b)  15  rette  e  15  piani  sono  reali,  i  .  quali  a 
tre  a  tre  passano  per  una  retta  reale.  Queste  15 
rette  sono  quelle  che  restano  quando  dalle  27  rette 
si  sopprimono  le  12  di  una  bisestupla  ; 

e)  7  rette  e  5  piani  sono  reali,  e  i  5  piani 
passano  tutti  per  una  medesima  retta  reale.  Quat- 
tro altre  rette  sono  immaginarie  ma  passano  cia- 
scuna per  un  punto  reale.  * 

d)  3  rette  e  7  piani  sono  reali;  le  tre  rette 
sono  in  uno  stesso  piano  ;  per  ciascuna  di  esse, 
oltre  questo  piano,  passano  ancora  Altri  2  piani 
reali.  Dodici  rette  sono  immaginarie  ma  passanti 
per  un  punto  reale  ; 

ej  3  rette  e  13  piani  sono  reali;  le  tre  rette 
sono  in  uno  stesso  piano;  per  ciascuna  di  esse, 
oltre  questo   piano,    passano    ancora  altri  4  piani 


='•  E  bene  avvertire,  per  comodo  degli  studiosi,  che  nei 
libri  tedeschi  siffatte  rette  sono  chiamate  jnmktirte  Geraden. 
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reali.  Le  altre  24  rette  contengono  tutte  un  punto 
reale. 

Questa  classificazióne  fu  fatta  da  Schlaefli 
{Quart.  J.  II,  55,  110;  Phil.  Irans.,  CLIII,  193) 
il  quale  si  occupò  anche  delle  superficie  a  punti 
singolari.  Dello  stesso  soggetto  si  occuparono  an- 
che Cremona  e  Stuem  (cit.),  e  piìi  recentemente 
Klein  (Math.  Ann.,  VI)  e  Schlaeeli  {Ann.  di 
mai.,  Y). 

Uno  studio  aflSne  a  quello  di  questo  paragrafo 
ò  quello  sulla  forma  e  sulle  proprietà  di  situazione 
delle  superficie  cubiche  delle  varie  specie.  Serven- 
dosi della  circostanza  che  il  contorno  d'una  super- 
ficie cubica  proiettata  da  un  suo  punto,  in  un  piano, 
ò  una  quartica,  e  facendo  una  specie  di  proiezione 
stereografica  della  superficie  su  di  un  piano  dop- 
pio, cioè  su  due  piani  sovrapposti  riuniti  lungo 
il  contorno  della  quartica,  lo  Zeuthen  {Math.  Ann., 
YIII)  ha  studiato  la  posizione  delle  varie  falde 
i-eali  delle  superficie  cubiche  (v.  anche  3fath.  Ann., 
YII,  pag.  428  e  seg.). 


§  5.  —  Rappresentazioni  piane 

DELLA   superficie   CUBICA. 

Di  rappresentazioni  piane  della  superficie  cu- 
bica se  ne  possono  immaginare  varie. 

Si  immagini  una  corrispondenza  proiettiva  (biu- 
nivoca) fra  tre  sistemi  lineari  di  3.^'  specie  di 
piani,  e  il  sistema  dei  punti  dello  spazio  ordina- 
rio, in  maniera  che  ad  ogni  piano  di  un  sistema 
Pascal.  27 
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corrisponda  un  piano  in  ciascuno  degli  altri  due  e 
anche  un  punto  P  dello  spazio,  e  viceversa  ad; 
ogni  punto  P  dello  spazio  corrispondano  tre  pianti 
in  ciascuno  dei  tre  sistemi  ;  se  P  descrive  un  pia-i 
no^  i  piani  corrispondenti  descrivono  tre  reti  e  il\ 
punto  cV  incontro  di  essi  descrive  una  superficie^ 
generale  di  3.^  ordine  (Grassmann,  v.  §  1),  i  cui'^ 
punti  saranno  così  rappresentati  sul  piano. 

Tutte  le  superficie  cubiche  corrispondenti  in  tah 
modo  a  tutti  i  piani  dello  spazio,  passano  per  nnaì 
medesima  sestica  storta;  ai  punti  di  questa  noni 
corrispondono  nel  piano  rappresentativo  dei  punfi^: 
ina  delle  rette. 

1  sei  punti  in  cui  la  sestica  incontra  il  pia  ito 
rappresentativo  corrispondono  a  sei  rette  (ai . .  .  a,^, 
della  superficie  cubica;  essi  furono  chiamati  da^ 
Cremona  punti  fondamentali  della  rappresenta-; 
zione  piana  della  superficie  S3,  e  indicati  collei 
cifre  1,  2, ...  6. 

Le  G  coniche  che  passano  p^er  cinque  dei  punti 
fondamentali ,  corrispondono  ad  altre  sei  rette- 
ibi .. ,  bo)  della  superficie  cubica,  e  le  lo  rette  che 
congiungono  a.  due  a  due  i  6  punti  fondamentalu 
corrispondono  alle  rimanenti  15  rette  di  S^,  (crs). 

Le  rette  {bi  . . .  è^)  che  corrispondono  alle  6  co- 
niche e  quelle  («^ . . .  a^)  che  corrispondono  ai  6 
punti  formano  una  bisestupla  di  Schldfli. 

Ad  una  cubica  piana  situata  su  S^  corrisponde 
nel  piano  una  cubica  passante  per  i  sei  punti  fon- 
damentali. 

Alla  conica  contenuta  in  un  piano  passante  per 
una  retta  a,  corrisponde  una  cubica  passante  per 
i  6  punti  fondamentali  e  avente  uno  d'essi  come 
doppio. 
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Alla  conica  contenuta  in  un  piano  passante  per 
una  retta  b,  corrisponde  una  retta  passante  per  un 
punto  fondamentale. 

Alla  conica  contenuta  in  un  piano  passante  per 
una  retta  Crs  corrisponde  una  conica  passante  per 
quattro  punti  fondamentaU.,  eccetto  r  ed  s. 

Alla  curva  gobba  di  ordine  3 /^  intersezione  di 
S^  con  una  superficie  di  ordine  t^,  corrisponde  una 
curva  piana  passante  n  volte  per  ciascun  punto 
fondamentale. 

Ad  una  retta  del  piano  corrisponde  su  S^  una 
conica  0  una  cubica  gobba^  secondocìiè  la  retta 
passa  0  no  per  un  punto  fondamentale, 

A  una  conica  del  piano  corrisponde  su  S^  una 
curva  gobba  di  genere  zero  e  di  ordini  i,  5,  6  se- 
condochè  la  conica  passa  per  2,  i,  0  punti  fon- 
damentali. 

Questa  rappresentazione  fu  fatta  da  Clebsch 
(Creile,  LXV)  e  Cremona  (loc.  cit.).  Un'altra  rap- 
presentazione piana  della  superficie  cubica  fu  fatta 
da  Clebsch  (Math,  Ann,,  I)  ed  è  quella  cui  ab- 
biamo accennato  alla  fine  del  §  7  del  Gap.  IX, 
(v.  anche  Cayley,  Lond.  math,  Soc.^  III). 


§  6.  -  La  foema  cubica  quaternaria. 

Espressa  la   forma  cubica  quaternaria  simboli- 
camente con 

f=a^x  =  b^x  = . . . 

si  trova  che  esistono  solo  cinque  invarianti  fon- 
damentali dei  gradi  rispettivamente  8,  16j  24,  32, 
40,  I  due  primi  di  essi  sono: 
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A  =  {a.hc df  [a  V  e'  d')  {a'  h  e  cV)  {a  V e d')  {a'  h'  e'  ci) 

B^iahcd.^ ia'b'c'd'yia"b"c" dJ'fiaVc'dy  >c 

X  (((  a'  a  ci")  {b  b'  b°  IJ")  (e  e  e  e")  {d  d'  d'  d"). 

Se  la  forma  cubica  è  messa  sotto  la  forma  di 
Sylvestek 

a,  X,3  t  a,  X./  r  a,  X/  +  a,  X,^  +  a,  X,^ 
gli  invarianti  A  e  B  diventano  rispettivamente 

A  =  I  ^2"  ^^a^  «/  ^5"^  —  2  ^1  c?2  a.^  a^  (75  2  a,  a^  a-^ 
B  =  ai^  r/g^  a^  «/  a^^Ia^. 

Gli  altri  invarianti  C,  D,  E  diventano  jm  ri- 
spettivamente 

C  ■=  a^^  a/  a^/  a^"^  a^^  ^ a 2  a^  (/.i  a^ 
J)  —  ^i*^  (^2^  «3^  <^/  ^'5^  ^  ^h  <^2 
E  =  a^^a2^a-/a^^a^^^. 

Per  le  espressioni  simboliche  di  questi  tre  in- 
varianti nel  caso  generale  v.  Clebsch  {Creile, 
li  Vili,  120). 

Il  discriminante  di  f  espresso  mediante  questi  T) 
invarianti  è 

\a'  -  G4  Bf  -  16384  (Z)  +  2  A  C). 

VI  sono  i  covarianti  lineari;  essi  nel  caso  in 
cui  la  cubica  è  messa  sotto  la  forma  di  Sylvester 
sono: 

5 
Jj  z=  a^  a^^  a^^^  a^^  a-^  ^  cu  Xi 

5 
IJ  =1  a^^  a^  a/  e//  a^}  ^  ag  ^3  «4  r/5  X^ 
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L"  =a^'a^^a^'a^^ar,^^arXi 
1 

5 

L"^  =  (7i^  «2^  6/3^  a/  r/r/  -  ai^  Xi  . 
1 

J  4  piani  rappresentati  da  questi  quattro  cova- 
rianti eguagliati  a  zero^  si  incontrano  in  un  punto 
quando  il  discriminante  delle   a  è  zero. 

Un  covariante  di  quarto  ordine  è  VHessiana 
della  cubica^  che,  come  sappiamo  (v.  §  2),  pel 
caso  della  forma  di  Sylvester  si  riduce  a 

H  =^  ^  «2  ^3  «4  ^5  X2  X3  X4  X5. 

Lo  studio  delle  forme  invariantive  della  forma 
quaternaria  cubica  fu  cominciato  quasi  contempo- 
raneamente nel  1860  da  Clebsoh  {Creile,  LVIII) 
e  Salmon  {Pini.  Trans.,  1860). 

Si  può  vedere  per  altri  dettagli  anche  Salmon- 
FiEDLEK  {An.  G.  d.  lì.,  II,  §  317  e  seg.)-  Il 
Olebsch  esprime  anche  i  cinque  invarianti  me- 
diante i  coefficienti  dell' Ilessiana,  e  il  Salmon 
trovò  anche  V  equazione  di  una  superficie  cova- 
riante che  taglia  la  superfìcie  cubica  lungo  le  27 
rette. 


CAPITOLO  XII. 
L6  superficie  di  4.""  ordine. 


§  1.  —  Generalità. 
Superficie  a  punti  doppi  e  a  linee  doppie. 

La  superficie  generale  di  4.^  ordine  è  di  30.^ 
classe;  r ordine  del  cono  ad  essa  circoscritto  e  col 
vertice  in  un  punto  arbitrario  dello  spazio  è  12  ; 
le  generatrici  di  regresso  di  tal  cono  sono  24^  e 
sono  12  quelle  doppie, 

Uordine  della  curva  parabolica  è  32, 

U equazione  generale  di  una  superficie  di  4.^  or- 
dine dipende  da  34  coefficienti  non  omogenei. 

Una  superficie  di  4.^  ordine  non  può  avere  al 
pm  che  10  punti  doppi. 

La  superficie^  senza  essere  rigata^  può  possedere 
una  retta  doppia^  una  conica  doppia^  una  conica 
cuspidale  (v.  Gap.  IX,  §  4),  tre  rette  doppie  che 
si  incontrano  in  un  punto  e  non  sono  situate  in 
ìin  piano. 

Una  superficie  di  4.^  ordine  avente  per  linea 
doppia  una  linea  gobba  (che  non  sia  V assieme  di 
tre  rette  non  situate  in  un  piano  e  concorrenti 
in  un  punto)  è  sempre  una  rigata» 
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La  singolarità  più  alta  che  può  avere  una  sti- 
perficie  di  i.°  ordine  è  una  retta  tripla;  la  super- 
fìcie è  allora  necessariatmìente  una  rigata. 

Se  la  superficie  ha  16  punti  doppi ^  il  cono  ad 
essa  circoscritto  e  col  vertice  in  uno  di  essi.,  è  di 
6.^  ordine  e  si  scinde  in  6  piani. 

La  teoria  delle  superficie  di  4.®  ordine  generali 
non  è  stata  ancora  così  approfondita  come  quella 
delle  superficie  cubiche.  Sono  state  piuttosto  stu- 
diate delle  particolari  superficie  di  4.^  ordine  ca- 
ratterizzate dalla  proprietà  di  contenere  dei  punti 
0  linee  doppie,  e  sono  state  studiate  le  rigate  di 
4.^  ordine. 

Le  più  notevoli  superficie  di  4.°  ordine  finora 
studiate  sono  le  seguenti: 

La  superficie  di  Kummer  contenente  16  punti 
doppi,  formanti  una  rimarclieyole  configurazione; 
le  altre  superfìcie  (dette  anche  di  Kummeh)  aventi 
la  proprietà  di  possedere  infinite  coniche;  fra  que- 
ste sono  notevoli  la  quartica  a  conica  doppia,  e 
la  superficie  romana  di  Steiner;  e  finalmente  le 
rigate,  delle  quali  fu  fatta  la  classificazione  com- 
pleta da  Cremona  e  Cayley. 

Nei  prossimi  paragrafi  tratteremo  separatamente 
di  queste  diverse  superficie. 

Ecco  una  tabella  di  numeri  caratteristici  riguar- 
danti la  superficie  generale  di  4.^  ordine,  e  quelle 
con  coniche  doppie  o  cuspidali,  o  con  12  punti 
doppi  0  nodi  (v.  Salmon-Fiedler.  An.  G.  d.  J?., 
TI,  §  512-516). 
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§  2.  -  Le  superficie  quarticiie  a  punti  doppi. 

L'esistenza  di  un  punto  doppio  per  una  super- 
ficie di  4."  ordine  equivale  a  4  condizioni  semplici, 
quindi  parrebbe  che,  poiché  una  tal  superfìcie  di- 
pende da  34  coefficienti,  essa  può  contenere  al  mas- 
simo otto  punti  doppi  assegnati  arbitrariamente; 
però  si  riconosce  che  ciò  non  è  possibile  e  che 
se  lina  superficie  di  i."*  ordine.,  non  degenere^  con- 
tiene otto  punti  doppi,  questi  deiwno  avere  fra 
loro  una  speciale  configurazione;  solo  sette  di  essi 
sono  arbitrari (Cayl^y,  Proc.  Lond.math.  Soc,  III). 

Fra  le  superficie  di  4."  ordine  a  punti  doppi, 
è  specialmente  importante,  abbiamo  già  detto, 
quella  con  16  di  tali  punti;  il  Cayley  (op.  cit.) 
ha  fatto  uno  studio  anche  su  quelle  ad  un  numero 
minore  di  punti  doppi,  mentre  Kummer  avea  già 
accennato  a  quelle  con  11,  12,  13,  14,  15  punti 
doppi  (Beri.  Abhand.  1866)  a  proposito  delle  sue 
ricerche  sui  sistemi  di  raggi,  o  congruenze  di  2.^ 
ordine  (v.  Gap.  XIV). 

Per  costruire  1'  equazione  di  una  quartica  che 
abbia  4  punti  doppi  dati,  si  facciano  passare  per 
questi,  6  quadriche  X^  =0, . . .  Xq  =  0;  una  fun- 
zione omogenea  di  2.""  grado  delle  X,  eguagliata 
a  zero.,  rappresenterà  una  quartica  della  specie 
richiesta.  Èssa  conterrà   18  costanti  indipendenti. 

Se  i  punti  dati  sono  cinque,  si  facciano  passare 
per  essi  cinque  quadriche  Xi  =  0,  e  una  for- 
ma di  2.^  grado  nelle  X,  eguagliata  a  zero^  rap- 
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presenterà  la  quartica  a  cinque  jnmti  doppia  con 
14  costanti. 


J4^  costanti. 

Nel  caso  che  i  punti  dati  sieiio  sei,  la  quartica- 
generale  avente  per  punti  doppi  i  sei  dati  è  data 
dalla  equazione  (contenente  appunto  10  costanti): 
{X,,  X,,  X,,  X,Y  +  À  J [X,  X,  X  X,)  ^  0 

dove  le  Xi  =  0  sono  le  equazioni  di  4  quadriche 
passanti  per  i  G  punti  dati,  (Xi,  X2,  X^,  Xt)- 
rappresenta  nna  forma  di  2.''  grado  nelle  X,  e  J 
è  la  superfìcie  Jacohiana  del  sistema  delle  quattro 
quadriche. 

Fra  le  superficie  a  sei  punti  doppi,  ò  rimarche- 
vole quella  di  equazione 

cioè  la  Jacohiana  del  sistema  di  4  quadriche. 

Essa  si  chiama  la  superficie  di  Weddle,  per- 
chè considerata  prima  da  quest'autore  {Cambridge 
J.,  V,  1850),  ed  è  il  luogo  dei  vertici  dei  coni  qua- 
drici che  passano  per  sei  punti  dello  spazio. 

La  superficie  di  Weddle  contiene  25  rette  le 
quali  sono  le  conglungeìitl  dei  6  pienti  a  due  a 
due,  e  le  10  rette  d' intersezione  del  piano  che  passa 
per  3  punti  col  piano  che  passa  per  gli  altri  tre. 

Il  cono  tangente  col  vertice  in  un  punto  doppio, 
taglia  la  suj^erfìcie  nelle  cinque  rette  che  congiun- 
gono  quel  punto  agli  altri  cinque,  e  nella  cubica 
gobba  indivldtiata  dai  6  punti  dello  spazio. 

La  superficie  di  Weddle  fu  anche  studiata  da 
Cayley  {Compi.  Eend.,  LIT,  1861),  da  Hierhol- 
ZER  {Math.  Ann..,  II,  IV)  da  Hunyady  {Creile, 
XCII),  Caspary  [Compi.  Rend.,  1891),  ecc.  Essa 
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è  una  superfìcie  le  coordinate  dei  cui  puntisi  espri- 
mono per  mezzo  di  funzioni  iper ellittiche  di  due 
parametri.  r 

Il  Cayley  {Froc.  L.  matìi.  Soc,  lY)  studiò  altre 
superticie  analoghe  per  la  loro  definizione  geome- 
trica, ma  non  più  di  4.*'  ordine. 

Per  costruire  V  equazione  più  generale  della 
quartica  con  7  punti  doppi,  si  facciano  passare  per 
essi  tre  quadriche  X^  —  0,  X2  =  0,  X^  =  0  ;  indi 
anche  una  superficie  di  S."^  ordine  F=0  che  passi 
per  tutti  i  7  punti  e  abbia  quattro  di  essi  per 
punti  doppi,  e  infine  il  piano  passante  per  gli  altri 
tre  Z=^0.  IJ equazione 

(X,,  X,,  X,Y  +  }..  YZ^O 

contiene  sei  costanti  ed  è  quella  della  richiesta  su- 
perfide. 

Per  costruire  l'equazione  della  quartica  che  ha 
otto  punti  doppi  (non  arbitrari)  si  può  proce- 
dere nel  seguente  modo:  si  considerino  tre  qua- 
driche 

X^=-A),X2  =  0^  X,  =  0 

le  quali  si  interseghino  in  8  punti,  e  si  formi  una 
funzione  quadratica  omogenea  delle  tre  X  e  si 
eguagli  a  zero.  Si  avrà  una  superficie  quartica 
con  (S'  punti  doppi  situati  su  tre  qiiadricìic.  Que- 
sta però  non  è  il  tipo  generale  di  una  superficie 
di  4.''  ordine  a  8  punti  doppi;  ne  esiste^  secondo 
Cayley,  anche  un  altro  tipo. 

Uno  studio  sulla  prima  di  tali  superficie  ò  quello 
di  Cayley  (Quart.  J.,  X,  34;  XI,  111  ;  Opere,  VII, 
304;  Vili,  25). 
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Sì  possono  trovare  poi  delle  superficie  di  4.°  or- 
dine con  9  e  10  punti  doppi,  dei  quali  7  sono 
scelti  ad  arbitrio. 

E  notevole  però  questo  teorema: 

Una  superficie  di  4.^  ordine  non  può  avere  2^1  ù 
di  10  punti  doppi.,  se  7  di  essi  sono  scelti  ad 
arbitrio. 

Una  superfìcie  di  4.^  ordine  con  10  punti  doppi 
è  il  cosiddetto  simmetroide,  la  cui  equazione  è  la 
seguente: 

Si  abbiano  10  funzioni  lineari  delle  variabili 

/u  /12  •  •  •  fu 
colle  condizioni  fij^  fji  e  si  formi  il  determinante 
simmetrico 


=  0. 


Questa  e  Tequazione  del  simmetrolde. 

I  minori  di  5.^  ordine  di  tal  determinante,  egua- 
gliati a  zero.,  danno  delle  superficie  cidnche  le 
quali  hanno  10  punti  comuni^  che  sono  i  punii 
doppi  del  simmetrolde, 

II  cono  col  vertice  in  un  punto  doppio  e  circo- 
scritto al  simmetroide  si  scinde  in  due  coni  di 
3.^  ordiate.,  i  quali  si  intersecarlo  secondo  le  9  rette 
che  congiungono  quel  punto  doppio  cogli  altri  nove. 

Se  in  una  superficie  di  4."*  ordine  a  10  punti 
doppi,  uno  di  questi  ha  la  proprietà  indicata  dal 
precedente  teorema^  anche  gli  altri  hanno  la  sfesm 
proprietà. 


Al 
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fu 
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fu 

fu 
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Oltre  del  simmetroide  esiste  im^altra  superfìeie 
di  i.^  ordine  con  10  punti  doppi,  colla  proprietà 
però,  che  il  cono  di  6!^  ordine  col  vertice  in  uno  di 
essi  e  circoscritto  alla  superficie  non  si  scinde  in 
due  coni  di  5.^  ordine. 

VHessiana  di  una  superficie  cubica  è  un  sim- 
metroide; infatti  allora  le  f  sono  le  derivate  se- 
conde del  primo  membro  dell'  equazione  della 
cubica. 

Se  fu  ==  0,  il  simmetroide  ha  ancora  un  llJ^^^ 
punto  doppio;  se  è  ancora  /22  =  0,  esso  ha  anche 
un  J2J'^^  punto  doppio;  se  è  /33  =  0  ancora  un 
13 J^^^  e  se  è  finalmente  f^^  ^=  0  ancora  un  14."^^. 

Sono  state  classificate  le  superficie  di  4.^  ordine 
con  11,  12,  13,  14,  15  punti  doppi  considerando  i 
coni  circoscritti  ad  esse  e  col  vertice  in  un  punto 
doppio  ;  secondochè  tali  coni  di  6.°  ordine  si  scin- 
dono in  un  modo  o  in  un  altro  in  altri  coni  di 
ordine  inferiore,  si  distinguono  varie  specie  di 
quartiche.  Questi  studi  sono  stati  fatti  da  Kummee, 
(Jayley  (op.  cit.)  e  poi  da  Rohn  in  una  Meni, 
premiata  alPAcc.  di  Lipsia  nel  1886  (v.  anche 
Math.  Ann.,  XXIX,  1887).  Il  Cayley  e  gli  au- 
tori inglesi  introdussero,  come  sogliono  fare,  delle 
numerose  e  complicate  denominazioni  per  alcune 
delle  superficie  sopraindicate,  e  specialmente  per 
quelle  a  8,  9,  10  punti  doppi;  però  non  ho  mai 
capito  se  quelle  denominazioni  servano  piuttosto 
a  complicare  le  cose  che  a  semplificarle. 

Alcune  delle  superficie  a  11,  12, . . .  15  punti 
doppi  si  presentano  ancora  come  superficie  focali 
di  una  congruenza  quadratica  (v.  più  avanti  il 
Gap.  XIV). 
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§  3.  —  La  superficie  di  Kummer. 


Como  abbiamo  ^ià  detto,  la  super ficie  di  Kiim-\ 
mer  ò  la  superficie  di  4.<^  ordine  contenente  161 
punti  doppi  isolati.  j 

Questa  superficie  è  dì  4.^  classe;  la  sua  equa-] 
zione  generale  contiene  18  costanti  indipendenti»  \ 

Il  cono  di  6.^  ordine  tangente  alla  superficie  e\ 
col  vertice  in  nn  punto  doppio^  si  scinde  in  6  piani,  l 

Ciascuno  di  questi  6  piani  tocca  la  super  fide' 
lungo  ima  conica^  sulla  quale  sono  situati  ancora  \ 
altri  cinque  punti  doppi,  \ 

Di  tali  piani  singolari  ve  ne  sono  16;  si  hannoì 
dunque  16  punti   singolari  e  16  piani  singolari  i 
colla  impoì^tante  proprietà  che  ogni  piano  passa 
per  sei  punti  situati  su  di  una  conica^  e  per  ogni 
punto  passano  6  piani. 

La  superfìcie  di  Kummer  si  presenta  special- 
mente nella  Geometria  della  retta;  essa  può  es- 
sere definita  come  la  superficie  focale  di  tina  con- 
gruenza  di  2,^  ordine  e  2,^  classe  (Kummer,  Beri, 
Abhand,,  1866)  ovvero  come  la  superficie  di  sin- 
golarità del  complesso  quadratico  generale^  ov- 
vero anche  come  la  superficie  di  singolarità  di 
infiniti  complessi  quadratici  confocali  (  Klein  , 
Math,  Ann.,  II)  (v.  più  avanti  il  capitolo  XIV 
sulla  Geom,  della  retta). 

Una  proprietà  importante  di  questa  superficie  è 
d'essere  reciproca  a  sé  stessa  in  sei  polarità. 
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L'equazione  della  superfìcie  di  Kummer  è  stata 
messa  sotto  varie, forme  da  Kuaimer  stesso,  da 
Cayley  e  da  altri. 

Se  Xi  -=  0,  X2  ~  0,  X3  ---  0,  Xi  =  0  sono  le  equa- 
zioni di  4  piani  singolari  tali  che  i  loro  4  punti 
d' incontro  sono  nello  stesso  tempo  anche  punti  no- 
dali  della  superficie^  V equa: ione  di  questa  può 
scriversi: 

dove  h  è  una  costante  e  ^^  rappresenta  una  forma 
quadratica  nelle  X;  propriamente 

i\^  =  X,^  +  X./  +  X,^  +  X^ 
+  2a{X,X,  +  X,X,)  + 
~V2h[X^^X,-^-X,X,)  + 
+  2c{X,X,+X,X,\ 
le  =  cr  +  b^  +  e'-  —  2  ah  e  —  1     (Kummek) 

Una  forma  irrazionale  per  l' equazione  della 
medesima  superficie  è  la  seguente  (Cayley,  Creile^ 
LXXIIl,  292;  Opere,  YII,  126) 


/ 


+  y  T  ^M'  ?"  ^1  —  ='•'  ""  ^2  —  "' ) = 0 
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colle  condizioni 

a    +  B     +  Y    =r  0  , 

a'    -1-6'    +t'  ==0 

Altre  forme  si  ottengono  permutando  fra  loro 
circolarmente  il  sistema  y-^  6,  y  nel  sistema  a',  B',  y' 
ovvero  nel  sistema  ^^\  ?'',  y^'. 

Ridotta  a  forma  razionale  la  j^^ecedente  equa- 
zione diventa 
x,^  {x^  4-  x^^  +  x-^  -2x,x,-2x,x,-2  x,  x.^  -+- 

+  2  ^4  [oc  oc'  oc'^  (,i\^  ^3  —  rt^a^  ér^)  -h 

+  y  y'  y'^  {X^^  X^  -  a\^  X^)  +  0  x^  X^  .T3J 
+  (a  00'  ce''  ^i-,  X.,  ^  6  P^  P^'  ^3  ^1  +  T  i  t"  ^^1  ^2)'  =  0 
dove  per  hrevità  si  è  messo 
0  ^  (P  -  y)  7/  a'^  +  (y  -  a)  f/  B'^  +  (a  -  S)  y^y'^ 

Si  osservi  che  anche  in  questa  espressione  di  0 
si  possono  fare  le  permutazioni  circolari  soprain- 
dicate, il  valore  restando  sempre  il  medesimo. 

I  16  piani  singolari  sono  dati  dalle  equazioni: 

Xy  —  0,      ^2  =  0,  '   ^3  ==  0,     x,^  ---  0 

?L    _L    ^2     _^    %    ^^  Q 

a  p  y 

ce'     '     P'  ^  y' 
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T'Y"a-,-p'B".r3- 

T"  T     .Tg  —   P"  P     .Tg    - 

-?-=« 

r    t'^2-?    ?'^:ì- 

-5=« 

oc'a".r3-T'T"a:,-- 

-1=" 

oc^'  a   .Tq  --  7^'  Y   .r,  - 

-■'•'  =  0 

«  a    x-i  -  ■{  Y    a-,  —  --, ,  —  0 


Y 

p"  ,S  x,  -  a"  X  X.,  ~  ^  =  0 

Y 

Un'altra  forma  della  equazione  della  superfìcie 
di  Kummer  è  la  seguente  (Rohn,  Op.  cit.,  e  MatJi. 
Ann.,  XVIII)*: 


*  Si  noti  che  a  paf?.  142  del  lavoro   citato  di  Roìin,  al 
coefficiente  di  ^1.^2^3.^4  c'è  un  4  invece  di  un  8. 

Pascal.  28 
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^i"  +  ^^^}  ^-  '^3^^  4-  x_^  +  A  x^  .r.^  .rg  x^^  — 

^  -^3450  1^1     ^2     T^  ^3    «^4  i 
J  ^5012  1*^1  "  -^s"     <     «^2     ^4") 
—  2  ^1234  G^l^  ^^^4'  +  ^2^  ^^^3^')  =  0 

{hi  -  kh  )  (Jcj  -  h)  +  {hi  -  h)  {kj  ~  kk) 


Aijhi  == 


{ki  -  kj  )  (kk  -  ki  ) 


I  coefficienti  di  questa  equazione'  dipendono , 
come  si  vede,  dalle  6  quantità  k,  che  si  possono 
intendere  come  le  radici  di  una  sestica  binaria.  Di 
qui  comincia  ad  apparire  una  possibile  relaziono 
esistente  fra  le  superficie  di  Kummer  e  le  sesti- 
che  binarie;  si  trova  propriamente  che  quella  su- 
perfìcie ha  una  speciale  relazione  colle  funzioni 
iperellittiche  di  f>*enere  2,  relative  ad  una  sestieri 
binaria., 

Fu  il  Klein  (Math.  Ann.,  Y)  il  primo  a  rico- 
noscere la  possibilità  di  esprimere  le  coordinate 
di  uu  punto  della  superfìcie  di  Kummer  mediante 
quattro  speciali  funzioni  iperellittiche  a  due  argo- 
menti; poi  si  successero  su  questo  soggetto  i  la- 
vori di  Cayley  (Creile.  LXXXIII),  Bokchardt 
(Id.  id.);  Weber  (Id.,  LXXXIVj;  Rohn  [Matli. 
Ann.^  XV,  XVIII);  Reiciiardt  {Nova  Acta  dcr 
Leop.  Carol.  Akad.,  L,  Halle,  1887),  ecc. 
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Ecco  qualche  indicazione  su  ciò  :  Esistono  come 
si  sa  16  funzioni  -^  di  genere  2  (v.  liepert.  I,  Ca- 
pitolo XVII,  §  3),  a'  ciascuna  delie  quali  corri- 
sponde una  caratteristica'^  di  queste  ve  ne  sono  10 
pari  e  6  dispari  (v.  Id.,  pag.  466).  Ora  nelF  ag- 
gruppamento di  tali  caratteristiche  si  distinguono 
le  cosiddette  quaterne  di  Gòpel  {Creile^  XXXY) 
0  le  quaterne  di  Rosenhain  (Mém.  des  sav.  étrang., 
XI,  Paris,  1846).  Una  quaterna  di  Gopel  (di  cui 
ne  esistono  60)  ò  l'assieme  di  quattro  caratteristi- 
che, 0  tutte  jmri,  o  due  j^ctri  e  due  dispari^  e  la 
cui  somma  sia  zero;  una  quaterna  di  Hosenhain 
(di  cui  ne  esistono  80)  è  invece  l'assieme  di  quat- 
tro caratteristiche  la  cui  somma  e  anche  zero,  ma 
esse  sono  o  ìina  dispari  e  tre  pari^  o  tre  dispari 
e  una  pari.  Si  ha  allora  il  teorema  : 

Fra  i  quadrati  delle  1  funzioni  ^  corrispon- 
denti alle  caratteristiche  di  una  quaterna  di  Gopel^ 
0  di  Rosenhain^  sussiste  sempre  ima  relazione  ra- 
zionale omogenea  di  4!^  grado,  e  prendendo  tali 
^'^  come  coordinate  omogenee  di  un  punto  dello 
spazio,  tale  relazione  rappresenta  una  superficie 
di  Kummer,  Nel  caso  della  quaterna  di  Gopel,  i 
piani  del  tetraedro  fondamentale  delle  coordinate 
sono  quattro  piani  singolari  della  superficie,  ma 
nessun  vertice  di  tale  tetraedro  è  un  nodo  della 
superficie;  nel  caso  invece  della  quaterna  di  Ro- 
senhain, i  quattro  piani  del  tetraedro  delle  coor- 
dinate^ sono  quattro  piani  singolari,  e  i  quattro 
vertici  sono  quattro  punti  singolari. 

In  tale  rappresentazione  le  altre  ^^^  vengono  a 
corrispondere  a  ciascuno  degli  altri  piani  sin- 
golari. 
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Un'altra  equazione  della  superficie  di  Kummer 
si  può  trovare  prendendo  le  mosse  da  un  altro 
punto  di  yista.  Si  dimostra  che  scegliendo  per 
coordinate  omogenee  di  un  punto  dello  spazio  certe 
quattro  funzioni  iperellittiche  denominate  -  da 
Klein,  si  può  trovare  un'equazione  della  super- 
fìcie in  modo  che  i  coefficienti  sieno  invarianti 
razionali  di  una  sestica  binaria  che  corrisponde, 
nel  modo  sopra  accennato,  alla  superficie  di  Kum- 
mer; una  tale  equazione  si  suol  chiamare  V equa- 
zione razionale  della  superficie.  Per  maggiori  det- 
tagli vedi  su  ciò  Pascal  [Ann.  di  matematica.^ 
XYIII,  XIX). 


Sulla  configurazione  dei  16  punti  e  piani  singo- 
lari della  superficie  di  Kummer  sono  state  fatto 
molte  ricerche.  Citeremo  Caporali  {Lincei.,  1878)  ; 
ScHROETER  {Creile.^  C);  De  Paolis  [Lincei,  1890). 

I  16  punti  fondamentali  congiunti  a  due  a 
due,  0  i  16  piani  fondamentali  intersecantisi  a  due 
a  due  formano  120  rette  che  Caporali  chiamò 
rette  B, 

I  16  pùnti  fondamentali  a  tre  a  tre  danno 
luogo  a  240  piani  non  fondamentali  [piani  II),  e 
i  16  piani  fondamentali  a  tre  a  tre  danno  240 
punti  non  fondamentali  (punti  P), 

I  piani  n  passano  a  6  a  6  per  le  rette  J?,  e  i 
punti  P  vi  giacciono  a  6  a  6,  Viceversa  le  rette  11 
passano  a  3  a  3  pei  punti  P,  e  giacciono  a  3  a  3 
nei  piani  n. 

/  punti  P  sono  situati  i5  a  io  nei  piani  fon- 
damentali^ e  i  primi  il  2)assano  io  a  45  pei  jnniti 
fondamentali. 
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SI  hanno  80  tetraedri  che  hanno  per  vertici  e 
faccej  pnnti  e  piani  fondamentali  (essi  corrispon- 
dono alle  80  quaterne  di  caratteristiche,  di  Ro- 
SENHAiN,  V.  sopra). 

Si  hanno  60  tetraedri  che  hanno  per  facce  piani 
fondamentali  e  per  vertici  pnnti  P  (essi  corrispon- 
dono alle  60  quaterue  di  Gopel). 

Di  questa  ultima  proprietà  si  può  poi  natural- 
mente enunciare  la  proprietà  duale. 

I  240  punti  F  e  piani  n  compongono  lo  nuove 
configurazioni  di  Kummer, 

Segando  con  un  piano  una  superfìcie  di  Kum- 
mer si  può  avere  una  curva  piana  di  4.^  ordino 
generale,  propriamente: 

Per  ogni  quartica  piana  generale  passano  oo^ 
superficie  di  Kummer. 

I  16  piani  singolari  sono  intersecati  dal  piano 
segante  in  16  bitangenti  della  quartica;  queste  16 
bitangenti  sono  precisamente  quelle  che  restano 
dalle  28  quando  si  sopprimono  le  12  bitangenti, 
non  comuni ,  di  due  sistemi  di  Aroìihold  che 
hanno  una  sola  retta  in  comune;  in  altri  termini 
quelle  16  bitangenti  formano  fra  loro  la  configli- 
inazione  simile  a  quella  delle  16  bitangenti  di  ima 
quartica  piana  con  un  punto  doppio,  quando  non 
si  tien  conto  delle  6  tangenti  partenti  dal  punto 
doppio  (v.  Gap.  Vlir,  pag.  280). 

Le  quattro  bitangenti  che  provengono  dalla  se- 
zione  di  un  tetraedro  di  Gopel  (v.  sopra)  sono 
quattro  bitangenti  pei  cui  8  punti  di  contatto  passa 
una  conica. 

Fondati  su  queste  relazioni  fra  le  bitangenti 
della  quartica  e  i  piani  e  punti  singolari  della  su- 
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X)erficìe  di  Kumrner,  sono  alcuni  recenti  lavori  di 
Ciani  {Ann,  di  mat.j  serie  3/\  II;  lìend,  Istit. 
Lomb.  1898). 


Si  può  trovare  una  notazione  per  i  16  piani  e 
punti  singolari  della  superficie  di  Kumrner;  si  in- 
dichi uno  dei  piani  col  simbolo  0,  e  i  sei  punti 
su  di  esso  situati,  coi  simboli  1,  2,  3,  4,  5,  6;  gli 
altri  15  piani  possono  essere  rappresentati  dai 
simboli  binari  12^  13^  14^ . . .  56  ;  e  gli  altri  10 
punti  fondamentali  dai  simboli  ternari 


jl23j         (124| 
\456i    '     \356/ 


Pel  punto  Lrcp    passano  i  sei  piani  12,  23,  31, 

45,  56,  64,  e  così  di  seguito;  pel  j^unto  (1)  pas- 
sano i  sei  piani  (0),  (12),  (13),  (14),  (15.\  (16) 

Un'altra  notazione  per  i  16  piani  singolari  e 
(lata  dalla  corrispondenza  sopranotata  fra  essi  e  le 
caratteristiche  di  genere  2. 

Indichiamo  perciò  ogni  piano  col  simbolo  {a  bc  d) 
dove  a,  &,  e,  f/,  non  possono  prendere  altri  va- 
lori chG  i  valori  0  e  1.  Per  maggiore  sempli- 
cità invece  di  indicare  la  caratteristica  col  sim- 
bolo (^  7    la  indichiamo    col    simbolo    (ai  e*  6?). 

Allora  i  16  piani  sono  rappresentati  dai  sim- 
boli della  tabella 

(0000)  (1000)     (0100)     (1100) 

(0010)  (1010)     (Olio)     (1110) 

(0001)  (1001)    (0101;    (1101) 

(0011)  (1011)    (OHI)    (1111). 
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I  6  jncmi  concorrenti  in  un  punto  sono  quei  3 
die  in  questa  tabella ^  sono  nella  medesima  linea 
orizzontale  con  un  dato  elemento^  e  quegli  altri  3 
die  sono  nella  stessa  linea  verticale  col  medesimo 
demento  ;  propriamente  i  sei  pianti  concorrenti  in 
un  2>unto  sono  quelli  indicati  coi  simboli 

(a,  b,  e,  d+  1) 

(«,  è,  e  +  1,  6?) 
[a,  Z>,  c  +  1,  ^+1) 

(a  +  1,  b,  e,  d) 

(a,  è  -4-  1,  e,  d) 
(a  +  1,  b  +  1,  e,  d) 

Le  sostituzioni  del  gruppo  di  sostituzioni  che 
lasciano  inalterata  la  configurazione  sono  in  nu- 
mero di  6  !  16» 

^equazione  di  IGJ^^^  grado  da  cui  dipende  la 
determinazione  dei  16  piani  o  punti  singolari  della 
superficie  di  Ku^nmer,  diventa  abeliana  dopo  la 
risoluzione  di  un^  equazione  di  6.^  grado,  e  pro- 
priamente, dopo  tale  risoluzione,  essa  si  risolve  ri- 
solvendo quattro  equazioni  di  2.^  grado  (Jordan.) 

Di  tali  problemi  si  occupò  Jordan  (Creile,  LXX; 
V.  anche  Traité  des  subst,  Paris,  1870). 


Le  linee  assintotiche  *  sulle  superficie  di  Kum- 
mer sono  in  generale  curve  di  i6J^^  ordine  e  di 
1(}."^^<'  classe. 


*  Le  assintotiche  (Haiqìttangentencurveii)  sono  quelle 
linee  i)er  le  quali  il  piano  osculatore  in  ogni  punto  coincide 
col  piano  tangente  alla  superfìcie  (v.  più  avanti,  Geom.  cliff.). 
Le  tangenti  ali'  assintotica  sono  rette  osculatirici  ppr  la  su-: 
perfìcie. 
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Esse  hanno  16  cuspidi  nel  10  punti  singolari 
della  superficie^  16  piani  stazionari  che  sono  i 
piani  singolari  della  superficie^  e  96  tangenti  sta- 
zionarie (v.  Cap.  IX,  §  4). 

Il  loro  rango  è  48^  il  numero  dei  punti  doppi 
apparenti  è  72^  V ordine  della  curva  doppia  della 
sviluppabile  è  952^  e  il  genere  è  17. 

Vi  sono  6  speciali  linee  assintotiche  di  cui 
r  ordine  e  la  classe  sono  ridotte  a  metà  cioè  a  8; 
ciascuna  di  esse  è  da  contarsi  due  volte.  Esse  ìion 
hanno  cuspidi  e  piani  stazionari.^  e  hanno  40 
tangenti  stazionarie  ;  il  loro  rango  è  24;  il  numero 
dei  loro  punti  doppi  apparenti  è  16,  V ordine  della 
curva  doppia  della  sviluppabile  è  200^  e  il  ge- 
nere è  0. 

Per  le  linee  assintotiche  di  una  superficie  di 
Kummer  passa  un  fascio  di  superficie  del  4.^ 
ordine  (Reye). 

La  curva  parabolica  della  superficie  di  Kum- 
mer è  una  curva  di  32.^^^^  ordine  spezzata  in  16 
coniche  che  sono  le  coniche  situate  nei  16  jnani 
singolari. 

Delle  linee  assintotiche  della  superficie  di  Kum- 
mer si  qccuparono  specialmente  Klein  e  Lie 
(Math.  ^f^/^.,  XXIII);  Reye  {Creile,  IICJ;  Seghe 
{Id.  Id.),  ecc. 


Sulla  classificazione  delle  superficie  di  Kummer 
dal  punto  di  vista  della  realità  o  meno  dei  punti 
e  piani  sin^^olari  c'è  un  lavoro  di  Rohn  {Math. 
Ann.,  XVIII)  ;  sulla  classificazione  delie  stesse 
dal  punto  di  vista  della  specializzazione  che  esse 
possono  ricevere  quando  alcuoi  dei   16  punti  sin- 
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polari  si  riuniscono  fra  loro  c'è  un  lavoro  di 
Weiler  {Matìi.  Ami,,  VI).  xVmbedue  partono 
dalla  considerazione  dei  6  valori  Jci . , .  ÌCq,  radici 
di  una  sestica,  che,  come  abbiamo  detto  sopra, 
hanno  relazione  coli'  equazione  della  superficie  di 
Kummer  ;  supposto  che  tali  6  valori  si  particola- 
rizzino  in  quanto  alla  loro  realità  o  meno,  e  in 
quanto  alla  loro  grandezza,  si  hanno  tutti  i  casi 
possibili. 
Alcuni  dei  risultati  di  Rohn  sono  i  seguenti: 
I.  Le  sei  quantità  k  sono  reali  : 

I.  a)  La  superficie  di  Kummer  ha  16  punti 
singolari  reali  e  16  piani  singolari  reali  ; 

I.  h)  La  superficie  è  reale  ma  ha  tutti  i 
punti  e  piani  singolari  immaginari.  Considerando 
in  un  piano  tangente  alla  superficie  la  quartica 
sezione,  le  sei  tangenti  a  questa  condotta  dal  punto 
doppio  sono  tutte  reali; 

I.  6')  La  superficie  è  immaginaria  e  ha  tutti 
i  punti  e  piani  singolari  immaginari. 

IL  Due    delle  quantità   k   sono  immaginarie 
coniugate,  e  le  altre  reali  : 

IL  a)  La  superficie  ha  8  punti  singolari 
reali  e  altrettanti  piani  singolari  reali  ; 

IL  h)  La  superficie  è  reale,  ma  tutti  i  punti 
e  piani  singolari  sono  immaginari.  Essa  però  non 
e  la  stessa  di  quella  del  caso  I.  6),  perchè  le  sei 
tangenti  definite  come  nel  caso  L  h)  sono  quattro 
reali  e  due  immaginarie. 

III.  Due  coppie  delle  quantità  k  sono  imma- 
ginarie coniugate  e  le  altre  due  sono  reali. 

La  superficie  ha  4  punti  siugolari  reali  e  4  piani 
singolari  reali,    ognuno   dei  quali  passa  per  due 
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punti  reali,  e  propriamente  due  piani  passano  pei 
medesimi  due  punti  e  gli  altri  due  per  gli  altri 
due  punti. 

IV.  Le  6  quantità  k  sono  a  due  a  due  imma- 
ginarie coniugate  : 

IV.  a)  La  superficie  è  reale  con  4  punti  e 
4  piani  singolari  reali.  Essa  però  ha  una  diversa 
figura  di  quella  del  caso  III,  perchè  nessun  piano 
roale  passa  per  un  punto  reale  ; 

IV.  h)  La  superficie  è  immaginaria,  ma 
possiede  4  punti  e  4  piani  singolari  reali. 

Sono  interessanti  i  modelli  in  gesso  di  super- 
fìcie di  Kummer  editi  da  L.  Brill  in  Darmstadt 
(V.  il  suo  Catalog.^  ecc.).  Essi  sono  anche  posse- 
duti dell'Istituto  matematico  dell'Università  di 
Pavia. 


§  4.  —  Il  teteaedroide  di  Cayley 
e  la  superficie  delle  onde. 

Caso  particolare  della  superficie  di  Kummer  è 
la  superficie  detta  da  Cayley,  tetraedroide,  e  che 
a  sua  volta,  specializzandosi,  dà  luogo  alla  cosid- 
detta superficie  delle  onde  di  Fresnel. 

Il  tetraedroide  è  una  superficie  di  Kummer,  di 
cui  i  16  piani  singolari  hanno  la  proprietà  di  di- 
vidersi in  4  gruppi  di  4  ciascuno,  in  modo  che  i 
piani  di  un  medesimo  gruppo  passano  per  uno 
stesso  punto  ;  si  hanno  cosi  i  4  vertici  di  un  te- 
traedro fondamentale,  donde  la  superficie  prende 
il  suo  nome. 
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Questa  superficie  è  una  trasformazione  omogra- 
fica della  superficie  ^lelle  onde  di  cui  tratteremo 
|)ÌLi  sotto;  questa  cioè  non  è  che  un  tetraedroide 
metricamente  specializzato.    . 

V equazione  del  tetraedroide,  riferita  al  tetrae- 
dro fondamentale f  è  la  seguente: 


0 

«i' 

x.^ 

x.^ 

xl' 

X,' 

0 

a,:' 

«is' 

«14^ 

X.f 

«12^ 

0 

a,^ 

a-n 

/y»  2 
^3 

«13^ 

«23" 

0 

(h\ 

x.^ 

«14^ 

«.r 

9 

0 

=:0. 


Jje  equazioni  dei  16  j^iani  singolari  sono  allora 
le  seguenti: 

«34  ^2  —  «24  %  +  «23  ^'i  "=  0 
a  3  .Ti  —  ai3  ^2  —  «12  ^3  —  ^ 

—  «24  ^1   —  «14  ^2  +  «]2  ^4  =  ^ 
«34  ^l                          +  «14  ^3  +  «i3  ^4  =  0 

—  «31 .2^1  +  a. 4  X.  +  ais  ,^4  =  0 

a2.i  ^1  +  «14  X2  +  «i2  -^4  —  ^ 

—  «23  «^1  +  «13  ^2  ~   «12  ^3  ~  ^ 

—  (^34  :r2  —  «21  '^3    +  «23  '^4  '-~  ^ 
^24  ^1  —  «14  .^2  +  «J2  ^^^4  ="  0 

—  r/34  .Ti  —  «14  ^3  +  «, 3  •'^4  ===  0 

«34  ^2  +  «24  ^3  +  «23  ^4  ~  ^ 

—  «23  ^1  —  «13  ^2  +  «12  '^3  '-=  0 

—  «23  ^1  —  «i3  ^2  —  «12  ^3  —  ^ 

«34  ^^2  —  «24  ^3  —  «23  ^4  ^  ^ 

—  «34  ^'1  +  «14  ^3  —  «13  ^4.="^ 
«24  iTi  —  «14  ^2  -    «12  ^4  =  ^- 
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Questa  equazione  si  incava  da  quella  generale 
per  la  superficie  di  Kummer  data  da  Cayley 
(v.  §  3),  ponendo 

j^_a^        11  __  ^         1^  __  ?i4 

.  ^       B  ^^'  3'^  -  —  -^       -  v'  y'^  —  —  -^^ 

ì     P  1-*   i^    —  1      1  ì   T     — 

«14  «24  «34 


donde 


a'  B''  Y  ==  a''  B  ;/. 


Z)a  ciascuna  delle  4  facce  del  tetraedro  fonda- 
mentale  il  tetraedroide  è  tagliato  in  una  coppia 
di  coniche  rispetto  a  ciascuna  delle  quali  il  trian- 
golo contenuto  nella  corrispondente  faccia  del  te- 
traedro, è  un  triangolo  autoconitigato  (v.  Gap.  IV, 
§  2,  pag.  130). 

Si  hanno  così  4  coppie  di  coniche  nelle  quattro 
facce  del  tetraedro  ;  i  16  punti  d^  incontro  di 
queste  4  coppie  di  coniche  sono  i  16  punti  singo- 
lari della  superficie^  i  quali  dunque  si  trovano  a 
quattro  a  quattro  stdle  facce  del  tetraedro  fonda- 
mentale. Quest'ultima  proprietà  risulta  evidente 
ricordando  la  proprietà  della  superficie  di  Kum- 
mer di  essere  reciproca  a  se  stessa  (§  3). 

Su  ciascuna  faccia  del  tetraedro  i  quattro  punti 
singolari  si  trovano  a  2  a  2  su  6  rette  le  quali 
a  2  a  2  passano  a  loro  volta  per  i  tre  vertici  del 
triangolo  che  costituisce  la  faccia  del  tetraedro. 

Nel  caso  del  tetraedroide^  la  equazione  di  6.^ 
grado  da  cui^  come  abbiamo  detto  nel  §  5,  dipende^ 
secondo  Jordan,  la  determinazione  dei  16  punti 
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singolari  della  superficie  di  Kttmmer  generale^ 
risolubile  algebricamente. 


La  superficie  delle  onde  è  un  tetraedroide  par- 
ticolare; essa  può  definirsi  nei  seguenti  modi: 

Essa  è  il  luogo  dei  punti  estremi  dei  raggi  che 
partono  dal  centro  di  un  ellissoide,  e  le  cui  lun- 
ghezze sono  eguali  ai  due  semidiametri  principali 
della  sezione  dell'ellissoide  fatta  con  un  piano  per- 
pendicolare al  raggio  stesso;  su  ogni  raggio  esi- 
stono perciò  quattro  punti  della  superficie,  due  da 
una  parte  e  due  dall'altra  (Fkesnel). 

La  superficie  risulta  di  due  falde  una  dentro 
Vcdtra^  e  le  quali  si  toccano  in  punti  doppi  della 
stessa. 

Considerando  Vellissoide 


X^ 

a^ 

+ 

2^ 

=..  1 

a>b>c 

la 

equazione 

della 

superficie 

delle  onde  è 

?2r,2_ 

+  0^  b 

^c'-O 

do 

ve 

;2. 

■a 

^x?  + 

2/^  +  2^ 

v)2— a^iT^  -\-  b^y^  f  c^  z'^ 

C^  =  a'  (b'  4-  e')  x'  f  P  (e'  +  a')  jr  -+  c^  (a^  +  &^)  z' 

(FllESNETi^. 

Questa  equazione  si  ottiene  da  quella  del  te- 
traedroide ponendo  fra  i  coefìScienti  al2^  «13^ . .  • 
speciali  relazioni  (v.  Salmon-Fiedler,  Geoìn.  d. 
B.  II,  pag.  473-474). 
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La  equazione  di  Pkesnel  può  porsi  sotto  le  due 
forme  seguenti: 


■>     T 


cr       r  —  0"       ;- 


=  1 


C" 


'2  1.2  .,2    ~^      ..2  12^.2      '      ..'2  ,.2  ..2  ^' 


Ir  r      rr  —  O-^a"       '^r  —  a^c- 

II  tetraedro  fondamentale  della  superficie  delle 
onde  considerata  come  un  tetraedroide,  è  quello 
formato  dai  tre  piani  priìicipcdi  delV  ellissoide  e 
dal  piano  all'  infinito. 

La  sezione  della  superficie  delle  onde  con  uno 
dei  tre  piani  principali  dell'  ellissoide ^  è  formata 
d\in' ellisse  e  d^un  cerchio. 

1 16  punti  singolari  della  superficie  sono  4  ed- 
V infinito,  4  reali  su  di  tino  dei  piani  principali, 
e  gli  4  4-  4  sono  immaginari'  e  distribuiti  sugli 
altri  due  piani  principali. 

Naturalmente  anche  dei  p/a/2i  singolari  solo  8 
sono  reali  (v.  §  3). 


11  tetraedroide  fu  studiato  prima  da  Cayley 
(J.  de  LiouviUe,  XI,  1846;  Op.,  I,  302;  Creile, 
LXV,  LXXXVII). 

La  superfìcio  delle  onde  fu  studiata  per  la  prima 
volta  da  Fuesnel  {Mem.  de  Paris,  t.  VII,  1827) 
in  una  Memoria  sulla  doppia  rifrazione,  e  cioè 
a  proposito  del  problema  fisico  della  trasmissione 
della  luce  attraverso  i  corpi  rifrangenti  ;  se  ne 
occuparono  subito  Ampère  {Ann.  de  Chim.  e  Pliys., 
XXXiX,  1828);  Cauchy  {Exerc,  de  math.,'Y, 
Paris,  1830;    Compt.    Bend.   XI,    XII,    XVIII)  e 
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Plùcker  (Creile,  XIX,  1839)  e  altri.  Una  lista 
estesa  di  lavori  sulla  superficie  delle  onde  si  trova 
nell'op.  più  volte  citata  di  Loria  {Teorie  geom., 
Torino,  1896,  p.  114-115). 

Un'altra  generazione  della  superficie  fu  data  da 
BoKLEN  {ScJdómilch  Zeits.j^XlY,  XXV,  XXVIl, 
1879-82),  e  un'altra  generazione  meeliante  due  su- 
perfìcie sviluppabili  fu  data  da  Cayley  [Quart.  J., 
m,  1860;  Op.,  IV,  420,  432;  Ann.  di  mai.,  XX, 
1892). 

Si  può  immaginare  un  caso  ancora  più  'parti- 
colare della  superfìcie  di  Kummer,  e  cioè  quando 
essa  può  considerarsi  come  un  tetraedroide  non  in 
un  modo  solo,  ma  in  più  modi;  di  tali  superfìcie 
particolari  si  occuparono  Rohn  [Leipz.  Berich., 
1884),  Segre  (le/.,  Id),  e  più  recentemente  Ber- 
TiNi  (Ist.  Lomb.,  1898). 

Alcuni  modelli  in  gesso  di  superficie  delle  onde 
( WellenfiCichen)  sono  compresi  nella  raccolta  edita 
da  L.  Brill,  e  sono  posseduti  dall'Istituto  mate- 
matico dell'  Università  di  Pavia. 


§  5.  —  Superficie  de  4.^  ordine 
contenenti  infinite  coniche. 

Il  Kummer  {Beri.  Monatsh.  1863  ;  Creile,  LXIV) 
studiò  le  superficie  di  quart'ordine  le  quali  con- 
tengono infinito  coniche.  Iliferiremo  in  questo  pa- 
ragrafo i  principali  risultati  da  lui  trovati. 

Non  esistono  sujjerfìcie  di  i.^  ordine  di  cui  le 
sezioni  prodotte  da  tutti  i  piani  dello  spazio,  o  da 
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tutti  quelli  di  una  stella^  risultino  ciascuna  coni- 
posta  di  due  coniche. 

Esistono  superficie  di  4°  ordine  di  cui  le  se- 
zioni prodotte  con  certi  infiniti  piani  che  non 
sono  piani  tangenti  risidtano  composte  di  due  co- 
niche ;  esse  sono  : 

1.  Le  sitperficie  di  4.^  ordine  con  una  conica 
doppia  e  con  due  punti  doppi.,  la  cui  congiungente 
no7t  incontra  la  conica;  ogni  piano  del  fascio  il 
cui  asse  è  tale  congiungente^  incontra  la  superficie 
in  due  coniche^  i  cui  punti  d^  incontro  sono  natu- 
ralmente punti  doppi  per  la  stessa  e  quindi  stanno 
sulla  conica  doppia.  Il  equazione  dì  una  superfi- 
cie di  tale  specie  è 

dove  9  è  una   forma  di  2.^  grado.,   e  p,   g,   r  di 
1.^  grado. 

2.  La  superfìcie  di  4.^  ordine  con  una  retta 
doppia  ;  ogni  piano  per  questa  taglia  la  superficie 
ancora  in  una  conica.  V equazione  di  una  tal  su- 
perficie è 

p'^S  +  2pqS,  +  q'S2-0 

dove  p^  q  sono  forme  di  1.^  grado,   e  S  Si  S2  di 
2.^  grado. 

3.  La  superfìcie  di  4.^  ordine  con  due  tacnodi , 
cioè  punti  in  cui  si  toccarlo  due  falde  della  su- 
perfìcie (Selhstberiihrungspimlcte)  ;  ogni  piano  per 
la  congiungente  tali  due  punti  taglia  la  superfìcie 
secondo  due  coniche  che  si  toccano  nei  medesimi. 


X//,  o.  —  Qtiart,  con  infinite  coniche.    449 


Vequazione  della  superficie  è 

dove  cp  è  una  forma  quadratica^  p^  q  sono  due 
forme  lineari^  ^  (Pì  qY  rappresenta  una  forma  di 
4.^  grado  in  p^  q. 

In  tutti  questi  casi  i  piani  che  tagliano  la  su- 
perficie nel  modo  richiesto  formano  un  fascio. 

Vi  sono  superficie  di  4*^  ordine  di  cui  le  se- 
zioni prodotte  da  piani  tangenti  (tutti  o  alcuni) 
risultano  di  due  coniche.  Esse  sono: 

1.  La  superficie  avente  tre  rette  doppie  che  si 
incontrano  in  un  punto  ^(superficie  romana  di 
Steiner)  ;  le  sezioni  fatte  da  qualunque  piano  tan- 
gente risultano  di  due  coniche. 

2.  La  superficie  con  una  conica  doppia  e  un 
punto  doppio  ;  ogni  piano  tangente  pel  punto  dop- 
pio^ taglia  la  superficie  secondo  due  coniche.  La 
equazione  di  tale  superficie  è 

dove  cp,  ^  sono  forme  quadratiche  epe  forma  li-- 
neare^  e  propriamente  ^'-=0  rappresenta  un  cono 
di  2.0  ordine^  il  cui  vertice  è  sulla  quadrica  cp  =  0. 
Vi  sono  superficie  di  4,^  ordine  di  cui  ogni 
piano  hitangente  le  taglia  in  due  coniche.  Esse 
sono  : 

1.  Le  superficie  con  una  conica  doppia. 

2.  Le  superficie  rigate. 

Nei  paragrafi  seguenti  tratteremo  separatamente 
delle  principali  specie  di  superficie  qui  enumerate, 
cioè  : 

a)  Le  superficie  a  conica  doppia; 
Pascal.  29 
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h)  Le  superfìcie  a  retta  doppia; 
e)  La  superfìcie  di  Steiner; 
d)  Le  superficie  rig-ate. 
In  quanto  alla  superficie  a  due  tacnodi^  esse  non 
sono  state  finora  molto  studiate. 


§  6.  —  Le  superficie  di  4.^  ordine 

A   CONICA  DOPPIA   0   CUSPIDALE. 

Per  i  numeri  caratteristici  relativi  a  questa  su- 
perficie si  vegga  il  §  1,  Gap.  XIL 

Ogni  piano  dello  spazio  taglia  tale  superficie  in 
una  curva  di  4,^  ordine  con  due  punti  doppi;  ogni 
jnano  tangente  la  taglia  in  una  curva  di  4.^  ordine 
con  tre  punti  doppi,  ogni  piano  bitangente  in  due 
coniche^  e  ogni  piano  tritangente  in  una  conica  e 
in  due  rette. 

Per  un  punto  possono  condursi  10  piani  che 
tagliano  la  superfìcie  in  coppie  di  coniche. 

Sulla  conica  doppia  vi  sono  quattro  punti  uni' 
planari  o  cuspidali;  i  piani  tangenti  in  questi  pas- 
sano  per  uno  stesso  punto. 

Uequazione  generale  di  tale  superfìcie  è 

dove  cp  =  0,  '1^0  rappresentano  due  quadriche, 
e  p:=.()  un  piano,  la  cui  intersezione  con  9  =:  0  è 
la  conica  doppia  della  superfìcie. 

La  curva  parabolica  della  superfìxie  (di  ord.  32) 
si  compoìie  della  conica  doppia  contata  8  volte, 
della  intersezione  di  cp  z=  0  e  'j'  =  0  contata  due 
volte^  e  di  tm^  altra  curva  di  8.^  ordine. 
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La  superficie  contiene  16  rette  (che  si  appog- 
giano naturalmente  alla  conica  doppia)  ognuna 
delle  quali  è  tagliata  da  cinque  altre.  La  confi- 
gurazione di  queste  16  rette  è  la  stessa  di  quella 
delle  16  rette  che  restano  dalle  27  di  una  super- 
ficie di  3.^  ordine^  quando  di  queste  si  sopprime 
ima  retta  e  tutte  le  10  che  la  incontrano. 

Ogni  piano  condotto  per  una  delle  16  rette  ta- 
glia ancora  la  superficie  in  una  cubica  con  un 
punto  doppio. 

Vi  sono  40  piani  tritangenti  per  la  superficie^ 
ognuno  dei  qucdi  contiene  2  rette. 

I  piani  hitangenti  della  superficie  inviluppano 
cinque  coni  di  2.^  ordine.,  che  si  chiamano  i  cin- 
que coni  di  KuMMER.  Questi  cinque  coni  formano 
dunque  la  sviluppahile  bitangente  della  superfìcie 
(di  10.^  ordine). 

I  40  piani  tritangenti  della  superficie  formano 
fra  loro  la  stessa  configurazione  che  i  40  piani 
restanti  dai  45  di  una  superficie  cubica,  quando 
si  sopprimano  i  5  piani  passanti  per  una  retta 
fissa. 

Uno  qualunque  dei  coni  di  Kummer  è  toccato 
dalle  16  rette  della  superficie;  queste  si  distribui- 
scono a  due  a  due  in  otto  piani  tangenti  ad  un 
cono  di  Kummer.  Quindi  rispetto  a  ciascuno  dei 
cinque  coni,  le  16  rette  si  distribuiscono  diversa- 
mente in  8  coppie;  questa  distribuzione  è  la  me- 
desima di  quella  colla  quale  le  medesime  rette, 
considerate  come  appartenenti  ad  una  superficie 
cubica,  si  distribuiscono  rispetto  a  ciascuno  dei 
cinque  piani  soppressi  ;  propriamente  se,  per  fis- 
sare le  idee,  chiamano  a,  b  le  due  rette  di  un  piano 
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soppresso,  le  i6  rette  si  distribuiscono  in  8  coppie 
tali  che  le  due  di  ciascuna  coppia  si  tagliano  fra 
loro  e  tagliano  o  la  retta  a  o  la  retta  b,  ■ 

Si  stabilisce  così  una  corrispondenza  fra  i  5  coni 
relativi  a  S^  e  i  ò  piani  soppressi  relativi  a  Sg. 

La  tangente  in  un  punto  P  della  conica  doppia 
di  S^if  e  le  congiungenti  P  coi  vertici  dei  5  coni, 
sono  le  generatrici  di  un  cono  guadrico. 

I  coni  di  Kummer  passano  pei  punti  cuspidali 
situati  sulla  linea  doppia;  i  piani  tangenti  ai  coni 
in  tali  punti  segano  la  superficie  in  due  coniche 
tangenti. 

Colle  16  rette  della  superficie  si  possono  for- 
mare DUE  diverse  specie  di  aggruppamenti  gobbi 
di  4  rette^  cioè  aggruppamenti  di  4  rette  che  a 
due  a  due  non  si  tagliano;  un  aggruppamento 
della  1.^  specie  è  tale  che  ogni  altra  delle  12  rette 
restanti  taglia  sempre  almeno  una  delle  4  rette 
delV aggruppamento  ;  un  aggruppamento  della  2.^ 
specie  è  tale  che  fra  le  i2  rette  restanti  ve  ne  è 
sempre  una  e  una  sola  che  non  taglia  alcuna  delle 
4  rette.  Tali  aggruppamenti  si  chiamano  rispetti- 
vamente quadruple  di  1.^  e  2.^  specie.  Di  1,^  spe- 
cie ve  ne  sono  40  e  di  2.^  specie  ve  ne  sono  80. 

Ad  ogni  quadrupla  ne  corrisponde  un^  altra 
della  stessa  specie,  colla  proprietà  che  ciascuna 
delle  4  rette  di  questa  taglia  una  e  una  sola  delle 
rette  della  prima. 

Le  due  quadruple  si  chiamano  coniugate^  e  in- 
sieme formano  una  biquadrupla  (Doppelvier  di 
Clebsch). 

Ad  ogni  biquadrupla  di  2.^  specie  ne  corrispon- 
dono quattro  altre  in  modo  che  le  rette  contenute 
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nella  prima  e  in  una  delle  altre  sono  tutte  le  16 
rette  della  super  fide.  ^^^ 

Colle  16  rette  si  possono  formare  16  quintuple 
gohbe^  cioè  assiemi  di  5  rette  che  a  due  a  due  non 
si  incontrano,  e  non  si  possono  formare  assiemi 
gobbi  composti  con  un  numero  maggiore  di  rette. 

Il  gruppo  delle  sostituzioni  fra  le  16  rette  ha 
per  ordine  5  !  16. 

Le  radici  delV equazione  di  16.^  grado  da  cui 
dipende  la  determinazione  delle  16  rette  della  su- 
perficie di  4.^  ordine  a  conica  doppia.,  sono  fun- 
zioni razionali  delle  radici  di  una  certa  equazione 
di  10."^  grado,  la  quale  a  sia  volta  si  scinde  in  5 
fattori  quadratici  colla  risoluzione  di  un^  equa- 
zione di  5.°  grado. 

Sono  stati  poi  anche  diffusamente  studiati  ì  po- 
liedri formati  coi  40  piani  tritaugenti  (v.  le  cita- 
zioni più  sotto). 

Dalle  cose  sopraddette  risulta  che  i  piani  delle 
coniche  della  superficie  sono  tangenti  ai  coni  di 
Kummer,  e  naturalmente  in  ogni  piano  vi  sono 
due  coniche.  Si  hanno  dunque  10  sistemi  di  co- 
niche appartenenti  alla  superficie.,  e  ad  ogni  si- 
stema ne  corrisponde  un  altro  che  può  dirsi  ad  esso 
coniugato.^  perchè  una  conica  del  primo  sta  sem- 
pre nello  stesso  piano  con  una  certa  conica  del 
secondo. 

Per  ogni  punto  della  superficie  (non  situato 
sidla  curva  doppia)  passa  una  conica  di  ciascuno 
dei  10  sistemi. 

Facendo  astrazione  dalle  intersezioni  che  pos- 
sono ayer  luogo  in  punti  della  curva  doppia,  si 
ha:  Le  coniche  appartenenti  ad  uno  stesso  sistema 
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non  si  incontrano  ;  due  coniche  qualunque  appar- 
tenenti a  due  sistemi  coniugati  si  incontrano  in  due 
punti;  e  due  appartenenti  a  due  sistemi  diversi 
(non  coniugati)  si  incontrano  in  un  punto. 

Segando  con  un  piano  qualunque  il  cono^  col 
vertice  in  un  punto  P  della  curva  doppia^  e  tan- 
gente alla  superficie,  si  ha,  oltre  le  tracce  dei  due 
piani  tangenti j  una  curva  piana  generale  di  4.^ 
ordine  (Zeuthen,  1879  ;  v.  Ann.  'di  mat.,  XIV, 
pag.  34). 

Questa  curva  di  4.^  ordine  ha  per  tangenti  dop- 
pie, le  tracce  dei  due  piani  tangenti  alla  super- 
ficie,  le  tracce  dei  die$i  piani  che  da  P  si  possono 
condurre  a  segare  la  superficie  in  una  coppia  di 
coniche  (v.  sopra),  e  le  tracce  dei  16  piani  die 
passano  per  P  e  per  le  16  rette  della  superficie. 

Le  coniche  della  superficie  si  proiettano  in  co- 
niche quadritangenti  alla  curva  di  4.®  ordine. 

Se  P  è  uno  dei  4  punti  cuspidali  situati  sulla 
curva  doppia  (v.  sopra)  la  proiezione  del  contorno 
della  superficie  avrà  un  punto  doppio  sulla  traccia 
del  piano  tangente  in  P. 

Proiettando  ora  invece  la  superficie  dal  vertice 
di  uno  dei  coni  di  Kummer,  il  contorno  di  essa 
si  proietta  nella  traccia  del  cono  contata  due  volte, 
e  in  una  curva  di  4.^  ordine  con  due  punti  doppi, 
toccata  in  quattro  punti  sia  dalla  predetta  traccia, 
sia  dalla  proiezione  della  conica  dopjpia  (Zeu- 
then, Id.) 

Dei  precedenti  teoremi  lo  Zeuthen  si  servi  per 
classificare  le  quartiche  a  conica  doppia,  dal  punto 
di  vista  della  realità  delle  sue  rette  e  dei  coni  di 
Kummer. 
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I  principali  suoi  risultati  sono  i  seguenti: 
Esistono  i  seguenti  tipi  di  quartiche  reali  a  co- 
nica doppia  reale: 

A)  Le  16  rette  sono  reali  e  i  5  coni  sono 
reali.  I  dieci  sistemi  di  coniche  sono  reali,  ognuno 
con  4  coppie  di  rette  reali  ; 

B)  Otto  rette  sono  reali  e  3  coni  sono  reali; 
le  altre  8  rette  sono  immaginarie  senza  punti  reali; 
sei  sistemi  di  coniche  sono  reali,  e  nessuna  coppia 
di  rette  coniugate; 

C)  Quattro  rette  sono  reali  e  un  cono  è  reale. 
Due  sistemi  di  coniche  sono  reali,  ognuno  con  due 
coppie  di  rette  reali  e  due  coppie  di  rette  coniu- 
gate. Dalle  12  rette  immaginarie  quattro  hanno 
un  punto  reale,  e  le  altre  no. 

DJ  Nessuna  retta  è  reale,  e  i  cinque  coni 
sono  tutti  reali.  Sei  sistemi  di  coniche  sono  reali, 
e  non  contengono  alcuna  coppia  di  rette  reali  o 
coniugate.  Tutte  le  16  rette  sono  immaginarie 
senza  punti  reali; 

E)  Nessuna  retta  è  reale,  e  i  cinque  coni 
sono  tutti  reali.  Tutte  le  16  rette  sono  immagi- 
narie ma  con  un  punto  reale.  Due  sistemi  di  co- 
niche sono  reali,  ad  ognuno  dei  quali  apparten- 
gono quattro  coppie  di  rette  immaginarie  co- 
niugate ; 

E)  Nessuna  retta  è  reale  e  solo  tre  coni  sono 
reali;  delle  16  rette,  otto  hanno  un  sol  punto  reale 
e  otto  no.  Due  sistemi  di  coniche  sono  reali  ognu- 
no con  due  coppie  di  rette  coniugate. 


La  superficie  84^  di  cui  trattiamo  fu  studiata 
prima  da  Clebsch  mediante  la  sua  rappresenta- 
zione piana  (v.  Cap.  IX,  S  ^)» 
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Secondo  questa  rappresentazione  ad  una  retta 
di  S4  corrisponde  nel  piano  una  conica  passante 
per  5  punti  fondamentali  ;  alle  5  rette  che  tagliano 
quella,  corrispondono  i  cinque  punti  fondamen- 
tali, e  alle  altre  10  rette  corrispondono  le  rette 
che  congiungono  questi  a  due  a  due, 

A  ciascuna  coppia  di  sistemi  coniugati  di  co- 
niche di  S^  corrispondono  le  coniche  passanti  per 
4  dei  5  punti  fondamentali,  e  le  rette  passanti  pel 
5,^  punto. 

Le  immagini  delle  sezioni  piane  di  S4  sono  ^^ 
cubiche  di  un  sistema  lineare  di  cubiche  passanti 
pei  5  punti  fondamentali. 

L^  immagine  della  conica  doppia  di  5^  è  una 
cubica  del  medesimo  sistema. 

Una  proprietà  importante  la  quale  dà  anche  un 
mezzo  per  studiare  la  superficie  è  quella  che  mette 
in  relazione,  per  mezzo  di  una  trasformazione  bi- 
razionale  dello  spazio,  questa  superficie  con  una 
superficie  generale  di  3.^  ordine.  Tale  ricerca  fu 
fatta  da  Qeiser  {Creile,  LXX)  e  Cremona  [Rend, 
Ist  Lomb,,  1871), 

Colla  trasformazione 

a?i  :  ^2  :  ^3  :  ^4  ==  2/i'  :  Vi  2/2  -ViV^'  2/2  2/4  -  2/3' 
ovvero 

2/1 : 2/2 : 2/3  : 2/4  —  ^1  ^2  :  ^2'  :  ^2  ^3  :  ^1  ^4  +  ^3^ 

ad  una  superficie  generale  di  3,^  ordine  Sg  pas- 
sante per  la  conica  or2  =  0,  or^  x^^  +  x^^  =  0  dello 
spazio  (x),  ma  non  toccata  in  Xi  —  002  =  00^===  0, 
dal  piano  x^  =  0,  corrisponde  nello  spazio  (y)  una 
superficie  S^  di  4,"^  ordine  a  conica  doppia  (Cre- 
mona). 
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La  conica  doppia  è  propriamente 

Alle  27  rette  di  Sg  corrispondono  :  1)  le  10  rette 
di  ^4,  2}  10  coniche  di  84^  passanti  per 

yi=y2  =  ys  =  o 

e   in   tal  punto  toccate   dal   piano   ^72  =  0,    3)  il 
punto  yi  =  1/2  =  y^  =  0. 

Con  questi  principi  si  può  anche  ricavare  la 
rappresentazione  piana  di  84^  dalla  rappresenta- 
zione piana  di  ^3. 


Un  caso  particolare  della  superficie  che  qui  con- 
sideriamo è  quello  in  cui  la  conica  doppia  si  scinda 
in  due  rette  che  si  taglino. 

Uequazione  della  sìiperficie  può  allora  ridursi 
alla  forma 

x^  x^  +  2mx^  X2  a?3  ^4  F  x^^  cp  =  0 

dove  9  è  una  forma  quadratica.  Le  due  rette  dop- 
pie sono  contenute  nel  piano  ^4  =  0  ^  sono  le  in- 
tersezioni di  questo  cogli  altri  due  piani 

Xi  =  0,   ^2  =  0- 

In  questo  caso  la  superficie  ha  ancora  16  rette, 
di  cui  otto  si  appoggiano  ad  una  delle  rette  dop- 
pie, e  otto  air  altra;  ognuna  fra  le  prime  otto  è 
tagliata  da  quattro  rette  delV  altro  sistema. 

Su  ciascima  delle  due  rette  doppie  vi  sono  due 
punti  uniplanari  0  cuspidali. 

I  coni  di  Kummer  si  riducono  propriamente  a 
quattro;  il  quinto   è   composto   dall'assieme  delle 
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due  rette   doppie^   considerato   come  inviluppo  di 
piani. 


Un  altro  caso  notevole  ò  quello  in  cui  la  co- 
nica invece  d^ essere  doppia  sia  cuspidale;  ogni 
suo  punto  cioè  sia  ìtniplanare. 

Per  i  numeri  caratteristici  relativi  a  questo  caso 
V.  la  tabella  del  §  1. 

In  tal  caso  i  piani  tangenti  alla  superficie  nei 
punti  della  conica  cuspidale  passano  tutti  per  uno 
stesso  punto. 

Esiste  allora  un  piano  tangente  alla  superficie^ 
che  la  tocca  lungo  una  conica^  la  quale  incontra 
in  due  punti  la  conica  cuspidale. 

Un  piano  qualunque  passante  per  uno  di  questi 
taglia  la  superficie  in  una  curva  avente  quel  punto 
per  tacnodo  (punto  in  cui  si  toccano  due  rami^ 
Selbstberiihrungspunkt^  close-point). 

La  superficie  possiede  due  quaterne  di  rette;  le 
quattro  rette  di  una  quaterna  passano  tutte  per 
uno  dei  due  tacnodi^  e  stanno  nel  piano  delle  tan- 
genti in  questo  alle  due  coniche^  la  cuspidale  e 
l'altra.  Chiamiamo  :r,  t-/  i  due  piani  delle  due  qua- 
terne; si  ha  allora: 

La  superficie  ha  solo  tre  coni  di  Kummer,  i 
cui  vertici  sono  nella  retta  cV  intersezione  dei  due 
piani  -^  e  tJ  ;  quei  tre  coni  passano  per  la  conica 
cuspidale. 


Sono  poi  stati  considerati  i  casi  in  cui  la  super- 
ficie abbia,  oltre  la  conica  doppia  o  cuspidale  an- 
che dei  punti  doppi  isolati. 
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Una  superficie  di  4,^  ordine  a  conica  doppia  non 
può  avere  più  che  quattro  di  tali  punti  doppi 
isolati. 

Tali  superficie  furono  studiate  specialmente  da 
KoiiNDORFER  (Math.  Ann..,  I,  II)  e  più  tardi  da 
SsaRE  (7d,  XXIV)  insieme  a  molti  altri  casi 
particolari. 

Se  un  punto  doppio  isolato  va  a  cadere  sulla 
conica  doppia,  si  ha  una  superficie  clie  il  Che- 
mona  {Rend.  Ist.  Lomb.^  1871)  dimostrò  potersi 
derivare  da  una  quadrica,  per  mezzo  della  trasfor- 
mazione birazionale  cui  abbiamo  sopra  accennato. 

Altri  casi  analoghi  sono  trattati  da  Segre  {cit.) 

Supposta  la  cojiica  doppia  e  non  degenere  si 
distinguono.,  in  rapporto  agli  altri  punti  doppi 
che  la  superficie  può  avere.,  18  diverse  specie  di 
superficie. 


Le  superficie  di  4."*  ordine  a  conica  doppia  fu- 
rono cominciate  a  studiare  da  Kummer  nel  1863 
{Creile^  LXIV).  Indi,  partendo  da  altri  punti  di 
vista,  MouTARD,  Darboux  e  Casey  si  occupa- 
rono moltissimo  di  un  caso  speciale  e  assai  note- 
vole di  tali  superficie,  il  caso  cioè  delle  ciclidi  (di 
cui  tratteremo  nel  prossimo  paragrafo),  in  cui  la 
conica  doppia  ò  il  cerchio  immaginario  all'infinito 
(i  casi  particolari  del  toro  e  della  ciclide  di  Dupin 
erano  già  conosciuti  da  molto  tempo). 

Nel  1868  il  Clebsch  {Creile,  LXIX)  a  propo- 
sito delle  ricerche  sulla  rappresentazione  piana 
delle  superficie,  riprese  gli  studi  sulle  superficie 
di  4.^  ordine  a  conica  doppia  generale,  e  i  suoi 
lavori  furono  seguiti  da  quelli  di  Cremona,  Korn- 
dorfer  'cit.)',  Cayley  (Qnart.J.,  X,  XI,  1870-71). 
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Tralasciando  di  citare  i  lavori  sulle  ciclidi,  di 
cui  tratteremo  nel  seguente  paragrafo,  citeremo 
ancora  come  importante  il  lavoro  di  Zetjthen  del 
1879  (scritto  in  danese,  e  tradotto  in  italiano  da 
Loria,  Ann.  di  mai.,  XIV)  in  cui  l'autore  si  pro- 
pose specialmente  la  classificazione  delle  superficie 
in  discorso  nel  senso  da  noi  sopra  già  riferito. 

Nel  1884  il  Segre,  in  un  esteso  lavoro  conte- 
nuto nel  voi.  XXIV  dei  Matìi.  Ann.,  si  propose 
di  trattare  tutta  la  teoria  di  siffatte  superficie  da 
un  nuovo  punto  di  vista,  e  cioè  considerandole 
come  proiezioni  nello  spazio  a  3  dimensioni,  del- 
l'intersezione di  due  varietà  quadratiche  a  tre  di- 
mensioni situate  nello  spazio  a  4  dimensioni. 

Il  lavoro  del  Seqre  è  ricco  di  moltissimi  risul- 
tati, alcuni  già  conosciuti,  altri  nuovi,  e  contiene 
infine  una  dettagliata  classificazione  di  tutte  le 
varie  specie  di  superficie  a  conica  doppia  o  cuspi- 
dale, degenere  o  no,  con  o  senza  altri  punti  doppi 
isolati. 

Le  superficie  a  conica  cuspidale  erano  già  state 
considerate  da  Cremona  [Acc.  Bologna,  1872),  e 
ToTossY  {Matìu  Ann.,  XIX). 

In  quanto  poi  ad  uno  studio  particolareggiato 
della  configurazione  delle  16  rette  o  dei  40  piani 
tritaugenti  della  superficie  citeremo  i  lavori  di 
Berzolari  {Anyi,  di  mai.,  XIII)  e  Pereno  (id, 
XXI)  e  per  maggiori  particolari  storici  e  biblio- 
grafici si  può  vedere  l' introduzione  al  citato  la- 
voro del  Segre,  e  il  libro  più  volte  citato  di 
Loria  {Teorie  geometriche,  ecc.). 
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§  7.  —  Le  ciclidi.  La  ciclide  di  Dupin. 

Le  ciclidi  sono  superficie  di  4.^  ordine  che  hanno 
per  conica  doppia  il  cerchio  immaginario  all'  infi- 
nito. Il  nome  di  ciclidi  fu  dato  a  tali  superficie, 
da  Darboux  e  Casey,  mentre  Cayley  le  chiamò 
superfìcie  biciclicìie^  o  hicir colavi. 

La  ciclide  è  V  inviluppo  di  •una  sfera  che  taglia 
ortogonalmente  una  data  sfera^  mentre  il  suo  cen- 
tro descrive  una  data  quadrica  (Casey,  PhiL 
Trans.,  CLXI,  1871). 

L'equazione  di  una  ciclide  può  scriversi  in  vari 
modi. 

Siene  X^  =  0,  X^  =  0,  X3  =  0,  X4  =  0  le  equa- 
zioni di  quattro  sfere  ;  la  equazione  di  una  ciclide 
potrà  scriversi: 

dove  92  rappresenta  una  forma  generale  di  2.® 
grado. 

La  sfera  fissa  per  la  generazione  della  ciclide 
è  la  Jacohiana  di  queste  4  sfere^  ognuna  delle 
quali  rappresenta  una  posizione  della  sfera  mobile 
ortogonale  alla  fissa. 

L'equazione  della  ciclide  può  anche  ridursi  alla 
forma  (in  coordinate  cartesiane) 

{x'  +  ,/  +  z'r  +  S.^  =  0 

dove  82=^0  è  r equazione  di  una  quadrica. 
L'equazione  di  una  ciclide  può  anche  esprimersi 
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mediante  le  equazioni  di  cinque  sfere 
X,=-0,...  X5-O 

le  qnali  si  taglino  fra   loro   ortogonalmente,  con 
una  qualunque  delle  formole 

ai    X^^  +  a^    X^'  +  as    X^' +  a^    X,^  =  0 
a\   X^^-\-a\^   X^'-\-a\  X^  ■\' a\  Xr^  =  ^ 

a^^  X,'  +  a^^^  X,'  +  a,^^  Xi  +  a^^^  x,'  =  0 

dove  le  a  sono  coefficienti  costanti;  queste  forme 
sono  tutte  fra  loro  equivalenti  perchè  fra  i  qua- 
drati delle  cinque  X  sussiste  una  relazione  lineare 
identica,  la  quale  corrisponde  alle  condizioni  di 
ortogonalità  delle  cinque  sfere  a  due  a  due. 
Tale  relazione  è 


==0 


dove  rj  . . .  rs  sono  i  raggi  delle  cinque  sfere. 

In  ciascuna  delle  cinque  equazioni  di  sopra^  la 
sfera  fissa  per  la  generazione  della  ciclide  appare 
rispettivamente  X5  =  0,  Xi  =  0  . . .  X4  =  0,  e  le  al- 
tre quattro  rappresentano  posizioni  diverse  della 
sfera  mobile.  La  stessa  superficie  appare  dunque 
generata  in  cinque  modi  diversi. 

Una  proprietà  importante  delle  ciclidi  è  quella 
di  essere  superficie  anallamatiche,  cioè  che  si 
trasformano  in  sé  stesse  con  una  trasformazione 
per  raggi  vettori  reciproci  (inversione). 

Le  anallamatiche  di  4.^  ordine  sono  le  ciclidi 
(Moutard). 


"1' 

+ 

ri 
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+ 
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La  sfera  fondamentale  per  la  inversione  è  quella 
a  cui  è  ortogonale  la  sfera  mobile  che  genera  la 
clclicle  nel  modo  suddetto.  Il  centro  di  tale  sfera 
è  il  vertice  di  uno  dei  cinque  coni  di  Knmmer 
relativi  alla  superfìcie  secondo  la  teoria  generale 
del  §  6. 

Una  ciclide  è  una  superficie  anallamatica  ri- 
spetto a  cinque  inversioni  diverse,  e  ciò  naturai- 
mente  in  corrispoìidenza  coi  cinque  coni  di  Kumyner. 

Questo  teorema  è  in  relazione  con  quello  già 
riferito  di  sopra,  che  cioè  una  medesima  ciclide 
si  può  generare  in  cinque  modi  diversi. 

Una  proprietà  caratteristica  per  le  ciclidi,  è  che 
i  piani  hitangenti  (i  spiani  tangenti  ai  coni  di 
Knmmer)  anziché  segare  la  superfìcie  in  una  cop- 
pia di  coniche  (come  nel  caso  del  paragrafo  pre- 
cedente) la  segano  in  una  coppia  di  cerchi.  Quindi 
anche  possiamo  dire: 

Per  ogni  punto  dello  spazio  passano  dieci  piani 
che  segano  la  superfìcie  in  una  coppia  di  cerchi. 
Di  qui  il  nome  di  superfìcie  hicircolari  dato  da 
Cayley. 

Supponiamo  assegnata  una  ciclide  generata  nel 
modo  sopraddetto  da  una  sfera  mobile  che  taglia 
ortogonalmente  una  sfera  fissa  Xi  =  0,  mentre  il 
suo  centro  descrive  una  quadrica  Si  =  0. 

Conduciamo  dal  centro  della  sfera  X  il  cono  i 
cui  piani  tangenti  sieno  perpendicolari  alle  gene- 
ratrici del  cono  assintotico  della  quadrica  Si  ;  tal 
cono  è  uno  dei  cinque  coni  di  Kummer. 

Ad  ogni  cono  di  Kummer  corrisponde  nel  modo 
sopraddetto  una  quadrica  Si. 

Le  cinque  quadriche  Si  sono  confocali. 
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La  intersezione  della  quadrica  Si  =  0  colla  cor- 
rispondente sfera  X^*  =  0  è  una  curva  che  si  chia- 
ma una  curva  focale  della  ciclide  ;  vi  sono  quindi 
cinque  curve  focali, 

A  questo  proposito  osserviamo  che  la  definizione 
di  curve  focali  per  una  superficie  qualunque  fu 
data  da  Darboux  {Compi.  Bend.^  1864}  come  esten- 
sione della  definizione  data  da  Chasles  e  altri  per 
le  quadriche. 

Si  considera  la  sviluppabile  circoscritta  alla  su- 
perficie e  i  cui  piani  tangenti  sieno  anche  tangenti 
al  cerchio  immaginario  all'infinito;  la  curva  dop- 
pia di  tale  sviluppabile  si  chiama  la  curva  focale 
della  superfìcie.  Per  ciascuna  tangente  della  fo- 
cale si  possono  condurre  due  piani  tangenti  co- 
muni alla  superfìcie  e  al  cerchio  alV  infìnito. 

Se  poi  il  cerchio  all'infinito  appartiene  alla  su- 
perficie allora  oltre  le  focali  ordinarie  si  possono 
anche  considerare  le  focali  cosiddette  singolari 
(Laquerre);  le  quali  sono  le  linee  doppie  della 
sviluppabile  circoscritta  alla  superfìcie  lungo  i 
punti  del  cerchio  immaginario  alV infìnito» 

E  importante  il  seguente  teorema  sulle  focali 
singolari  della  ciclide  :  (Laguerre,  De  la  GtOUr- 
nerie)  : 

Le  focali  singolari  della  ciclide  sono  le  focali 
ordinarie  di  ciascuna  delle  5  quadriche  che  ser- 
vono^ nel  modo  sopraddetto^  alla  generazione  della 
ciclide,  le  quali  cinque  quadriche  hanno  poi  (come 
si  è  sopra  detto)  le  medesime  linee  focali. 

In  un  fascio  di  sfere  vi  sono  12  sfere  che  toc- 
cano una  data  ciclide;  in  un  fascio  di  piani  ve 
ne  sono  12  che  toccano  una  ciclide^  e  in  una  stella 


X//,  7.  —  Ciclidi  speciali,  465 

di  rette  ve  ne  sono    12  che  sono  normali  ad  una 
data  ciclide. 

Le  ciclidi  rappresentate  dalV equazione 

X,'   .,      X/     ,      Xs^     ,      X,^     ,     X,' 


(io^é  X  è  w^  parametro  variabile^  sono  tutte  con- 
focali; esse  si  tagliano  fra  loro  ortogonalmente; 
e  per  un  punto  dello  spazio  passano  tre  ciclidi  di 
tal  sistema^  le  quali  perciò  formano  un  cosiddetto 
sistema  triplo  ortogonale  (v.  Geom,  differenziale), 

I  tre  corrispondenti  valori  di  X  possono  assu- 
mersi come  coordinate  di  un  punto  dello  spazio. 

Due  ciclidi  del  sistema  si  tagliano  secondo  le 
loro  linee  di  curvatura f  le  quali  perciò  sono  curve 
algebriche  (v.  Idem). 

Le  linee  di  curvatura  delle  ciclidi  formano  un 
sistema  ortogonale  isotermo  (y.  Id,), 


Supponendo  delle  particolarità  metriche  'nella 
quadrica  che  serve  a  costruire  la  ciclide,  si  hanno 
ciclidi  a  forme  speciali. 

Se  quella  quadrica  è  una  sfera^  la  ciclide  è  la 
superficie  di  rivoluzione  generata  dalle  ovali  di 
Cartesio  (vedi  più  avanti)  che  rotano  intorno  al 
loro  asse  focale.  In  tal  caso  il  cerchio  immagi- 
nario air  infinito  è  cuspidale  per  la  superficie. 

Se  quella  quadrica  è  di  rivoluzione  la  focale 
ordinaria  della  ciclide  è  doppiamente  tangente  al 
cerchio  alV  infinito,  Darboux  chiamò  tali  ciclidi 
ciclidi  di  Cartesio» 

Se  infine  la  quadrica  è  priva  di  centro  (para- 
boloide)., allora  una  delle  focali  singolari  va  al- 
Pascal.  30 
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V  infinito,  e  la  cidide  si  scompone  in  una  super- 
ficie di  3.^  ordine j  che  passa  pel  cerchio  immagi- 
nario alV  infinito,  e  nel  piano  alV  iyifinito  stesso. 

Si  ha  allora  la  cosiddetta  cidide  di  3.^  ordine 
0  parabolica. 

Questa  contiene  evidentemente  una  retta  nel 
piano  alV  infinito,  per  la  quale  passano  cinque 
piani  tritangenti  della  superficie;  i  punti  di  con- 
tatto di  questi  sono  i  cinque  vertici  dei  cinque 
coni  di  Kummer;  ciascuno  di  questi  si  riduce  ad 
lina  coppia  di  rette,  situate  sulla  superficie,  e  ogni 
piano  passante  per  una  delle  10  rette  così  formate 
taglia  naturalmente  la  superficie  secondo  cerchi. 

Da  una  cidide  generale  si  ottiene  una  cidide 
di  3.®  ordine  trasformandola  per  raggi  vettori  re- 
ciproci e  ponendo  il  ceyitro  d^  inversione  sulla  su- 
perficie stessa. 


Supponendo  ora  che  la  quadrica  5^  e  la  sfera 
direttrice  X  abbiano  speciale  posizione  l'una  ri- 
spetto all'altra,  p.  es.  sieno  tangenti,  si  hanno  le 
ciclidi  a  punti  doppi. 

Come  le  superficie  studiate  nel  paragrafo  pre- 
cedente, così  anche  le  ciclidi  possono  avere  da  1 
sino  a  4  punti  doppi  isolati. 

Le  ciclidi  a  punti  doppi  possono  sempre  consi- 
derarsi come  le  superficie  inverse  (le  trasformate 
per  un' inversione)  di  superficie  di  2.^  ordine. 

U inversa  di  una  quadrica  generale  è  una  ci- 
dide con  un  punto  doppio  ;  quella  di  un  cono 
quadrico  generale  è  una  cidide  con  due  punti 
doppi;  quella  "-di  una  quadrica  di  rotazione  è  una 
cidide  con  tre  punti  doppi,  e  finalmente  V inversa 

È 
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di  un  cono  di  rotazione  è  una  ciclide  e  quattro 
punti  doppi  isolati  (h  ciclide  di  Dupin). 

La  ciclide  con  un  sol  punto  doppio  si  ha  quando 
nella  sopraindicata  generazione  della  ciclide^  la 
quadrica  Si  è  tangente  in  un  sol  punto  alla  sfera 
Xi  (sfera  direttrice)  ovvero  quando  questa  si  ri- 
duce ad  un  punto. 

Una  tal  ciclide  può  anche  definirsi  come  la  co- 
siddetta podaria  di  una  quadrica  per  rapporto  ad 
un  punto  0  della  stessa,  cioè  come  il  luogo  dei 
piedi  delle  normali  abbassate  da  0  ai  piani  tan- 
genti della  quadrica. 

Se  la  quadrica  S  è  bitangente  alla  sfera  X,  si 
ha  il  caso  della  ciclide  a  due  punti  doppia  che, 
come  abbiamo  detto,  è  la  superficie  inversa  di  un 
cono  quadrico  generale. 

Il  caso  in  cui  tali  due  punti  doppi  cadano  sul 
cerchio  immaginario  all'  infinito  fu  studiato  da 
De  La  Gournehie  {J.  Ec.  Pohjtech.,  XXIII,  1863; 
J.  de  Liouville,  2.^  s.  X,  1865)  e  Cayley  {Quart. 
J.,  X,  XI,  1870). 

La  superficie  generata  da  una  conica  che  rota 
intorno  ad  una  retta  non  situata  nel  suo  piano, 
è  in  generale  una  ciclide  con  soli  due  punti  doppi 
situati  sul  cerchio  immaginario  alV  infittito  ;  essi 
sono  propriamente  i  due  punti  ciclici  nel  piano 
perpendicolare  alleasse  di  rotazione. 

Passiamo  infine  alla  ciclide  di  Dupin  (a  quattro 
punti  doppi). 

Nella  ciclide  di  Dupin  due  almeno  dei  punti 
doppi  sono  sempre  immaginari.,  e  le  16  rette  sono, 
in  generale,  tutte  immaginarie;  delle  6  congiun- 
genti i  punti  doppi,  quattro  almeno  sono  sempre 
immaginarie.     • 
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Dei  cinque  coni  di  Kumnier  imo  solo  non  de- 
genera, e  i  suoi  piani  tangenti  tagliano  quindi  la 
superficie  in  cerchi;  gli  altri  quattro  degenerarlo 
in  quattro  piani  tangenti  siìtgolari,  (tangenti  alla 
superficie  lungo  tutta  una  curva)  dei  quali  almeno 
due  sono  sempre  immaginari. 

Le  linee  di  curvatura  della  ciclide  di  Dupin 
sono  cerchi. 

La  ciclide  di  Dupin  si  può  definire  come  V  in- 
viluppo di  una  sfera  il  cui  centro  si  muove  in  un 
piano,  e  che  tocca  due  date  sfere;  ovvero,  coyne 
V inviluppo  di  una  sfera  il  cui  centro  si  muove  su 
di  una  conica  e  che  tocca  una  data  altra  sfera,  ov- 
vero, come  V  inviluppo  di  una  sfera  il  cui  centro 
si  muove  su  di  una  conica  e  che  taglia  ortogonal- 
mente un^  altra  sfera. 

La  definizione  data  da  Dupin,  cioè  V  inviluppo 
di  una  sfera  che  tocca  tre  date  sfere,  non  indivi- 
dua una  sola  ciclide,  ma  ne  determina  quattro. 

E  evidente  inoltre  che  il  toro  (la  superficie  ge- 
nerata da  un  cerchio,  che  rota  intorno  ad  una 
retta  del  suo  piano)  è  una  speciale  ciclide  di  Dupin. 

Se  i  4  punti  doppi  sono  immaginari  una  forma 
della  ciclide  è  la  cosiddetta  ciclide  anulare  (Ring- 
cyclide)  di  cui  è  caso  particolare  il  toro. 

Se  due  soli  dei  punti  doppi  sono  reali  (altri  casi 
non  sono  possibili,  v.  sopra)  due  forme  di  ciclidi 
sono,  la  ciclide  a  corno  (Horncy elide)  formata  di 
due  falde  esterne  l'una  all'altra,  terminanti  a  punte, 
e  riunite  per  i  due  punti  doppi,  e  la  ciclide  a  fuso 
(Spindelcy elide)  formata  di  due  falde  interne  Funa 
all'altra  e  riunite  in  due  punti. 

Come  per  le  ciclidi  generali,  così  anche  per  le 
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ciclidi  Dupin,  si  può  immaginare  che  la  conica 
che  deve  contenere  i  centri  delle  sfere  mobili  il 
cui  inviluppo  è  la  ciclide,  diventi  una  parabola; 
ipotesi  analoga  a  quella  che  dà  luogo  per  le  ci- 
clidi generali,  alle  ciclidi  di  3.^  grado  o  parabo- 
liche. 

Si  hanno  allora  le  ciclidi  di  Dupin  paraboIicJie^ 
le  quali  sono  superficie  solo  di  3,"  ordine^  perche 
si  stacca  il  piano  all'infinito. 

Di  tali  ciclidi  se  ne  possono  costruire  dei  se- 
guenti tipi,  e  cioè  la  ciclide  parabolica  a  corno 
(Par aboliscile  Horncyclide)  in  cui  due  punti  doppi 
sono  reali;  la  ciclide  parabolica  ad  anello  (Para- 
bolisclie  Bingyclide)  in  cui  i  4  punti  doppi  sono 
tutti  immaginari. 

Queste  superficie  hanno  falde  che  si  estendono 
aW infinito;  ad  esse  appartengono  una  retta  al- 
V  infinito^  e  alcune  altre  rette  reali. 

Di  tutte  queste  ciclidi  sono  stati  costruiti  mo- 
delli in  gesso  (v.  il  Catalog  math.  Modelle  von 
Brill  in  Darmstadt)  ;  esemplari  di  questi  modelli 
sono  anche  posseduti  dall'Istituto  matematico  del- 
l'Università di  Pavia. 


La  classificazione  delle  ciclidi  fu  fatta  in  modo 
completo  per  la  prima  volta  da  Loria  {Acc,  To- 
rino, 1884)  il  quale  distinse  18  specie  diverse  di 
ciclidi,  in  rapporto  alle  altre  singolarità  che  la 
superfìcie  può  possedere;  queste  18  specie  corri- 
spondono naturalmente  alle  18  specie  delle  quar- 
tiche  a  conica  doppia  generale  studiate,  insieme 
ad  altre,  poco  tempo  dopo  da  SsaRE  (v.  para- 
grafo precedente).   Quest'ultimo   autore  dimostrò 
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poi  anche  che  delle  18  specie  di  ciclidi^  solo  dieci 
corrispondono  a  ciclidi  reali  (aventi  equazioni  a 
coefficienti  reali)  (v.  Math,  Ann.,  XXIV,  p.  439). 

La  più  antica  ciclide  studiata  è  quella  a  4  punti 
doppi  (DuPiN,  Applic,  de  Geom.,  1822)  di  cui  è 
caso  particolare  il  toro.  Nel  1860  Mannheim 
{Nouv.  Ann ,  1860)  fece  vedere  che  con  una  in- 
versione ogni  ciclide  di  Dupin  si  potea  trasfor- 
mare in  toro. 

Poco  dopo  le  ciclidi  furono  cominciate  a  stu- 
diare, come  superficie  anallamatiche  (v.  sopra)  da 
MouTAED  (Nouvelles  Ann.  de  math.,  2.''  s.,  Ili, 
1864),  da  Darboux  {Ann.  Ec.  norm.,  1865  e  seg., 
1872),  Maxwell  (Quart.  J.,  IX,  1867)  che  ne 
tentò  una  classificazione,  e  più  tardi  da  Casey 
{PhiL  Trans.,  CLXI,  1871)  in  un'estesa  Memoria. 

Sulla  teoria  di  tali  superficie  il  Darboux  pub- 
blicò più  tardi  una  monografia  a  parte  [Sur  une 
classe  remarquable  de  courbes  et  surfaces  alge- 
hriques,  Paris,  1873,  2.*  edit.  1896)  a  cui  riman- 
diamo il  lettore  per  ulteriori  particolari.  Final- 
mente il  Loria  nel  1884  (Acc.  Torino,  Meni., 
XXXVI)  intraprese  lo  studio  delle  ciclidi  par- 
tendo da  un  altro  punto  di  vista  e  profittando  di 
idee  già  introdotte  da  Lie,  Klein,  Rete  egli  fece 
servire  la  cosiddetta  geometria  delle  sfere,  in  cui 
si  considera  la  sfera  come  elemento  dello  spazio 
e  dei  complessi  e  congruenze  di  queste  ultime,  a 
stabilire  la  classificazione  in  18  specie.  (Vedi  più 
avanti  il  Gap.  XIV.) 
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§  8.  "-  Le  superficie  di  4.^  okdine 
con  una  eetta  doppia. 

L^ equazione  di  mia  tal  superficie  può  scriversi 
nel  seguente  modo  (Kummer) 

dove  p,  q  sono  funzioni  lineari  e  le  S  funzioni 

quadratiche   delle  coordinate.   IJ  intersezione   dei 

piani  p  =  0.  q  =  0  è  retta  doppia  per  la  superficie. 

La    medesima   equazione    può   anche    scriversi 

(Cayley) 

?4  (^1  ^2)  +  ?3  (^1  ^2)  ^3  +  1^3  (^1  ^2)  ^4  + 

+  ?2  (^1  ^2)  ^3^  -f  fe  (^l  ^2)  %  ^4.    T  X2  (^1  ^2)  ^^^  =  0 

c?ot;6  Ze  94,  93,  '1^2  ••  •  ^^^^  funzioni  di  x^a.^,  dei 
gradi  4,  3, . . . 

IJ  intersezione  dei  piani  iri  =  0,  ^2^=^^  ^  '^ 
retta  doppia  della  superficie. 

La  superficie  è  in  generale  di  20!"  classe. 

La  superficie  contiene  16  rette,,  oltre  la  retta 
doppia;  inoltre  vi  sono  64  piani  tritangenti  che 
segano  la  superficie  ciascuno  in  due  coniche^  uno 
dei  quattro  punti  d' incontro  di  queste  sta  sulla 
retta  doppia,^  e  gli  altri  tre  sono  i  tre  punti  di 
contatto  del  piano  tritangente. 

Le  16  rette  a  due  a  due  sono  in  un  medesimo 
piano  colla  retta  doppia;  si  aggruppano  perciò  in 
8  coppie,  e  ciascuna  di  esse  incontra  sempre  la 
retta  doppia. 
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Si  hanno  così  64  coppie  di  coniche  e  8  coppie 
di  rette;  ogni  coppia  di  coniche  rispetto  ad  ogni 
coppia  di  rette^  è  tale  che  una  conica  della  coppia 
taglia  una  sola  retta  della  coppia^  e  Valtra  conica 
taglia  Valtra  retta. 

Le  principali  particolarità  che  può  presentare 
questa  superficie  sono  le  seguenti: 

Uno  dei  piani  tangenti  nei  punti  della  linea 
doppia  può  essere  sempre  il  medesimo;  ciò  si  ha 
quando  le  tre  funzioni  'f2,  '12?  X2  delV equazione 
precedente.,  hanno  un  fattore  comune. 

In  tal  caso  una  delle  16  rette  della  superficie 
viene  a  coincidere  colla  retta  doppia. 

Ambedue  i  piani  tangenti  in  ciascun  punto  della 
retta  doppia  possono  essere  sempre  i  medesimi; 
ciò  si  ha  quando  le  tre  medesime  predette  funzioni 
sono  diverse  solo  per  un  fattore  costante. 

I  punti  della  retta  doppia  possono  essere  tutti 
uniplanari  ;  allora  la  retta  è  una  retta  cuspidale 
della  superficie;  il  piano  tangente  in  ciascun  punto, 
varia  però  da  punto  a  punto.  Ciò  si  ha  quando  i 
tre  ultimi  termini  sono  riducibili  alla  forma 

dove  9i  '\i  sono  funzioni  lineari  in  Xi  e  cc^. 

Infine  può  accadere  che  i  piani  tangenti  nei 
punti  della  retta  cuspidale,  sieno  sempre  i  mede- 
simi; ciò  si  ha  quando  i  tre  ultimi  termini  si  ri- 
ducono ad  una  forma  dei  due  tipi]  x^^x^x^  ov- 
vero x^x^. 

Nel  caso  che  la  retta  è  cuspidale  la  classe  della 
superficie  è  la  12^ 

Una  superficie  di  i.°  ordine  a  retta  doppia  può 
avere  sino  a  8  altri  punti  doppi  isolati* 
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L'equazione  di  una  superficie  di  4.°  ordine  a 
retta  doppia  e  quattro  punti  doppi,  può  scriversi 
nel  seguente  modo  :  sgabbiano  tre  quadriche  aventi 
una  retta  in  comune,  S=0,  >S'=:0,  S''  =  0.  Esse 
avranno  ancora  4  punti  comuni,  e  una  forma  qua- 
dratica di  S,  S\  S"  eguagliata  a  zero,  è  la  equa- 
zione d'una  tal  superficie. 

In  tal  caso  vi  sono  quattro  piani  che  passano 
per  la  retta  doppia^  e  per  ciascuno  dei  punti  dopjpi^ 
e  in  ciascuno  dei  piani  sono  situate  due  rette  della 
superfìcie  che  si  intersecano  nel  punto  doppio. 

La  superficie  di  i.®  ordine.^  a  retta  doppia.,  e  8 
pienti  doppi  ha  per  equazione 

0  Xi      ^2      1 

Xi      ^W      ^^\2      ^13 
^'Z      ^12      ^22      ^'23 

1  a^g    a2s    r/33 

dove  «11,  «22?  ^12  s^^^^  forme  quadratiche  in  ^3 
e  x^\  «231  ^13  8ono  forme  lineari^  e  «33  è  una  co- 
stante. 

Vi  sono  i  piani  passanti  per  la  retta  doppia.^  e 
tangenti  alla  superficie  lungo  un  altra  retta.,  su  cui 
sono  situati  due  punti  doppi. 

Gli  otto  punti  doppi  sono  a  4  a  4  in  8  piani., 
e  per  ognuno  di  essi  passano  4  di  tali  piani. 

Questa  superfìcie  si  presentò  a  Plùcker  (Neue 
Geom..,  I,  n.  213)  nella  teoria  dei  complessi  di  rette 
(v.  Geom.  della  retta,  Gap.  XIV.) 
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Per  la  teoria  delle  superficie  di  cui  abbiamo 
trattato  in  questo  paragrafo  si  può  vedere  Salmon- 
PiEDLER  (Gem.  d-  J?.,  II,  §  335  e  seg.)  di  cui  ci 
siamo  specialmente  serviti  ;  indi  aBche  Kummer 
(op.  cit.,  al  §  5),  Clebsch  (Math.  Ann.^  I,  p.  260). 
Un  modello  in  gesso  d'una  quartica  a  retta  dop- 
pia si  trova  anche  fra  quelli  editi  da  L.  Brill  a 
Darmstadt. 


§  9.  —  La  superficie  romana  di  Steiner. 

La  superficie  di  Steiner  ha  la  proprietà  fon- 
damentale d^essere  segata  in  una  coppia  di  coìti- 
che  da  ogni  suo  piano  tangente. 

Essa  possiede  tre  rette  doppie  che  si  intersecano 
in  un  2yunto^  che  è  naturalmente  triplo  per  la 
superficie. 

I  quattro  punti  d^  incontro  delle  due  coniche  in 
cui  la  superficie  è  segata  da  un  suo  piano  tan- 
gente, sono:  uno  il  punto  di  contatto,  e  gli  altri 
tre  sono  ciascuno  su  una  delle  tre  rette  doppie. 

La  superficie  di  Steiner  è  di  3,^  classe;  e  il 
cono  tangente  condotto  da  un  punto  qualunque  è 
del  6.^  ordine. 

Questa  superficie  appartiene  a  quelle  studiate 
da  Kummer  {Beri.  Monatsh.,  1862,  66,  72)  le  quali 
hanno  la  proprietà  di  avere  quattro  piani  tan- 
genti singolari  che  le  toccano  lungo  una  conica  e 
che  hanno  per  equazione 

S'-lXiX^X,X^=^0 
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dove  S  =  0  e  una  quadrica,  e 

sono  le  equazioni  dei  4  piani  tangenti  singolari. 

Specializzando  la  forma  S  in  modo  opportuno 
rispetto  alle  forme  X,  si  hanno  varie  superficie 
con  proprietà  diverse;  così  da  questa  equazione 
generale  si  può  avere  l'equazione  della  superficie 
di  Kummer  a  16  punti  nodali  (v.  §  3);  specializ- 
zandola invece  in  altro  modo,  si  ha  la  superficie 
di  Steiner. 

Propriamente  V equazione  di  tal  superficie  può 
ridursi  alla  forma 

[Xi  2  >  X,'  *XJ^  X42  -  2X1 X,  -  2  X2X3  -  2  x;3Xi  - 
-2X,X,'2X,X,-2X,X,\'-UX,X,X,X,=Q 

la  quale  può  scriversi  anche  (Cayley; 

v/ xì  +  \/ x;  -ì-  ix,  +  v/ x;=  0. 

Essa  è  la  superficie  polare  reciproca  della  su- 
perficie di  3.^  ordine  con  4  punti  doppi  (che  è  ap- 
punto di  i.*  classe^  v.  Gap.  XI,  §  1)  cioè  della 
cosiddetta  superficie  di  Gayley, 

Scegliendo  per  piani  coordinati.^  i  tre  contenenti 
a  due  a  due  le  rette  doppie.,  e  un  altro  piano.,  la 
equazione  della  superficie  di  Steiner  può  ridursi 
alla  forma 

2       3      '        3        1      i        1       2  ^  0C-\  Ou(o  OGo  OC  A  —  \j 

dove  le  tre  rette  doppie  sono  gli  spigoli  del  triedro 
x^  =  0,  ^2  =  0,  ^3  =  0  (Kummer), 
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Una  proprietà  specialmente  interessante  della 
superfìcie  di  Steiner  e  che  serve  alla  sua  rappre- 
sentazione piana,  è  quella  attribuita  a  AVeier- 
STEASS,  che  cioè  le  coordinate  omogenee  dei  suol 
punti  si  possono  esprimere  per  ìuezzo  di  forme 
ternarie  quadratiche, 

Cayley  e  Clebsch  dimostrano  poi  (v.  op.  sot- 
tocitata) che  anzi  essa  è  la  più  generale  superficie 
di  genere  zero  le  cui  coordinate  sieno  rappresen- 
tabili  in  tal  modo. 

Partendo  dalla  prima  delle  surriferite  forme 
dell'equazione  della  superficie,  le  formole  per  tale 
rappresentazione  sono  riducibili  sempre  alle  se- 
guenti : 

^1  =  iVi  +  2/2  +  2/3)' 

^2^(2/1-2/2-2/3)' 

^3  =  (-2/1  +  2/2  —  2/3)' 

^4  ^  (-  2/1  -  2/2  +  2/3)'. 

Partendo  invece  dalla  seconda  delle  forme  del- 
l'equazione, si  hanno  le  formole: 

^1  =  22/22/3 

^3^22/12/2 

^4  ^  2/1'  +  2/2'  +  2/3'. 

Mediante  queste  formole  si  può  studiare  la  rap- 
presentazione piana  della  superficie,  ciò  che  fu 
fatto  da  Clebsch  e  poi  da  altri.  In  quanto  a  tale 
rappresentazione  piana,  la  superficie  ha  la  pro- 
prietà di  potersi  rappresentare  unìvocamente.^  senza 
punti  eccezionali  (Clebsch,  Math,  Ann.^  V). 
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Per  im  punto  della  superficie  di  Steiner  passano 
oo  coniche.  Oltre  le  quadriche  e  le  rigate  cubiche 
la  superficie  di  Steiner  è  runica  superficie  che 
goda  di  tale  proprietà.  (Darboux,  Bull,  scienc 
math.,  II,  1880). 

Due  coniche  della  superficie  di  Steiner  si  segano 
in  un  sol  plinto^  e  per  due  punti  passa  in  gene- 
rale una  sola  conica. 

In  ogni  piano  dello  spazio  vi  sono  6  rette  oscw 
latrici  alla  superficie^  e  4  rette  bitangenti.  Per  un 
punto  dello  spazio  passano  poi  9  rette  osculatrici. 

Ogni  curva  algebrica  situata  sulla  superficie  è 
di  ordine  pari- 

Tutte  le  sezioni  piane  della  superficie  sono  curve 
razionali.,  ed  essa  è  runica  superficie.,  non  rigata^ 
di  tal  natura  (Picard,  Creile^  C;  v.  anche  Guc- 
ciA,  Rend,  Palermo.,  I). 

Un'altra  proprietà  importante  della  superficie 
di  Steiner  è  quella  enunciata  da  Kronecker  e 
dimostrata  da  Castelnuovo  {Eend.  Lincei^  1894): 

Oltre  le  rigate.,  la  superficie  di  Steiner  è  Vunica 
superficie  irriduttibile.,  la  quale  sia  segata  in  curve 
riduttibili  da  ogni  piano  di  un  certo  sistema  dop- 
piamente infinito. 

Le  coppie  di  piani  tangenti  alla  superficie  nei 
punti  di  una  retta  doppia  formano  uit^ involuzione., 
cui  appartengono  i  piani  passanti  per  le  altre  due 
rette  doppie.  ^ 

Li  ogni  retta  doppia  vi  sono  due  punti  cuspi- 
dali. 

Le  quattro  coniche  di  contatto  dei  piani  singo' 
lari  si  intersecano  a  due  a  due  nei  punti  cuspi- 
dali; le  medesime  quattro  coniche  stanno  su  d^una 
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quadrica  la  quale  taglia  le  rette  doppie  nei  punti 
cuspidali» 

Le  curve  assintotiche  della  superficie  di  Steiner 
sono  quartiche  gobbe  di  2.^  specie  (Clebsch,  Cke- 
mona). 

1  4  piaìii  singolari  della  superficie  sono  i  quat- 
tro piani  stazionari  per  tutte  le  curve  assintotiche. 

Tutte  le  quartiche  assintotiche  possiedono  3  corde 
comuni  che  concorrono  nel  punto  triplo  della  su- 
perficie^ e  per  ciascuna  di  esse  si  può  condurre  a 
ciascuna  quartica  due  piani  osculatori. 

Le  curve  assintotiche  sono  tagliate  sulla  super- 
ficie da  infinite  quadriche  che  hanno  8  punti  co- 
muni. 

Ciascuna  delle  4  coniche  lungo  cui  un  piano  sin- 
golare tocca  la  superficie^  è  tangente  a  tre  spigoli 
del  tetraedro  dei  piani  singolari;  due  di  esse  si 
segano  su  di  uno  spigolo  (Beltrami^ 

Esistono  oo^  quadriche  che  segano  la  superficie 
secondo  quattro  coniche. 


La  superficie  detta  superficie  romana  di  Steiìier 
fu  scoperta  verso  il  1838  da  Steiner  durante  il 
suo  soggiorno  a  Roma;  egli  però  nulla  lasciò 
scritto  su  di  essa,  e  fu  il  Kummee,  nel  1863,  che, 
a  proposito  della  sua  Memoria  sulle  superficie  di 
4.^  ordine  contenenti  infinite  coniche,  ne  trattò 
per  la  prima  volta  attribuendola  a  Steiner. 

Indi  ne  trattarono  Schroter  {Beri.  Monatsb.^ 
1863;  Creile,  LXIV),  Cremona  (Creile,  LXITI; 
Rend.  Ist.  Lomb.,  1867),  Lampe  (Diss.,  Berlino, 
1864),  Cayley  {Creile,  LXIV;  Proc.  London 
math.  Soc,  III,  V,  1873\  Clebsch  (Creile,  LXVII), 
Reye  (Geom.  der  Lage,  II,  246)  e  altri. 
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Lo  Stuhm  {Math.  Ann.^  TU)  trattò  della  stessa 
superfìcie  considerandola  cooie  particolare  super- 
ficie di  3.*  classe,  e  generandola  quindi  mediante 
un  fascio  di  quadriche  e  una  retta  punteggiata  ad 
esso  proiettiva. 

Per  la  proprietà  importante  di  questa  superficie, 
d'essere  reciproca  di  quella  di  3.^  ordine,  a  4 
punti  conici  (v.  Gap.  XI,  §  1).  essa  è  stata  molte 
Yolte  studiata  insieme  a  questa,  ricavando  le  pro- 
prietà dell'una  da  quelle  dell'altra. 

Alcune  proprietà  della  medesima  superficie  e 
della  sua  reciproca,  furono  trovate  da  Beltrami 
sin  dal  1863  {Giorn.  di  Batt.,  I;  Acc.  Bologna, 
X,  1879). 

Più  recente  lavoro  e  quello  di  Gerbaldi  (opu- 
scolo separato,  Torino,  1881),  il  quale  si  propose 
di  stabilire  tutte  le  proprietà  della  superficie  par- 
tendo dalla  sua  rappresentazione  piana  più  gene- 
rale, mediante  le  forme  ternarie  quadratiche. 

Si  noti  però  che  alla  rappresentazione  speciale 
data  dal  Clebsch  è  riducibile,  come  abbiamo  ac- 
cennato, sempre  anche  il  caso  più  generale  (vedi 
anche  il  capitolo  IV,  pag.  41  e  seg.  del  lavoro  di 
Gehbaldi)  ;  infine  noteremo  un  recente  lavoro  di 
Wahlen  {Ada  math*^  XIX). 

Gayley  considerò  i  casi  in  cui  due  o  tutte  tre 
le  linee  doppie  coincidono  {Proc.  L.  matìu  Soc.y 
III),  e  trovò  che  allora  la  superficie  diventa  la 
reciproca  delle  superficie  di  3.^  ordine  speciali 

ovvero 

x^  .^3  x^  +  x^  x^  +  (x:^^  ---  0. 
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Nel  più  volte  citato  cataloo^o  di  L.  Brill  esi- 
stono modelli  di  superficie  di  Steiner;  essi  fanno 
anche  parte  della  raccolta  posseduta  dall'Istituto 
matematico  dell' Università  di  Pavia. 


§  10.  —  Le  rigate  di  4.*^  ordine. 

Una  sviluppabile  di  4.°  ordine  ha  per  spigolo 
di  regresso  una  cubica  storta;  per  la  relazione  in- 
tima che  c'è  fra  le  curve  storte  e  le  loro  svilup- 
pabili osculatrici  (v.  Cap.  IX),  la  teoria  della  svi- 
luppabile di  4.^  ordine  si  riduce  quindi  a  quella 
delle  cubiche  storte  di  cui  abbiamo  trattato  al 
Cap.  X,  §  2. 

Possiamo  aggiungere  qui  solo  poche  osserva- 
zioni. 

Una  sviluppabile  di  4.^  ordine  è  sempre  di  ge- 
nere zero^  cioè  è  zero  il  genere  di  una  sua  qua- 
lunque sezione  piana. 

Indicando  con  X^  =  0,  X  =  0,  Xo  =  0,  X4  --  0 
le  equazioni  di  4  piani,  la  equazione  del  piano 
die  inviluppa  la  sviluppabile  può  scriversi: 

Xi  t^  +  ^X^t^^^Xot  +  X,  =  0 

e  la  sviluppabile  stessa   avrà  per  equazione  ge- 
nerale 

(Xi  Z4  -  X2X3  2  -  4  [Xi  -  X1X3)  (X3^^  -  X^  X4)  =::0. 

1  piani  che  toccano  due  coniche  situate  in  piani 
diversi.,  e  che  hanno  una  tangente  comuney  invi- 
luppano una  sviluppabile  di  4.^  ordine. 
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Se  due  qiiadricìie  hanno  una  retta  comune,  la 
superficie  sviluppabile ^,circoscritta  adesse  è  di  4.^ 
ordine. 

Le  coordinate  di  un  punto  dello  spigolo  di  re- 
gresso, si  esprimono  colle  formole 

Xi  :  Xg  :  Xo  :  X4  =  1  :  -  ^  :  ^2  :  -  t\ 


Passiamo  ora  alle  rigate  gobbe  di  4.^  ordine. 

Una  rigata  gobba  di  4.°  ordine  è  anche  di  4.^ 
classe;  essa  è  0  di  genere  zero  0  di  genere  uno; 
nel  primo  caso  avrà  una  curva  doppia  gobba  di 
3.^  ordine,  degenere  0  no,  {in  particolare  una  retta 
tripla),  e  la  sua  sviluppabile  bitangente  sarà  di 
5.^  classe-,  nel  2.^  caso  avrà  una  curva  doppia  di 
second^ ordine  degenere,  e  la  sua  sviluppabile  bi- 
tangente è  di  2.^  classe- 

Cremona  e  Caylby  hanno  fatta  la  classifica- 
zione di  queste  superficie  in  12  specie,  di  cui  10 
appartengono  al  genere  1,  e  2  al  genere  zero. 

a)     (SUPEKEICIE     CON     UNA     BETTA     TRIPLA.) 

Sulla  retta  tripla  vi  sono  4  punti  nei  quali  due 
dei  piani  tangenti  coincidono. 

L'equazione  della  superficie  può  ridursi  alla 
forma  (meno  che  nel  caso  IV,  v.  sotto). 

k  x^  X-2^  =  x^  x-^  (a  Xi  +  è  ^2)  +  ^2^  -^4  (<^  ^1  -^  d  X2) 

dove  Xy  =  0^  a?2  =  0  è  la  retta  tripla,  i  punti 
x^  =:X2^=:x^^  =  0,  e  001=^X2  =  004^  =  0  sono  due 
dei  punti  in  cui   coincidono  due   dei  piani  tan- 

Pascal.  31 
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geriti,  e  Xi  =  0,  Xo  —  0  sono  i  piani  tangenti  doppi 
in  tali  punti. 

Per  ciascuno  dei  4  punti  aventi  la  sopraindi- 
cata proprietà,  passa  una  retta  (generatrice  sin- 
golare) per  ciascun  punto  di  cui  il  piano  tangente 
alla  superficie  è  sempre  il  medesimo. 

La  superficie  è  sempre  di  genere  zero. 

Si  possono  distinguere  i  seguenti  4  sottocasi  : 

I.  (8.^  specie  di  Cremona;  9.^  specie  di  Cayley.) 
Tutte  le  rette  della  superficie  incontrano  la  retta 
tripla  R. 

Le  tre  generatrici  passatiti  per  un  punto  di  li 
non  stanno  in  uno  stesso  piano;  determinano  tre 
piani,  il  cui  inviluppo  è  una  sviluppabile  propria 
di  3.*  classe  e  4.^  ordine  e  che  è  la  sviluppabile 
bitan gente  alla  superficie. 

Questa  superficie  è  il  luogo  di  una  retta  die  s 
muove  incontrando  una  retta  fissa  e  toccando  in 
due  punti  una  data  sviluppabile  di  4.^  ordine, 

^equazione  della  superfìcie  è  quella  preceden- 
temente scritta,  dove  h  sia  essenzialmente  diverso 
da  zero. 

II.  (9."^  specie  di  Cremona,  3.*  di  Cayley),  Vi 
è  una  retta  È'  della  superfìcie  che  non  incontra 
la  retta  tripla  E. 

Ciascun  piano  per  R^  contiene  tre  generatrici 
concorrenti  in  un  punto  di  R,  e  in  ogni  punto 
di  R  si  incrociano  generatrici  situate  in  uno  stesso 
piano  con  R^  ;  da  ciascun  imnto  di  K  parte  una 
sola  generatrice. 

Questa  superfìcie  si  può  costruire  come  luogo 
delle  rette  che  uniscono  i  punti'  corrispondenti  di 
una  corrispondenza  proiettiva  (1,  1)  fra  i  punti 


u 
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di  una  retta  R  e  quelli  di  una  cubica  piana  con 
impunto  doppio  0,  cj^r rispondenza  stabilita  però 
in  modo  che  al  puntò  d'incontro  A  di  R  col  piano 
della  cubica^  corrisponda  il  punto  d'incontro  della 
retta  A  0  colla  cubica  stessa. 

La  equazione  della  superficie  è  quella  di  sopra 
in  cui  sia  k  —  0. 

La  retta  R^  è  l'inviluppo  dei  piani  tritan- 
GENTi  della  superficie',  essa,  contata  tre  volte,  fa 
le  veci  della  sviluppabile  bitangente. 

III.  (3.*  specie  di  Cremona;  12.^  di  Gayley,) 
Se  per  ogni  punto  di  R  passano  tre  generatrici 
di  cui  una  coincide  con  R,  allora  la  sviluppabile 
bitangente  è  formata  da  R,  e  da  un  cono  quadrico. 

Questa  superficie  si  genera  come  luogo  delle  rette 
che  congiungono  i  punti  corrispondenti  di  una 
retta  R  e  di  una  conica  C  che  stieno  fra  loro  in 
corrispondenza  (1,  2),  cioè  ad  ogni  punto  di  r 
ne  corrispondano  due  di  C,  e  ad  ogni  punto  di 
G  ne  corrisponda  uno  di  R;  colla  condizione 
però  che  la  retta  e  la  conica  abbiano  un  punto  co- 
mune il  quale  non  sia  punto  unito  in  tale  corri- 
spondenza» 

V equazione  di  tal  superficie  si  ricava  dalVequa- 
zione  generale  ponendo  ad  =  b  e,  in  modo  che  i 
due  termini  del  secondo  membro  abbiano  un  fat- 
tore comune  a  x^  +  b  iTg. 

IV.  (10.^  specie  di  Cremona,  6.^  di  Cayley.) 
Se  per  ciascun  punto  di  R  passano  tre  generatrici 
di  cui  due  coincidono  con  R,  allora  la  sviluppa- 
bile bitangente  è  formata  dalla  medesima  retta  R 
contata  tre  volte. 

Su   R  vi  sono   DUE  punti   tali   che  tutte   tre 
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le  generatrici  che  vi  passano.,  coincidono  con  E 
stessa. 

La  superficie  si  può  generare  nello  stesso  modo 
che  nel  caso  li,  purché  si  fanno  coincidere  i  punti 
A  e  0. 

La  equazione  della  superficie  può  ridursi  alla 
forma 

^\  ^'i  ='{ax^'^  -V  bx^x^^  e  X2")  [x^  a\^  +  x.,  x^). 

b)  (SUPEKFICIE  AVENTI  PER  CURVA  DOPPIA 
UNA  CURVA  STORTA  DI  3.^  ORDINE  NON  DEGENE- 
RATA.) Se  una  superficie  di  4.^  ordine  contiene  per 
curva  doppia  una  curva  storta,  essa  è  in  generale 
ima  rigata;  fa  eccezione  solo  il  caso  in  cui  la  linea 
doppia  sia  Vassieme  di  tre  rette  passanti  per  un 
punto  (Superficie  di  Steiner.,  v.  §  9). 

Se  la  curva  doppia  è  una  cubica  storta  non  de- 
genere, si  hanno  da  distinguere  solo  i  due  casi: 

V.  (L^  specie  di  Cremona,  10.''  di  Cayley.)  La 
superficie  è  generata  dalle  rette  che  conginngono  i 
punti  corrispondenti  di  due  coniche  situate  co- 
munque nello  spazio  in  piani  diversi.,  e  tali  che 
fra  i  punti  delVnna  e  quelli  deWaltra  vi  sia  una 
corrispondenza  biimivoca  (1,  1). 

Uinviluppo  dei  piani  bitangenti  è  una  svilup- 
pabile generale  di  3.^  classe  e  i.^  ordine. 

Vi  sono  quattro  generatrici  singolari.,  pei  cui 
punti  il  piano  tangente  è  costante. 

La  cubica  gobba  doppia  ha  4  punti  cuspidali., 
2oer  ciascuno  dei  quali  passa  una  delle  generatrici 
singolari. 

La  superficie  è  di  genere  zero. 
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IJ equazione  della  super^cie  si  può  ridurre  alla 
forma 

au  Xi^  +  a22  X2^  +  alo  X,^  +  2  a^s  X^  X,  + 

+  2  a^,  X3  Xi  +  2  aio  X^  X^  =  0 

dove 

_A.i  —  OC  2  Ou^        OC^ 
./Lo  —  OC'2  OOo  ""■"  tX/1  JO ^ 
JL3  =  X^X^         X^  . 

La  superficie  può  a^he  definirsi  come  il  luogo 
delle  rette  che  tagliano  in  due  punti  ima  cubica 
gobba,  e  che  appartengono  ad  un  complesso  lineare 
generale  (v.  Gap.  XIV);  ovvero: 

come  il  luogo  di  quelle  rette  che  tagliano  in 
due  punti  una  cubica  gobba,  e  in  un  punto  una 
conica  propria  la  quale  ha  due  punti  comuni  colla 
cubica;  ovvero: 

come  il  luogo  di  quelle  rette  del  complesso  li- 
neare le  quali  sono  intersezioni  di  due  piani  oscu- 
latori della  cubica  gobba. 

VI.  (7,^  specie  di  Cremona;  8.^  di  Cayley.) 
Se  supponiamo  che  il  complesso  lineare  di  cui  si 
parla  nei  precedenti  teoremi  sia  V  assieme  delle 
rette  che  tagliano  una  retta  fissa,  si  ha  la  specie 
che  chiamiamo  specie  VI. 

La  superficie  sarà  generata  dalle  rette  che  ta- 
gliano in  due  punti  ima  cubica  gobba.^  e  che  si 
appoggiano  ad  una  retta  data  R. 

La  retta  contata  tre  volte,  rappresenta  la  svilup- 
pabile bitangente. 

La  superficie  è  ancora  di  genere  zero. 
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La  superfìcie  può  generarsi  come  luogo  delle 
congiungenti  i  punti  corrispondenti  di  una  retta  jB, 
e  ima  cubica  piana  con  un  punto  doppio^  quando 
fra  i  punti  della  retta  e  della  cubica  si  sia  stabi- 
lita una  corrispondenza  biunivoca  (1,  1). 

U equazione  di  tale  superficie  è  della  stessa  forma 
delV equazione  del  caso  precedente^  quando  si  sup- 
pone che  fra  i  coefficienti  sussista  la  relazione 

a^i  +  2  «22  ^13  —  4  «23  ayi  +  «11  «33  ==  0. 
e)  (Superficie   aventi   per   linea  doppia 

UNA   CONICA  E   UNA   RETTA  CHE  LA  TAGLI.)    Questc 

superficie  sono  di  genere  zero. 

Si  distinguono  due  casi: 
VII.  (2.^  specie  di  Cremona;  7.^  di  Cayley.) 
Questa  superficie  è  il  luogo  delle  rette  congiuu- 
genti  i  punti  corrispondenti  di  una  conica  C  e  di 
una  retta  R  che  sieno  in  corrispondenza  (^2,  1)  e 
non  aventi  alcun  punto  comune. 

La  retta  R  è  la  retta  doppia. 

La  sviluppabile  bitangente  è  formata  da  un  cono 
quadrico  e  dalla  retta  R. 

Vequazione  di  una  tal  superfìcie  può  seynpre 
ridursi  a 

(X^  X^  —  X^Y  +  >W  ^2  •'^4  (^1  ^3  ""  ^i)  + 

+  Xj^  [a  x^  X2  +  b  x^^)  =  0 

dove  sia  b  diverso   da  zero.    La  conica  doppia  è 
quella  nel  piano  .r4  =  0,  e  la  retta  doppia  è 

X^=  X2  —  0. 

La  superfìcie  può  anche  generarsi  come  luogo 
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delle  rette  che  congiimgono  i  punti  corrispondenti 
di  ima  conica  H  e  nna  retta  R  in  corrispondenza 
(2,  2),  e  che  si  tagliotho,  purché  al  loro  punto  di 
incontro  corrisponda  solo  sé  stesso-  Allora  la  co- 
nica H  e  la  retta  R  sono  le  curve  doppie* 

Vili,  (i.^  specie  di  Cremona;  11.^  di  Gayley.) 
Se  nelle  generazioni  del  caso  precedente  si  sup- 
pone che  la  conica  C  e  la  retta  R  si  incontrino, 
e  che  il  loro  punto  d'incontro  come  punto  di  C 
coincida  con  uno  dei  due  corrispondenti  in  R^  si 
ha  la  superficie  Vili. 

La  sviluppabile  bitangente  è  la  retta  R  contata 
tre  volte. 

La  conica  C  diventa  allora  la  conica  doppia 
della  superficie  (ciò  che  non  è  nel  caso  VII). 

Inequazione  della  superficie  si  ottiene  da  quella 
del  caso  precedente  ponendo  b  =^0. 

Sulla  conica  vi  è  un  punto  cuspidale  e  due  ve 
ne  sono  sulla  retta. 

d)  (Superficie  aventi  per  linee  doppie, 
TRE  RETTE.)  Sono  da  distinguersi  i  seguenti  duo 
casi  (ambedue  appartengono  al  genere  zero): 

IX.  (5.^  specie  di  Cremona^  2.^  di  Cayley.) 
Una  delle  tre  rette  seghi  le  altre  due,  le  quali  non 
si  incontrino  a  loro  volta.  Questo  caso  può  consi- 
derarsi come  derivato  dai  casi  {e)  quando  la  co- 
nica doppia  si  scinde  in  due  rette  distinte. 

La  superficie  è  il  luogo  della  congiungente  i 
punti  corrispondenti  di  due  rette  sghembe  i?,  R^ 
in  corrispondenza  (2,  2),  colla  condizione  che  cia- 
scuno dei  punti  in  cui  J^,  R'  è  incontrata  da  una 
terza  7?^',  corrisponda  a  due  punti  riuniti  nell'altra. 
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Su  ciascuna  delle  rette  R,  R'  vi  sono  due  punti 
cuspidali. 

La  sviluppabile  osculatrice  è  composta  delle  tre 
rette  R,  R\  K\ 

Per  ogni  punto  di  R  passano  due  generatrici  il 
cui  piano  passa  per  R'  ;  e  similmente  per  ogni 
punto  di  R^  partono  due  generatrici  il  cui  piano 
passa  per  R. 

I  soli  piani  passanti  per  R^^  segano  la  super- 
ficie secondo  coniche  proprie,  e  i  soli  punti  di  R'^ 
sono  vertici  di  coni  quadrici  circoscritti. 

La  medesima  superficie  si  può  ottenere  come 
luogo  delle  rette  che  si  appoggiano  a  due  rette 
sghembe  R,  R'  e  ad  una  conica  C  la  quale  non 
abbia  punti  comuni  colle  rette;  ovvero: 

come  %l  luogo  delle  rette  che  si  appoggiano  a 
due  rette  R  R\  e  ad  ima  cubica  gobba  la  quale 
tagli  in  un  punto  ciascuna  delle  rette;  OYYero: 

come  il  luogo  delle  rette  che  congiungono  i 
punti  corrispondenti  di  due  coniche  in  corrispon- 
denza (1,  1)  ;  purché  ai  punti  in  cui  una  di  esse 
sega  la  retta  cV  intersezione  dei  due  piani  delle  co- 
niche, corrispondano  i  punti  ove  V altra  conica  ta- 
glia la  medesima  retta,  la  quale  risulta  così  una 
retta  doppia;  ovvero: 

come  luogo  delle  rette  che  congiungono  i  punti 
corrispondenti  di  una  retta  R  e  di  una  conica  C 
non  aventi  punti  comuni,  e  in  corrispondenza 
(1,  2),  purché  al  punto  r  di  R,  in  cui  R  incontra 
il  piano  di  G  corrispondano  in  C  due  ptmti  r  r^^ 
in  linea  retta  con  r.  Questa  retta  è  allora  la  retta 
doppia  R"  delle  costruzioni  precedenti;  la  retta  R' 
incontra  il  piamo  della  conica  in  un  punto  0  pel 
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quale  passano  tutte  le  corde  della  conica  che  con- 
giungono  le  coppie  di  punti  corrispondenti  ad  un 
ynedesimo  punto  di  S. 

La  equazione  della  superfìcie  è  ridìicihile  alla 
forma 

^\  %^  +  mxiOr^  x^  x^  +  x^  {a  oc^  0^2  +  b  x^)  =  0. 

Le  tre  rette  doppie  sono 

{x^  =  0  ,        o\  —  0) 
(^3  =  0,        ^4  =  0) 

(^^  =:  0  ,  ^2  ==  0). 

X.  ('G.*  specie  di  Cremona  e  5.^  specie  di  Cay- 
ley»)  Supponiamo  in  particolare  che  la  retta  R^^ 
venga  a  coincidere  colla  retta  R  ;  allora  si  ha 
un'altra  specie  di  superficie  rigate;  essa  può  de- 
finirsi come  quella  che  si  deduce  colla  stessa  ul- 
tima costruzione  del  caso  precedente,  quando  si 
suppone  che  il  punto  r  coincida  con  0,  cioè  col 
punto  comune  a  tutte  le  corde  che  congiungono  le 
coppie  di  punti  corrispondenti  ad  un  medesimo 
punto  di  R. 

Tale  superficie  può  dunque  anche  definirsi  nel 
seguente  modo: 

Si  stabilisca  ima  corrispondenza  (1,  1)  fra  i 
punti  di  una  retta  B,  e  i  piani  passanti  per  R; 
questi  taglino  una  conica  G  in  due  punti  i  quali 
congiunti  col  corrispondente  punto  di  i?,  danno  le 
generatrici  della  superfìcie. 

La  sviluppabile  bitangente  è  rappresentata  dalla 
retta  R,  contata  due  volte.,  e  da  una  altra  retta  R' 
che  incontra  R  nel  punto  in  cui  R  incontra  il 
jnano  di  C. 
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Anche  la  curva  doppia  è  rappresentata  dalle 
medesime  rette. 

Inequazione  di  una  tal  superficie  può  ridursi 
alla  forma 

+  (.'^2  ^A  —  ^1  %)^  —■  0 

dove  ìi^t  Ui  sono  forme  di  gradi  2,  1  in  Xi  x^- 
La  retta  R^  doppia  è 

X.2  —  ^X^^O,  oc  X^  —  ^3  =:  0 

e  la  retta  R  doppia  e  da  contarsi  due  volte  è 
^1  =  0,        x^^O. 

La  sezione  della  superficie  è  in  generale  una 
curva  di  4.^  ordine  con  un  tacnodo  nel  punto  in 
cui  questa  idtima  retta  taglia  il  piano  segante. 

e)  (Superficie  rigate  aventi  pei^  linee 
DOPPIE  DUE  RETTE.)  Qucstc  Superficie  sono  di  ge- 
nere uno;  sono  da  distinguersi  i  due  casi: 

XT.  (IJ,''  specie  di  Cremona^  1^  di  Cayley.) 
Le  due  rette  non  si  incontrano.  Questa  super- 
fìcie può  generarsi  come  luogo  delle  rette  che  si 
appoggiano  ad  una  curva  piana  di  4,^  ordine 
con  due  punti  doppi,  e  a  due  rette  i?,  R\  passanti 
ciascuna  per  uno  di  tali  punti  doppi. 

La  superficie  può  anche  generarsi  come  luogo 
delle  rette  che  congiungono  i  punti  corrispondenti 
di  due  rette  R,  R'  in  corrispondenza  (2,  2). 

Da  ogni  punto  di  R  partono  due  generatrici 
situate  in  un  piano  passante  per  R\  e  viceversa. 

La  sviluppabile  bitangente  è  costituita  dalle 
rette  R,  R'. 
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La  stessa  superficie  può  generarsi  come  luogo 
delle  rette  che  si  appoggiano  a  due  rette  J?,  R'  e 
ad  una  cubica  piana  generale.,  incontrata  in  un 
punto  da  ciascuna  delle  due  rette  i?,  R', 

La  equazione  generale  di  tal  superficie  può  ri- 
dursi alla  forma 

^\     («  ^3^  +  2  &  .^3  .^4  4-  C  X^^)  + 

+  2  ^1  ^2  («'  ^'3'  +  2  &'  .^3  .r^  +  e'  x^^)  + 
+  ^2^  {a''  x.^  +  2  S^'  x^  a?4  +  e''  .^42)  =  0. 

L^  c?^/6  f6^/^  doppie  sono 

0^1  =  0,        ^2  =  0) 
(^3==0,        .^4  =  0). 

Su  ciascuna  retta  doppia  vi  sono  4  punti  cu- 
spidali, 

XII.  {12.^  di  Cremona,  e  4,"  di  Cayley.)  Sup- 
poniamo invece  clie  le  due  rette  doppie  vengano 
a  coincidere.  La  superficie  può  allora  ricavarsi  dalla 
precedente  immaginando  che  la  curva  piana  di 
4.°  ordine  acquisti  un  tacnodo,  riunendosi  in  uno 
i  due  punti  doppi. 

Questa  superficie  è  il  luogo  delle  rette  che  con- 
giungono  i  punti  corrispondenti  di  una  retta  e  di 
una  cubica  piana  generale  avente  un  punto  co- 
mune 0  colla  retta,  e  che  sia  in  una  corrispon- 
denza (2,  1)  colla  retta-, propriamente  quando  tale 
corrispondenza  è  stabilita  nel  seguente  modo:  la 
punteggiata  sulla  retta  sia  proiettiva  al  fascio  di 
raggi  col  vertice  in  0,  e  ed  punto  0  della  retta 
corrisponda  la  tangente  in  0  alla  cubica;  i  due 
punti  della  cubica  che  allora  corrispondono  ad  un 
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punto  della  retta,  sieno  quei  due  altri  7iei  quali 
il  raggio  corrispondente  sega  la  cubica. 

Questa  superficie  ha  per  curva  doppia  una  retta 
contata  due  volte,  e  per  sviluppabile  bitangente  la 
medesima  retta  contata  due  volte. 

IJ equazione  di  una  tal  superficie  può  scriversi 

dove  Uj^,  U2  sono  forme  di  gradi  4,  2  in  Xi  e  ^25  ^ 
la  retta  doppia  (da  coìitarsi  due  volte)  è 

,<ri  =  0  ,        ^2  =  0. 


Delle  rigate  gobbe  di  4.^  ordine  si  occuparono 
Chasles  [Compi.  Rend.,  1861)  e  Cayley  in  una 
prima  Memoria  {PìiiL  Trans.,  1864)  in  cui  questi 
distinse  solo  8  specie  ;  indi  Cremona  {Mem.  di 
Bologna,  Vili,  1868)  ne  fece,  con  metodi  di  geo- 
metria pura,  la  classificazione  completa  in  12  spe- 
cie, e  Fanno  seguente  il  Cayley  (Phil,  Trans., 
1869)  ripigliò  il  medesimo  argomento,  e  ritrovò 
di  nuovo  le  12  specie  di  Cremona. 

Lo  studio  delle  rigate  dal  punto  di  vista  della 
realità  e  meno  di  certi  elementi  fu  intrapreso  da 
RoHN  {Math.  Ann.,  XXIV,  XXVIII)  il  quale  ha 
trattato  anche  altri  problemi  analoghi,  p.  es.  quello 
relativo  alla  superficie  di  Kummer  (v.  il  nostro 
§  3,  Cap.  XII).  Sulle  rigate  gobbe  di  4.«  ordine 
con  tre  rette  doppie  e'  è  un  altro  più  recente  la- 
voro di  Segen  {Creile,  CXII). 

Nel  più  volte  citato  libro  di  Salmon-Fiedler 
sono  riportati  i  principali  risultati  del  Cayley. 
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Nella  collezione  di  modelli  di  Beill  in  Darm- 
stadt è  compresa  mi'intera  serie  di  modelli  di  ri- 
gate di  4.°  ordine. 


Altre  superficie  di  4.^  ordine  che  sono  state  spe- 
cialmente studiate,  oltre  quelle  di  cui  abbiamo  già 
trattato,  sono  le  seguenti: 

Sicper fiele  di  4.^  ordine  con  punti  tripli  (Lampe, 
Dlss.,  Berlin,  1864;  Rohn,  Math.  Ann.,  XXIV). 

Superficie  di  4.^  ordine  con  un  numero  finito 
di  rette  (Stukm,  Math.  Ann.,  IV;  Schue,  Math. 
Ann.,  XX). 

Quattro  superficie  di  4.^  ordine  razionali  (Cee- 
MONA,  Collect.  math.,  1881  ;  Noethee,  Math,  Ann., 
XXXIII),  ecc. 

In  quanto  a  queste  ultime  si  dimostra  dal  Noe- 
thee, che  esse  sono  le  uniche  superficie  qtiartlche 
razionali  prive  di  curve  multiple. 


CAPITOLO  XIII. 

Superficie  di  ordine  superiore  al  quarto. 
Superficie  rigate. 


§  1.  —  Superficie  di  5."  ordine  non  rigate. 

Fra  le  superfìcie  di  5.®  ordine  finora  studiate 
una  delle  più  notevoli  è  quella  contenente  nna 
curva  doppia  del  5.®  ordine.  Eccone  le  principali 
proprietà  : 

La  curva  del  5.^  ordine  che  è  doppia  per  la 
superficie  possiede  un  punto  triplo^  che  è  tale  an- 
che per  la  superficie. 

La  superficie  possiede  10  rette  che  sono  corde 
della  curva  doppia. 

La  configurazione  di  queste  10  rette  è  la  me- 
desima di  quella  delle  10  rette  che  restano  dalle 
16  di  una  superficie  di  4.^  ordine  a  conica  doppia 
quando  se  ne  sopprime  una  e  le  altre  cinque  che 
incontrano  questa;  ovvero,  ciò  che  ò  lo  stesso, 
quella  configurazione  è  la  stessa  dalle  10  rette  che 
restano  delle  27  di  una  superficie  di  3.^  ordine^ 
quando  di  queste  se  ne  sopprimono  due  formanti 
un  assieme  gobbo,  e  le  altre  15  che  incontrano  Vuna 
0  Valtra  delle  due  rette  soppresse.  Quindi  : 
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Ognuna  delle  10  rette  ne  incontra  altre  tre;  le 
10  rette  sono  distribydte  a  due  a  due  in  15  piani, 
e  si  incontrano  in  15  punti  ;  per  ogni  retta  pas- 
sano tre  piani;  in  ognuno  di  questi  vi  sono  5  punti 
dHncontro  di  rette^  e  per  ognuno  di  questi  passano 
cinque  piani. 

Vi  sono  5  quaterne  gobbe  di  rette  (assiemi  di 
4  rette  che  a  due  a  due  non  si  incontrano). 

La  superfìcie  è  rappresentabile  sul  piano. 

Sulla  curva  doppia  vi  sono  8  punti  cuspidali, 

È  evidente  die  sulla  superfìcie  esistono  10  sistemi 
di  quarticìie  piane,  sezioni  della  superfìcie  con 
piani  passanti  per  una  delle  10  rette. 

Ciascuna  quartica  di  un  sistema  incontra  in  due 
punti  Eissi  la  curva  doppia  ;  e  questi  due  punti 
sono  quelli  in  cui  la  retta  corrispondente  a  quel 
sistema  di  quarticìie  incontra  la  curva  doppia  ;  la 
quartica  incontra  poi  la  curva  doppia  ancora  in 
tre  punti  che  sono  naturalmente  punti  doppi  per 
la  quartica. 

In  ogni  sistema  vi  sono  due  quartiche  che  toc- 
cano la  retta  a  cui  quel  sistema  è  coordinato;  i 
piani  delle  due  quartiche  sono  piani  tangenti  sta- 
zionari ;  i  punti  di  contatto  sono  punti  parabolici. 

Due  quartiche  appartenenti  a  due  sistemi  di- 
versi hanno  4  o  3  punti  comuni  secondochè  le  rette 
che  sono  coordinate  ai  due  sistemi  si  incontrario 
0  no. 

In  corrispondenza  colle  cinque  quaterne  gobbe 
di  rette,  vi  sono  cinque  sistemi  di  coniche  sulla 
superfìcie  ;  propriamente  :  una  conica  di  un  si- 
stema incontra  le  4  rette  di  una  quaterna,  e  non 
le  6  rimanenti. 
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Ogni  conica  incontra  in  4  punti  la  curva  dop- 
pia; due  coniche  dello  stesso  sistema  non  si  incon- 
trano; due  coniche  di  sistemi  diversi  si  incontrano 
in  generale  in  un  punto. 

La  superfìcie  possiede  in  tutto  35  piani  tritan- 
genti,  20  dei  quali  segano  la  superficie  secoìido  due 
coniche  e  una  retta,  e  15  secondo  due  rette  e  una 
cubica  ;  per  ogni  retta  della  superficie  passano  due 
della  prima  specie  e  tre  della  seconda. 

I  principali  numeri  caratteristici  per  la  super- 
ficie sono  i  seguenti:  (v.  Gap.  IX,  §  1). 

a  =  10  (ordine  del  cono,  circoscritto  ecc.), 

0  =12  (numero  delle  generatrici  doppie  di  tal 
cono), 

X  z=z  18  (numero  delle  generatrici  di  regresso  di 
tal  cono), 

n'  =  12  (classe  della  superficie), 

b^  =25  (classe  della  sviluppabile  bitangente), 

e' =24  (classe  della  sviluppabile  dei  piani  sta- 
zionari), 

(7^  =z  20  (ordine  della  curva  parabolica). 

Per  un  punto  della  superficie  passano  4  tan- 
genti doppie  e  12  rette  osculatrici. 

In  un  piano  qualunque  vi  sono  lo  rette  oscula- 
trici e  20  rette  bit ang enti.  Fra  le  tangenti  in  un 
punto  alla  superficie,  ve  ne  sono  4  che  la  toccano 
altrove. 

Una  costruzione  proiettiva  della  superficie  è  la 
seguente  : 

Gongiungendo  i  punti  corrispondenti  di  due  si- 
stemi piani  omografici,    e  trovando  i  punti  d' in- 
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contro  di  queste  congiungenti  coi  piceni  di  mia 
stella  correlativa  a  quei  sistemi  piani,  si  ottiene  la 
superficie  in  discorso)  il  punto  triplo  è  il  centro 
della  stella  (Del  Re). 


Della  superficie  in  discorso  fu  fatta  menzione 
da  Clebsch  {Math.  Ann*,  III)  e  Chemona  {Id., 
IV).  Indi  ne  trattò  più  diffusamente  lo  Sturm 
{Id,,  IV),  e  ad  essa  è  dedicato  l'importante  la- 
voro di  laurea  di  Caporali  (Ann.  di  mat.^  VII). 

Una  varietà  della  superficie  è  il  luogo  dei  punti 
di  contatto  dei  piani  condotti  ^da  un  punto  fisso 
alle  quadriche  di  un  fascio,  luogo  studiato  da  Dar- 
Boux  (Bull,  des  sciences  math.^  1872);  ma  tal  su- 
perficie ha  la  particolarità  che  sei  delle  sue  rette 
passano  per  il  punto  triplo.  Altri  lavori  sulla  stessa 
superficie  sono  quelli  di  Del  Re,  cui  si  deve  la 
generazione  proiettiva  sopra  enunciata  (Acc.  Na- 
poli, 1886;  Rend.  Lincei,  1890;  ^cc.  Torino,  1893). 


Un'altra  superficie  di  5.^  ordine  studiata,  come 
la  precedente ,  specialmente  per  mezzo  della  sua 
rappresentazione  piana,  è  quella  con  una  curva 
doppia  di  S.'^  ordine. 

Questa  superficie  contiene  li  rette  le  quali  a  due 
a  due  non  si  tagliano  e  sono  corde  della  cubica 
doppia  ;  contiene  inoltre  55  coniche,  ciascuna  delle 
quali  taglia  in  un  punto  due  delle  rette.  Bue  delle 
coniche  si  tagliano  o  no  secondochè  le  coppie  di 
rette  cui  esse  sono  coordinate  (secondo  la  prece- 
dente relazione)  non  hanno  rette  comuni  o  Vhanno. 

La  superficie  ha  220  piani  tritangenti  che  pas- 
sano a  20  a  20  per  ciascuna  delle  rette  della  su- 

Pascal.  32 
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perfide  ;  ha  poi  altri  55  piani  tritangenti^  che  sono 
quelli  passatiti  per  le  55  coniche;  e  ha  infine  altri 
piani  tritangenti  che  segano  la  superficie  secondo 
curve  di  5»^  ordine  non  degenerate. 

Si  conduca  per  una  retta  della  superficie  il  fa- 
scio di  piani  ;  ciascuno  di  questi  taglia  la  super- 
ficie ancora  in  una  quartica  piana  la  quale  taglia 
la  retta  in  due  punti  fissi  e  due  punti  mobili,  i 
quali  ultimi  formano  uW  involuzione  ;  vi  sono  per- 
ciò due  piani  particolari  pei  c/uali  la  quartica  è 
tangente  alla  retta,  I  due  punti  fissi  cV  incontro 
della  quartica  colla  retta,  sono  quelli  nei  quali 
la  retta  taglia  la  cubica  doppia. 

Sulla  cubica  doppia  vi  sono  10  punti  cuspidali 
per  la  superficie. 

Questa  superficie  fu  considerata  da  Clebsch 
(Math.  Ann.,  I)  che  ne  studiò  la  rappresentazione 
piana,  e  da  Stuem  (Id..,  TV).  Altri  lavori  più  re- 
centi sullo  stesso*  soggetto  sono  quelli  di  Del  Ke 
(Lincei,  1892-93;  Acc.  Modena,  IX,  1893). 

La  superficie  del  5.°  ordine  con  una  quartica 
doppia  di  1.^  specie  fu  considerata  da  Clebsch  {Gott. 
Abhand.,  XV;  Math.  Ann.,  Ili),  Noether  (Math. 
Ann.,  Ili),  Sturm  [Id ,  IV);  di  una  superficie  di 
5.®  ordine  con  retta  tripla  trattò  il  Cremona  nella 
Memoria  sulle  Trasf.  biraz.  dello  spazio  {Rendic. 
Istit.  Lomb.,  1871)  e  più  recentemente  Del  Re 
[Lincei j  1891),  e  di  una  superficie  di  b.""  ordine 
con  due  rette  sghembe  doppie  trattò,  sempre  me- 
diante la  rappresentanza  piana,  Clebsch  {M.ath. 
Ann.,  I). 
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§  2.  —  Sviluppabili  di  5.*^  orbine. 

Una  svibippabile  di  5.^  ordine  è  di  4.^  classe, 
ha  una  generatrice  d^  inflessione ^  e  una  curva 
doppia  di  2.^  ordine. 

Una  sua  sezione  piana  è  sempre  di  genere  zero., 
e  quindi  è  di  genere  zero  la  superficie. 

Essa  ha  per  spigolo  di  regresso  una  quartica 
gobba  di  1.^  specie,  con  un  punto  cuspidale,  che  è 
triplo  per  la  superficie. 

Essa  è  la  sviluppabile  circoscritta  a  due  qua- 
driche  aventi  fra  loro  un  contatto  stazionario  in 
un  punto. 

La  sviluppabile  di  5.^  ordine  è  V  inviluppo  dei 
piani  tangenti  comuni  a  due  coniche  aventi  un 
punto  comune,  e  tali  che  una  di  esse  sia  tangente 
nel  punto  comune  aW  intersezione  dei  piani  delle 
due  coniche  (Cremona). 

Ogni  generatrice  della  superficie  ne  incontra 
un'altra  che  Cremona  chiamò  coniugata  alla  pri- 
ma; il  luogo  dei  punti  d'incontro  dì  due  genera- 
trici coniugate  è  naturalmente  la  conica  doppia  K. 
Nello  stesso  modo  chiamiamo  coniugati  i  punti  in 
cui  due  generatrici  coniugate  toccano  la  curva  cu- 
spidale (7,  e  piani  coniugati  quelli  tangenti  alla 
sviluppabile  lungo  due  generatrici  coniugate. 

Tutte  le  rette  cjie  congiungono  due  punti  coniu- 
gati della  quartica  gobba  passano  per  uno  stesso 
punto  che  è  il  punto  C  in  cui  la  generatrice  di 
inflessione  della  sviluppabile  taglia  il  piano  oscu- 
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latore  della  quartica  nel  punto  stazionario  A  ; 
tutte  le  medesime  rette  formano  le  generatrici  di 
un  cono  quadrico  S. 

Il  piano  die  contiene  due  generatrici  coniugate 
è  tangente  al  medesimo  cono  quadrico  S.  La  retta 
intersezione  di  due  piani  coniugati  è  sempre  tan- 
gente alla  conica  doppia  K^  e  quindi  sta  in  un 
piano  fisso. 

La  generatrice  cVinfiessione  è  tagliata  dalle  cop- 
pie di  piani  coniugati  in  coppie  di  punti  di  una 
involuzione,  di  cui  i  punti  doppi  sono  il  punto  B 
in  cui  la  quartica  è  toccata  dalla  generatrice  di 
infiessione,  e  il  punto  G  in  cui  la  stessa  retta  ta- 
glia il  piano  osculatore  della  quartica  in  A. 

1  punti  coniugati  stdla  quartica  sono  coniugati 
armonici  rispetto  al  vertice  del  cono  quadrico  S 
(di  cui  si  parla,  sopra)  e  al  piano  della  conica 
doppia  K,  E  analoga  proprietà  per  i  piani  co- 
niugati. 

Per  rapporto  anarmonico  di  4  punti  della  quar- 
tica gobba  si  intende  il  rapporto  anarmonico  dei 
4  piani  che  passano  per  i  4  punti  e  per  la  retta 
che  congiunge  il  punto  stazionario  A  della  quar- 
tica al  punto  D  in  cui  la  generatrice  della  svilup- 
pabile passante  per  A  taglia  il  piano  tangente  a 
questa  lungo  la  generatrice  d'inflessione. 

Analogamente  per  rapporto  anarmonico  di  4 
piani  tangenti  della  sviluppabile  si  intenderà  quello 
dei  4  punti  in  cui  essi  tagliano  la  retta  che  con- 
giunge il  panto  jB,  in  cui  la  quartica  è  toccata 
dalla  generatrice  d'inflessione,  col  punto  C  in  cui 
questa  generatrice  taglia  il  piano  osculatore  della 
quartica  in  A, 
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Si  ha  allora: 

La  conica  doppia  K  è  r  inviluppo  di  un  piano 
che  incontra  la  curva  storta  in  4  punti  formanti 
un  gruppo  equianarmonico. 

Il  cono  quadrico  S  è  il  luogo  di  un  punto  da 
cui  si  possono  condurre  alla  sviluppabile  4  piani 
tangenti  formanti  un  gruppo  equianarmonico. 

Il  luogo  di  un  punto  da  cui  possono  condursi 
quattro  piani  tangenti  armonici  alla  sviluppabile 
è  una  superficie  di  3.^  ordine  e  4,^  classe. 

U  inviluppo  di  un  piano  che  taglia  la  quartica 
gobba  in  4  punti  armonici  è  una  superficie  di  4,^ 
ordine  e  3.^  classe. 


Indicando  con  Xi  =  0,  X2~  0,  Xj  =  0,  Xt  =  0 
quattro  piani^  V equazione  della  sviluppabile  di  5.® 
ordine  può  scriversi 

X,'  X^  -  18  Xi^  Xs  X,  +  54  Xi  X^^  X3  X,  + 

+  81  Xi  X3^  -  27  X.^  X4  —  54  Xi  X,'  -  0 

(SCHWARZ) 

dove  X4  ^=  0  è  un  piano  stazionario.,  il  punto 
Xi  =  X^  -  X3  =  0 

è  il  punto  triplo  della  superficie j  cioè  il  punto  eie- 
spidale  della  curva  di  regresso;  la  generatrice  di 
inflessione  è  la  retta  X3  =  X4  =  0,  e  la  conica 
doppia  è  X2  =  0,  X1X4  — 9X3'^  =  0. 

Il  piano  tangente  alla  superficie  si  esprime  colla 
formola 

Xit'  +  ^X2t'^6X,t'  +  X,  =  0 
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dove  t  è  un  parametro  arbitrario;  il  piano  con- 
tenente due  generatìici  è  dato  da  : 

X,t'~6X,t'-  -3X4  =  0 
e  il  cono  S  inviluppato  da  tale  piano  è 
X,  X,  -  3  Xa^  -=  0. 
//  piano 

X,  f  +  3  X2 1  t  3  X3  =-  0 

passa  per  le  generatrici  della  svihippabile^  e  invi- 
liippa  il  cono  qiiaclrico 

3X2^  —  4X1X3=0 

su  cui  sta  anche  la  quartica^  la  quale  risulta  come 
intersezione  dei  due  tdtimi  coni^  i  quali  hanno 
comune  il  pianto  tangente  X^  =  0,  e  il  vertice  del 
secondo  sta  sul  primo  ^  cioè  la  con  giungente  i  ver- 
tici è  una  generatrice  del  primo. 

Le  coordinate  X^,  X2,  X3,  X4  di  un  punto  dello 
spigolo  di  regresso  si  esprimono  colle  formole 
Xi  :  Xo  :  X3  :  X4  =  3  :  -  2  ^  :  ^2 .  _  ^4 


Delle  sviluppabili  di  5.^  ordine  si  occuparono 
Cayley  {Camh.  J.,  V,  1850;  Quart.  J.,  1863), 
Chasles  (Comptes  Eendus,  1862,  pag.  317,  418, 
715),  Ckemona  {Id.,  pag.  604),  Schwarz  {Creile, 
LXIV).  Per  una  trattazione  analitica  dei  teoremi 
dati  da  Cremona,  v.  D'Ovidio  e  Dino  (Giorn. 
di  Bau.,  III). 
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§  3.  —  Rigate  gobbe  di  5.^  ordine. 

Le  rigate  gobbe  dì  5.^  ordine  possono  essere  o 
di  genere  zero,  o  di  genere  i,  o  di  genere  2. 

Quelle  di  genere  zero  contengono  tutte  ima  curva 
doppia  del  6.^  ordine  degenerata  o  no.  * 

Quelle  di  genere  1  contengono  una  curva  dop- 
pia del  5.^  ordine  degenerata  o  no. 

Quelle  di  genere  2  contengono  una  curva  dop- 
pia di  4.^  ordine  degenerata. 

Lo  ScHWAKZ  (  Creile,  LXVII)  ne  ha  classificate 
10  specie  di  genere  zero,  4  di  genere  i,  e  una  di 
genere  2. 

Quelle  di  genere  zero  e  di  genere  1  contengono 
un  sistema  infinito  di  curve  piane  di  3."*  ordine, 
salvo  quelle  superfìcie  dì  genere  zero  le  quali  con- 
tengono una  retta  direttrice  pei  cui  punti  passa 
sempre  una  sola  altra  generatrice. 

Le  rigate  gobbe  di  genere  zero  possono  generarsi 
in  UNO  dei  due  seguenti  modi: 

I.  Sì  facciano  corrispondere  bìunìvocamente  i 
punti  di  una  retta  e  quelli  di  una  quartìca  piana 
di  genere  zero;  il  luogo  delle  rette  che  congiun- 
gono i  punti  corrispondenti  è  in  generale  ima  ri- 
gata gobba  di  genere  zero^  e  di  5,^  ordine, 

II.  Si  facciano  corrispondere  bìunìvocamente 


*  Considerando  anche  una  retta  quadrupla  come  6  rette 
doppie  coincidenti,  e  quindi  come  una  speciale  degenera- 
ìsione  di  una  curva  doppia  del  6.o  ordine. 
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i  punti  di  due  cubiche  piane  di  genere  zero^  aventi 
nn  punto  comune  che  corrisponda  a  sé  stesso -^  il 
luogo  delle  rette  congiungenti  i  punti  corrispon- 
denti è  una  rigata  gobba  di  genere  zero  e  di  5.^ 
ordine. 

In  luogo  di  questa  seconda  generazione  si  può 
poi  anche  considerare  quest'altra: 

II  a.  Si  facciano  corrispondere  biunivocamente 
i  punti  di  una  conica  e  quelli  di  una  cubica  di 
genere  zero;  il  luogo  delle  rette  congiungenti  i 
punti  corrispondenti  è  la  rigata  gobba  razionale 
di  5.^  ordine. 

In  quest'ultima  costruzione  la  conica  potrà  de- 
comporsi in  una  retta  doppia,  e  allora  si  conside- 
rerà una  corrispondenza  (2,  1)  fra  i  punti  della 
retta  e  quelli  della  cubica. 

L'equazione  di  una  superficie  generata  nel  pri- 
mo modo  si  può  formare  eliminando  t  fra  due 
equazioni  del  tipo 

X,t'  -h  X2t^  +  Xst^  +  X4^  +  X,=-0 
X,t  +  Xr==0 

dove  le  X=:0  rappresentano  piani  dello  spazio. 

Inequazione  di  una  superficie  generata  nel  se- 
condo modo  si  può  in  generale  formare  eliminando 
t  fra  le  due  equazioni 

Xi  t^  -i-  Xg  t'  +  X,  t  +  X^  =  0 
X,t'-^  X,t  +  XT  =  0 

(in  luogo  della  seconda  di  queste  equazioni  si  può 
sostituire  naturalmente  una  combinazione  lineare 
delle  due,  e  quindi  una  seconda  equazione  cubica 
in  t). 
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Colla  prima  costruzione  si  ha  una  rigata  gobba 
ragionale    con    una  , .retta    quadrupla    (la    retta 

Xa  ==:  X7  =  0)   (tipo  I  di   SCHWARZ). 

Colla  seconda  costruzione  si  hanno  in  generale 
rigate  gobbe  aventi  per  linea  doppici  tma  sestica 
con  un  punto  triplo^  e  di  genere  1  (tipo  II). 

Questa  sestica  può  degenerare  e  si  hanno  allora 
i  seguenti  altri  casi:  La  curva  doppia  è  formata: 
III.  da  una  retta  tripla  e  da  una  cubica  gobba 
che  ha  due  punti  comuni  colla  retta  tripla. 

Tutte  le  generatrici  si  appoggiano  alla  retta 
tripla  (retta  direttrice). 

lY.  da  una  retta  tripla  direttrice^  da  una  co- 
nica e  da  ima  retta. 

V.  da  una  retta  tripla  e  una  doppia  ambedue 
direttrici.,  e  da  due  rette  doj^pie. 

VI.  da  una  retta  direttrice^  e  una  curva  gobba 
di  5.°  ordine  con  un  punto  triplo  e  tre  punti  doppi  ' 
apparenti;  questa  ha  due  punti  comuni  colla  retta. 

VII.  da  una  retta  direttrice ,  una  quartica 
gobba  con  un  punto  doppio.,  e  un'altra  retta;  la 
quartica  taglia  in  un  punto  la  retta  direttrice. 

Vili,  da  una  conica  e  una  quartica  gobba 
con  un  punto  doppio;  la  conica  passa  per  questo 
e  per  altri  due  punti  della  quartica» 

IX.  da  tre  coniche,  con  un  punto  comune,  e 
che  si  tagliano  a  due  a  due  ancora  in  un  punto. 

X.  da  una  retta  direttrice,  e  una  quintica 
gobba  con  un  punto  doppio. 

Le  rigate  gobbe  di  5.^  ordine  di  genere  1  si 
possono  generare  nel  seguente  modo  : 

Si  immagini  in  un  piano  una  curva  di  3.^  or- 
dine generale,  e  si  assuma  su  essa  un  punto^  da 
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cui  si  proiettino  gli  altri  punti  della  curva  ;  questi 
verranno  allora  associati  in  coppie;  si  immagini 
che  la  curva  si  sdoppi  in  ducy  separandone  i  piani, 
e  che  un  punto  delVuna  corrisponda  a  quello  dei 
due  punti  delValtra  con  cui  esso  non  coincideva 
prima  dello  sdoppiamento  ;  il  luogo  delle  congiun- 
genti  i  punti  corrispondenti  è  la  rigata  gobba  di 
genere  1  (Schwaez) 

Sono  da  distinguersi  allora  le   seguenti  specie  : 

XI.  Sup.  con  'una  curva  di  5.^  ordine  dop- 
pia; per  ogni  punto  di  questa  passano  due  gene- 
ratrici, di  cui  ciascuna  taglia  la  curva  doppia  an- 
cora in  due  punti. 

Per  ogni  punto  dello  spazio  passano  5  piani,  di 
cui  ciascuno  ha  due  rette  comuni  colla  superficie. 

Per  ogni  punto  della  sup.  passano  due  cubiche 
piane  giacenti  sulla  superfìcie, 

XII.  Sup.  con  una  retta  direttrice  tripla,  e 
una  conica  doppia. 

XIII.  Sup.  con  una  retta  direttrice  tripla,  una 
retta  direttrice  doppia,  e  una  retta  doppia, 

XIV.  Sup.  con  una  retta  direttrice  doppia,  e 
una  quartica  gobba  doppia» 

Le  rigate  gobbe  di  5.^  ordine  e  genere  2  si  pos- 
sono infine,  generare  nel  seguente  modo  : 

Si  consideri  una  quartica  piana  con  un  punto 
doppio,  e  il  fascio  di  raggi  partenti  da  questo;  si 
immagini  una  retta  punteggiata  (a)  riferita  pro- 
iettivamente al  fascio.^  e  in  modo  che  un  punto 
della  retta  coincida  con  uno  dei  due  punti  d^ in- 
contro del  raggio  ad  esso  corrispondente,  colla 
quartica;  il  luogo  delle  rette  che  congiungono  cia- 
scun punto  della  retta ,  coi  due  punti  variabili  in 
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cui  il  raggio  ad  esso  corrispondente  taglia  la  qiiar- 
tica,  è  una  rigata  di  ,§.^  ordine  di  genere  2. 

La  retta  (a)  è  retta  tripla  direttrice  per  la  su- 
perficie^ sidla  quale  esiste  poi  anche  un^ altra  retta 
doppia  direttrice. 

Per  altri  dettagli  si  vegga  il  lavoro  citato  di 
ScHWARZ  da  cui  noi  abbiamo  presi  tutti  questi 
risultati. 


§  4.  —  Superficie  di  6.°  ordine,  o  classe. 

Una  superficie  di  6,^  classe  fu  considerata  da 
S.  Kantor  [Wien.  Bericlite,  1879,  II,  pag.  768); 
essa  è  generata  nel  seguente  modo: 

Si  considerino  tre  punti  Ai  A^  A.>  nello  spazio 
e  una  quadrica  F2.  Da  un  punto  variabile  P  di 
questa  si  proiettino  i  punti  A  sulla  quadrica;  il 
piano  dei  tre  punti  proiezioni  inviluppa  la  super- 
ficie di  6.^  classe. 

Questa  superficie  è  rappresentabile  sul  piano  ; 
essa  ha  un  piano  quadritangente  (il  piano  dei 
tre  punti  A)^  il  quale  oscida  la  superficie  in  cia- 
scuno dei  punti  di  contatto. 

Due  piani  tangenti  alla  superfìcie  che  si  tagliano 
in  una  retta  a  del  piano  quadritangente.,  sono  se- 
parati armonicamente  da  questo  e  dal  piano  pas- 
sante per  il  2^olo  di  esso  rispetto  alla  quadrica. 

Alla  superficie  è  doppiamente  circoscritto  un 
cono  di  3.^  classe  col  vertice  nel  polo  anzidetto. 

Nel  piano  quadritangente  vi  sono  3  rette  (i  lati 
del  triangolo  Ai  Ai  A^)  per  ciascuna  delle  quali 
passano  infiniti  piani  bitangenti  alla  superficie. 
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La  su2)erficie  duale  a  questa  è  naturahnenfe  di 
6.^  ordine^  ha  un  punto  quadruplo^  3  rette  doppie 
passanti  per  questo^  e  una  curva  doppia  di  3/'  or- 
dine piana. 


Il  medesimo  autore  ha  considerato  (loc.  cit.)  an- 
che la  seguente  altra  superficie: 

Si  considerino  4  punti  A^  A2  A-^  A^  e  una  qua- 
drica  i^g?  ^^  ^^  punto  di  questa  proiettando  su 
se  stessa  i  4  punti  si  hanno  altri  4  punti 

A\A'^A',A\- 

i  due  tetraedri  {A)  {A^)  sono  omologici;  il  loro 
piano  di  omologia  inviluppa  una  superficie  di  6'.* 
classe. 


Un'altra  superfìcie  di  6.^  ordine  è  quella  con- 
siderata da  AVeyr  (  Wiener  Berichte^  1882,  II,  pa- 
gina 515),  ed  è  formata  nel  seguente  modo: 

Su  di  una  cubica  gobba  si  consideri  una  linvo- 
luzione  di  4  punti  ;  i  lati  del  tetraedro  dei  quattro 
punti  di  ciascun  gruppo  generano  una  superficie 
RIGATA  di  6.^  ordine,  avente  la  cubica  per  curva 
tripla.  Le  facce  del  tetraedro  sono  piani  oscula- 
tori di  una  curva  di  5.^  classe. 

Il  cono  circoscritto  alla  superficie  e  col  vertice 
in  un  punto  arbitrario  dello  spazio  è  di  6.^  classe 
e  possiede  per  piani  tangenti  tripli^  i  tre  piani 
osculatori  della  sopraindicata  curva  di  3/  classe 
e  passanti  pel  punto  dato. 
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Un'altra  superfìcie  di  6.°  ordine  è  quella  con- 
siderata da  NoETHER,  (iUfo^A.  Ann.^  Ili,  pag.  203 
e  seg.)-  Essa  possiede  per  curva  doppia  una  cubica 
gobba  e  una  retta  che  non  taglia  la  cubica. 

La  sua  equazione  si  può  scrivere 

^  Aihyi  yic  (i,  /c=  1,  2,  3) 

dove 

g^=-L^M^  —  L^M.^ 
y2  =  LsMi  —  LiMs 
ijs=L^M2  —  L2Mi 

essendo  le  L,  M  funzioni  omogenee  lineari  nelle 
coordinate  o^i  cc^  oo^  x^^  e  le  A  date  dalle  formole 

Aik  =  oc//.-  x^^  +  2  ?>i/c  00^  x^  +  yik  x^. 

Ogni  piano  del  fascio 

Xj^  —  X  ^3  =  0 

taglia  la  superficie  in  una  curva  variabile  di  4.^ 
ordine  razionale  (con  tre  spunti  doppi) ^  oltre  che 
nella  retta^  asse  del  fascio,  contata  due  volte. 

La  equazione  della  superficie  contiene  18  co- 
stanti, perchè  la  esistenza  della  cubica  doppia  e 
della  retta  doppia  assorbe  66  costanti,  come  il 
NoETHER  dimostra. 

Oltre  la  retta  doppia,  la  superficie  possiede  10 
rette. 

La  supertficie  possiede  12  coniche  e  32  cubiche 
gobbe. 

A  due  a  due  queste  sono  situate  insieme  alla 
cubica  doppia  su  di  un  medesimo  [iperboloide.,  e 
passano  per  gli  stessi  due  punti  della  retta  doppia. 

Ognuna   di  esse  ha  cinque  punti  cornimi  colla 
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cubica  doppia^  e  non  incontrano  nessuna  delle 
10  rette. 

Ciascuna  delle  32  cubiche  è  coordinata  a  6  co- 
niche, ciascuna  delle  quali  essa  taglia  in  un  punto. 

Ordinando  le  12  coniche  in  sei  coppie,  col  porre 
in  una  coppia  quelle  che  passano  per  gli  stessi 
punti  della  retta  doppia,  e  prese  cinque  coniche 
arbitrariamente  in  cinque  coppie,  esiste  semprejina 
delle  32  cubiche  storte  che  taglia  in  un  punto  le 
cinque  coniche  scelte  ;  la  sesta  conica  tagliata  dalla 
medesima  cubica  resta  così  in  modo  unico  deter- 
minata. 

Questa  superficie  è  di  genere  zero,  e  perciò  rap- 
presentabile sul  piano.  Tale  rappresentazione  piana, 
insieme  a  molte  altre  proprietà,  sono  studiate  dal 
NoETHEH  (sopracit.) 


Altre  superficie  sestiche  sono  quelle  cosiddette 
di  contatto  alla  superficie  di  Kummer,  e  il  cui 
studio  scaturisce  da  quello  delle  funzioni  iperel- 
littiche  di  genere  2.  Esse  toccano  la  superficie  di 
Kummer  lungo  una  curva  di  12.^  ordine. 

Per  la  loro  equazione,  cosiddetta  razionale,  per- 
chè i  suoi  cofficienti  sono  invarianti  razionali 
della  sestica  binaria,  Y.F ASC AJj  {Ann.  di  mal.  XIX). 

Altre  superficie  di  6."^  ordine  sono  considerate 
da  PiEKi  (Acc.  Torino,  1889),  Humbert  (Compi - 
Bend.,  1895),  ecc.  • 


Diremo  finalmente  qualcosa  sulle  sviluppabili  di 
6.°  ordine. 

La  curva  di  regresso  di  una  tal  superficie  non 
può  essere  di  ordine  superiore  al  6.^,  ne  inferiore 

al  4:' 
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La  superfìcie  è  sempre  dì  genere  zero,  cioè  è  zero 
il  genere  di  una  sua  sezione  piana. 

Vi  sono  tre  specie  di  superficie  sviluppabili  di 
6'.^  ordine;  cioè: 

1.  Quella  il  cui  spigolo  di  regresso  è  una 
quartica  gobba^  la  quale  può  essere  o  di  1.^  o  di 
2»^  specie.  Nel  primo  caso  ha  un  punto  doppio  ef- 
fettivo e  due  punti  doppi  apparenti;  è  cioè  la  in- 
tersezione di  due  quadriche  che  hanno  un  contatto 
in  un  punto;  nel  secondo  caso  ha  tre  punti  doppi 
apparenti. 

I  numeri   caratteristici   sono  (v.  Gap.  IX,  §  4 
per  il  significato  dei  simboli): 
m  —  6,     a  =2  4^     P  =  0,     :r  =  6,     ^  =  4,     ^  =  6, 

Xz=z:4,       TrzzO,       ^^  =  6,       i?  -  6. 

La  sezione  piana  è  una  curva  di  6.^  ordine  e 
classe f  con  4  cuspidi ^  6  punti  doppi,  4  tangenti  di 
flesso,  e  6  tangenti  doppie. 

Per  altre  proprietà  vedi  il  Gap  X,  §  4,  p.  373. 

2.  Quella  il  cui  singolo  di  regresso  è  una  quin- 
tica  storta  con  due  cuspidi,  e  4  punti  doppi  ap- 
parenti. 

I  numeri  caretteristici  sono: 

m  =  5,    a  —  2,     P  =-  2,    x=:  5,    jj  —  5,    g  -  4, 
1  =  2,    T  =  o,     k  =  4,    E  =6. 

Una  sezione  piana  di  questa  superficie  è  di  6.° 
ordine  e  5.*  classe,  con  5  punti  doppi,  5  cuspidi, 
due  flessi,  4  tangenti  doppie. 

3.  Quella  il  cui  spigolo  di  regresso  è  una  se- 
stica  storta  con  4  cuspidi.^  e  G  punti  doppi  ap- 
parenti. 
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1  numeri  caratteristici  sono: 
7n==4,    ce  =  0,     8  =  4,     .^  =  4,    2/  =  6,    ^  =  3, 

I  quattro  piani  tangenti  lungo  le  4  generatrici 
cuspidali  passano  per  uno  stesso  punto. 

La  sezione  piana  è  di  6.^  ordine  e  4.^  classe^ 
con  6  cuspidi,  4  punti  doppi,  3  tangenti  doppie,  e 
nessun  flesso. 

L'equazione  generale  della  sviluppabile  di  6.*^ 
ordine  può  scriversi  nel  seguente  modo  : 

Siene  Xi  =  0, .  . .  X5  =  0  le  equazioni  di  cinque 
piani;  le  forme  X  sono  allora  naturalmente  le- 
gate  da  una  relazione  lineare  che  scriveremo 

«1  Xi  +  4  ag  ^2  +  6  «3  Z3  +  4  «4  X4  +  (75  X5  =  0. 

V equazione  della  sviluppabile  sestica  può  scri- 
versi (Catley) 

{X,  X,  4-  4  Zj  X4  +  3  X^^f  - 

-  27  [X^  X,  X,  -  X^  X^^  —  X^^  X,  + 
+  2X,X,X,--X,^r  =  0. 

Lo  spigolo  di  regresso  è  dato  dalV intersezione 
(parziale  0  totale)  delle  due  superficie 

X,  X.^AX,  X,  +  3  X32  =  0 
XX,X, -  X,  X/~  X,^X,  +  2X,X,X^^X,^^-=0. 

La  curva  doppia  0  nodale  è  data  dalle  equazioni 

f^ij^s  ~'J^'i  ^1  X/^  —  X^  X^  

X  ""~~~2X  ~ 

^  X,X3.2X,X,-3A7^  X^XrrXo^X^_  X,X,-X^ 
6X3  "~"       X,         "      2X, 
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e  i  punti   d[incontro   della  curva  nodale  e  dello 
spìgolo  di  regresso  sono  dati  dalle  equazioni: 

J(.Y  J\-2  ^^2  ^.\ 

^2,  ^3  ^4  ^5 

Le  varie  specie  <li  sviluppabili  sestiche,  si  di- 
stinguono secondo  la  natura  dei  cofficienti  ai . .  .a^; 
cioè  dalla  natura  delle  radici  dell'equazione  di  4.® 
grado  avente  per  coefficienti  tali  numeri  (Cayley). 
Propriament|: 

se  tali  radici  sono  disuguali  si  ha  la  sviluppa^ 
bile  corrispondente  ad  uno  spigolo  di  regresso  di 
G,""  ordine; 

se  due  radici  sono  eguali^  si  ha  quella  corri- 
spondente allo  spigolo  di  regresso  di  5.°  ordine; 

se  due  paia  di  radici  sono  eguali  si  ha  la  svi- 
luppabile corrispondente  allo  spigolo  di  regresso 
di  4.®  ordine  e  2,^  specie; 

se  le  quattro  radici  formano  un  gruppo  armo- 
nico^ si  ha  la  sviluppabile  corrispondente  allo  spi- 
golo di  regresso  di  4.^  ordine  e  1.^  specie; 

se  tre  o  quattro  radici  sono  eguali  la  sviluppa- 
bile degenera  rispetta  in  altre  di  5.^  o  di  4,^  ordine. 


Delle  sviluppabili  di  6.°  ordine  si  occuparono 
Cayley  {Camb.  Math.  J.,  V,  1850;  Quart.  J.,  VII, 
1865;  IX,  1867;  Ann.  di  mat.,  II  (1868)  pag.  99 
e  219,  ecc.),  Salmon  (Camb.  Math.  J.,  1850),  Cha- 
SLES  (Compt.  Bend.,  LIV,  1862),  Schwarz  {Creile, 
LXIV). 

Delle  rigate  gobbe  del  6.^  ordine  si  sono  occu- 
pati Bergstedt  {Biss.y  Luncl,  1886),  Pink  {Diss. 
Pascal.  33 
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Eealsck  Wilrtemb.,  1887  ,  Wiman  (Lund,  1892) 
(v.  una  nota  in  calce  ad  un  laYoro  di  Wiman 
(Ada  math.,  XIX)). 


^  5.  —  Sviluppabili  di  7.°  ordine. 

La  curva  di  regresso  per  una  sviluppabile  di 
7.^  ordine  può  essere  o  di  5.^  o  di  6.^  o  di  7.*^ 
ordine.  0 

Si  può  enunciare  un  teorema  che  vale  per  tutte 
le  sviluppabili  di  ordine  dispari. 

In  ogni  superficie  sviluppabile  di  ordine  dispari^ 
il  numero  dei  piani  tangenti  inflessionali  è  dispa- 
ri, ed  è  dispari  il  numero  delle  cuspidi  della  curva 
di  regresso  (Schwarz). 

Tutte  le  sviluppabili  sino  alVordine  7.®  incl,  sono 
di  genere  zero^  inqiiantochè  le  loro  sezioni  piane 
sono  di  tal  genere;  ciò  porta  che  è  costante  per  esse 
la  somma  delVordine  dello  spigolo  di  regresso  e 
delV ordine  della  curva  nodale. 

Tutte  tali  superficie  (sino  al  7.^  ordine  incl.)  si 
possono  generare  come  inviluppi  di  piani  nelle  cui 
equazioni  entra  razionalmente  un  parametro  t; 
cioè  piani  rappresentati  da  equazioni  della  forma 

dove  n  è  un  numero  intero  positivo,  e  le  X  sono 
espressioni  lineari  nelle  coordinate. 

Tali  sviluppabili  sono  quelle  che  il  Cayley 
chiamò  planari.,  e  ad  esse  ò  dedicato  il  lavoro 
dello  Schwarz  {Creile,  LXIV). 
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I  numeri  caratteristici  per  le  tre  specie  di  svi- 
hippahili  di  7.°  ordine' sono  i  seguenti  (v.  Schwarz^ 
cit.)  : 

1.  curva  di  regresso  di  5.°  ordine: 
m=l,    g=lO,    A  =  5,    a  — 5,     ^  =  1, 

x  =  ÌO,   2/  =  8,   1  =  1,    T  =  2,    k  =  22,    ÌÌ--13; 

2.  curva  di  regresso  di  6.^  ordine: 

m  =  6,    g=l,    li  =  l,    a  =  3,     p  =  3, 
a.'  =  9,    2/=9,    X==6,    T  =  l,    A:=:18,    R  =  \2', 

3.  cwn;a  c^i  regresso  di  7.^  ordine: 

m^5,    ^  =  5,    /^  =  10,    anzi,    p  =  5, 
^  =  8,    2/  =  10,   X  =  5,    T  =  0,    /^  =  15,    ^  =  11. 


§  6.  —  Superficie  rigate  di  ordine  qualunque. 

Alle  pag.  294-295  abbiamo  indicate  alcune  pro- 
prietà generali  delle  rigate  algebriche;  a  pag.  317- 
327  abbiamo  poi  indicate  altre  proprietà;  queste 
si  riferiscono  all'ordine,  alla  classe,  al  genere,  alla 
curva  nodale,  alle  curve  tracciate  su  di  una  ri- 
gata, ecc.  Ora  senza  ripetere  quelle  proprietà,  ne 
indicheremo  alcune  altre  interessanti. 

Notiamo  prima  di  tutto  la  proprietà  proiettiva  : 

Ogni  piano  contenente  una  generatrice  d^  una 
superficie  rigata  gobba,  è  tangente  in  un  punto  e 
in  uno  solo  alla  superficie;  il  fascio  di  piani  tan- 
genti è  2)roiettivo  colla  punteggiata  dei  punti  di 
contatto  lungo  la  generatrice  (Chasles). 

Notiamo  indi  le  seguenti  proprietà  metriche  : 
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Segando  ima  superficie  rigata  con  piani  paral- 
leli ad  un  piano  fisso,  le  tangenti  delle  curve  se- 
zioni nei  punti  di  una  stessa  generatrice,  formano 
un  paraboloide. 

Un  paraboloide  è  ancora  formato  dalle  normali 
alla  superficie  lungo  i  punti  di  una  generatrice 
(paraboloide  delle  normali). 

Su  di  una  generatrice  si  dice  punto  centrale,  il 
piede  della  perpendicolare  comune  a  quella  gene- 
ratrice, e  all'altra  infinitamente  vicina  ad  essa;  e 
il  luogo  di  tutti  i  punti  centrali  forma  la  cosid- 
detta linea  di  stringimento  (Chasles).j 

Il  punto  centrale  di  ima  generatrice  è  il  vertice 
del  paraboloide  delle  normali. 

Si  chiama  piano  centrale  relativo  ad  una  gene- 
ratrice, quello  che  passa  per  la  generatrice,  e  per 
la  perpendicolare  comune  ad  essa  e  alla  genera- 
trice infinitamente  vicina,  e  si  suol  poi  chiamare 
obliquità,  di  un  piano  tangente  l'angolo  fra  esso,  e 
il  piano  centrale  relativo  alla  generatrice  che  passa 
pel  punto  di  contatto. 

La  tangente  delV obliquità  di  un  piano  tangente 
è  proporzionale  alla  distanza  del  punto  di  con- 
tatto dal  punto  centrale. 

Il  piano  centrale  è  tangente  nel  punto  centrale; 
il  piano  centrale  e  il  piano  tangente  nel  punto 
alV  infinito  della  generatrice  sono  perpendicolari. 

Si  chiama  parametro  di  una  generatrice  la  di- 
stanza del  suo  punto  centrale  da  quello  in  cui  la 

obliquità  del  piano   tangente  è  di   -.  . 

Se  un  piano  passa  per  una  generatrice  di  una 
superficie  gobba,  il   prodotto    delle   distanze    dal 
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punto  centrale,  dei  due  punti  in  cui  esso  è  tan- 
gente e  normale,  è  cpstante,  ed  è  eguale  al  qua- 
drato  del  parametro  (Chasles). 

Se  due  superficie  gobbe  si  fagliano  sotto  angolo 
costante,  in  tutti  i  'punti  di  mia  generatrice^  que- 
sta retta  ha  un  medesimo  parametro  e  un  mede- 
simo punto  centrale  considerata  come  appartenente 
sia  alVuna  che  alV altra  superficie^  e  reciprocamente* 


Sulle  rigate  gobbe  sono  da  notarsi  certi  punti 
e  certe  rette  singolari;  supponiamo  che  una  certa 
generatrice  incontri  quella  ad  essa  injBnitamente 
vicina;  allora  il  punto  d'incontro  delle  due  gene- 
ratrici infinitamente  vicine  si  chiama  punto  cuspi- 
dale (sommet^  Spitze),  mentre  la  generatrice  su 
cui  tal  punto  è  situato  si  chiama  singolare  (aréte^ 
KantCj  Torsallinie)^  e  il  piano  (tangente)  che  passa 
per  la  generatrice  singolare  e  per  quella  infinita- 
mente vicina  si  chiama  piano  tangente  singolare. 

E  evidente  che  il  punto  cuspidale  appartiene 
alla  linea  doppia  o  nodale. 

Se  n  è  l^ ordine  della  superficie  gobba  ed  a  il  suo 
rango  *,  il  numero  delle  generatrici   singolari  è: 

T=2a  —  2n 

(Stuem,  Math.  Ann.^  VI;  Schubert,  M,  XVII). 

Essendo  una  retta  delle  spazio  determinata  da 

4  condizioni,    si   avrà  in  generale    una  superficie 

rigata  se  noi  sottoponiamo  la  retta  alle  condizioni 


*  Sì  suol  chiamare  rango  di  una  superficie  l'ordine  a 
del  cono  circoscritto  ovvero  la  classe  a'  della  sezione  piana 
(v.  Cap.  IX,  §  1;  pag.  296). 
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di  appoggiarsi  a  tre  curve  date,  ovvero  di  appog- 
giarsi doppiamente  ad  una  curva  e  semplicemente 
ad  un'altra,  o  infine  di  appoggiarsi  triplamente  ad 
una  curva. 

Si  presenta  allora  il  problema  di  determinare 
le  caratteristiche  delle  rigate  le  quali  hanno  per 
direttrici  quelle  curve  nel  modo  sopraindicato.  Di 
questo  problema  si  occuparono  Cayley  (Camb.  J., 
VII,  1852;  PhiL  Trans.,  CLIII,  1863),  Salmon 
{Camh.  J.,  Vili,  1853;  Trans.  Irish.  Acad.^ 
XXIII)  e  indi  Rupp  {Matli.  Ann.,  XVIII). 

Prima  di  riferire  i  risultati  ottenuti,  dobbiamo 
ancora  dire  qualche  cosa  sulle  altre  varie  sin- 
golarità che  può  possedere  una  rigata. 

Per  una  rigata  una  generatrice  può  esser  dop- 
pia, cioè  tale  che  per  ogni  suo  punto  esistono  due 
distinti  piani  tangenti  alla  superficie;  se  questi 
due  piani  coincidono  per  ogni  punto  della  gene- 
ratrice questa  sarà  una  generatrice  stazionaria. 

Una  generatrice  la  quale  passa  per  i  punti  sta- 
zionari di  una  curva  direttrice  è  una  generatrice 
stazionaria,  ed  in  generale  una  generatrice  sta- 
zionaria non  può  risultare  in  altro  modo. 

La  linea  doppia  della  rigata  può  dividersi  in 
varie  parti  di  cui  alcune  sono  linee  che  sono  an- 
che linee  direttrici  per  la  rigata,  e  altre  no.  In- 
dicheremo allora  con 

Dn  la  somma  degli  ordini  delle  curve  doppie  (no- 
dali] che  sono  contemporaneamente  direttrici, 
lÌN  la  somma  degli  ordini  delle  curve  doppie, 
escluse  quelle  che  sono  anche  direttrici,  ed 
escluse  le  generatrici  doppie, 
Gn  il  numero  delle  generatrici  doppie  (escluse  lo 
stazionarie), 
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Tn  la  somma  dei  tre  numeri  precedenti,  cioè  il 
numero  dei  punti  doppi  (escluse  le  cuspidi) 
di  una  sezione  piana  della  rigata, 

Gs  il  numero  delle  generatrici  stazionarie, 
T    il  numero  delle  generatrici  singolari  (v.  sopra), 
a     il  rango  della  rigata  (v.  sopra). 
Si  hanno  allora  i  seguenti  risultati: 
(1,^  Caso,)    Tre  curve  direttrici  semplici^  o, 
t,  ■/,: 

di  ordini  m^,  m^^  m^ 
di  classi    ^1,    ^2,    rg 
di  generi  p^,    p^^  p.^ 

con  Ay,  ^2,  hs  punti  doppi  apparenti 

con  Pi,    p2i   h  pii^nti  cuspidali^ 

Si  ha: 
n  =  2  ìUi  m^  m-^     (ordine  della  rigata), 

Dn=  —  mi  m^i  nin  {mi  m^  -^  m2mg~\-  m^  m^ 
Gn  =  ~mi  m^  ms  (^i  +  ^2  +  ^3  —  3)  + 


E.  =  -^ 


+  m\  m2  h^  +  m^  m^  hi  +  m-^  mi  li^ 
—  nii  m^  nis    4  m^  ^2  ^3  — 

—  (^1  mo  +  ^2  m^  +  m^  mi)  — 

—  2(^1  -+  m2  +  ms)  +  5 

2  Tn  =  2  mi  ^2  ^3  (2  Wi  1^2  W3  —  2)  — 

—  (mi  ^2  r3  +  W2  ^3  ^ì  +  ms  mi  r.^) 

—  3  {mim2h  -^  m^  m^  Pi  -+  m^  mi  P2 ' 
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Gs  =  Pi  m^,  mg  +  p2  ^3  ^^1  +  P3  ^^1  ^2 

a       =  2  ^1  ^2  /Wo   +  mi  ^2  ^3   *  '^^2  ^^3  ^*i  *  ^^3  ^^h  ^''? 
2^     =  2  (^1  W2  ^3  ~T   ^^2  ^^3  ^1  +  ^^3  ^1  ^'2)- 

('2.''  Caso.)  La  curva  cp  direttrice  doppia^  e  '\> 
direttrice  semplice  : 

n     ==  mg   /^  +  Y  '^^1  (^^1  —  1 J 

Di^^  —  -—  ^2   /^l^  -  Al  +  Wi  mg  {/Wi  - 1)^  -  mi  (mi  - 1) 

GN=hi  A2  +  T"  mi  m2  (mi  —  1)  (mg  —  1)  + 

+  3  m2  {m,  —  2) .  1 /«i  -  —  mi  (mi  -  1)J 
Un  =  m2  y  A]  (mi  —  2)  (mi  —  3)  + 

+  --  mi  (mi  —  1)  (mi  —  2)  (^i  -  3)J  + 

+  m.2  (m2  -  1)  Y^  1k  +  y  ^^1(^1^  ""  ^1  "  ^^^  "^' 
4-  —  mi  (mi  —  1)  (mi^  -  5  mi  -f  2)  j 

2  Tn  =  m^^  \^^^~9  ^1  (^1  —  1)     —  ^^2  Al  — 

3 

^  mi  mg  (>^i  —  1)  —  ri  m^  {rrii  —  3)  — 

—  /il  r,  -  3  p2  Si  -  3  Pi  ma  (»?i  -  3) 
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Gs  =hh  +  h  ^2  (mi  —  2) 

a     =  ri  m^  [nii  -  3^,  +  my  m^  {mi  -  1)  +  hi  r^ - 3  Pi  m^ 

T    =  ri  m2  (2  ^i  —  5)  +  2  Ai  rg  —  3  Pi  mg. 

C3.°  Caso.)  La  curva  9  direttrice  tripla^  (la 
rigata  in  tal  caso  è  quella  formata  dalle  trisecanti  di 
una  curva^  vedi  anche  il  Gap.  IX,  §  4,  pag.  328). 

n     =  (m  —  2)\h  — —  m  (m  —  1) 
Dn  =  -"  m  {h  —  m  +  2)  {h  —  m  ^  1) 
Gn=-j  \—  m^  +  18  m^  —  71  m^  +  78  m  — 

~  4:8  mh+  132  h  +  12  A^j 
j?ivr  =  —-h^m{m-~ì)  — 

-  ^h(m^  —  5m^  +  5  in^  —  idìn  +  120)  + 

6 

+  ryo  (^^'^  —  6  m^  +  31  m^  -  270  m^  + 

+  868  m"  —  840  m) 
2  Tn  =  m^W  —  4mW  ^  Qh^  — 

—  —  (m^  —  5  m^  +11  ^2  +  14  m  —  78)  h  + 

o 

+  ~  (m«  -  6m^  +  13  m^  +  90  m^  - 

OC) 

-  518  m^  +  636  m) 

(^,s  ==  p  f/^  —  2  m  +  6) 
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a     =^2h'  +  h  (m^  4-  5 m  - 24)  - 

-  ~  (^6  ^^^^  -  84  m2  +  104  m)  -  3  8  (h  - 

0 

—  2  ;n  H-  6) 
T    =.  -  4  /i2  +  2  /^  (m^  i  4  m  —  22)  -  5  m^  + 
+  27  m^  -  34  m  —  6  p  (/i  -  2  m  +  6). 


Si  ottiene  anche  una  rigata  congiungendo  i  punti 
corrispondenti  di  due  curve  (direttrici)  in  corri- 
spondenza (y-i,  ag);  se  gli  ordini  delle  due  curve 
sono  mi  7n2^  bordine  della  rigata  è  nii  ocg  +  mg  ^i- 


Dal  punto  di  vista  della  Geometria  della  inetta 
(vedi  Cap.  XIV)  le  rigate  restano  definite  come  le 
intersezioni  di  tre  complessi  di  rette  ;  possono 
però  essere  o  l'intersezione  completa,  cuna  parte 
della  intersezione. 

Nelle  formolo  seguenti  noi  supporremo  il  primo 
caso. 

Se  i  tre  complessi  sono  di  ordini  mim^m^^  V or- 
dine della  rigata  èn=2  mi  m^  m^^  e  il  suo  rango  è 

a  —  2  mi  m^  m^  {mi  -\-  m^-^  m^^  —  2)  —  2  Gn 

dove  Gn,  indica^  come  sopra,  il  numero  delle  ge- 
neratrici doppie  della  superfìcie  (si  suppone  che 
questa  non  abbia  generatrici  stazionarie), 

Uordine  della  curva  doppia,  è  dato  dalla  for- 
mola 


i)  = 


mi  m^  ^3   2  m^  m^  m^  ~-  {mi  4-  m^  ^  mo)  +  1 


p  il  genere  della  superficie  da 

p  =  mi  m2  W3  m^  4-  m2  +  ^3  —  4)  —  1  --  Gn, 
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Queste  forinole  possono  però  subire  modifica- 
zioni secondo  le  varie  particolarità  dei  complessi. 

Se  imo  dei  complessi  dati  è  lineare  {m^  —  1),  al- 
lora le  curve  assintoticJie  algebriche  (Hatipttan- 
gentencurven)  della  superfìcie,  cioè  quelle  le  cui 
tangenti  sono  osculatrici  (hanno  tm  contatto  tri- 
punto,  V.  pag.  290)  colla  superficie  sono  di  classe 
(rango) 

12  mi  ^2  [mi  +  ^9  —  2) 
e  di  ordine 

2  ini  ^2  ('^1  -f  ^2  —  1) 

Questi  numeri  però  restano  modificati  se  i  com- 
plessi dati  hanno  fra  loro  speciali  relazioni  ;  p.  es. 
se  anche  m2=ì,  questi  numeri  non  più  yalgono 
se  i  due  complessi  lineari  hanno  in  comune  una 
congruenza  speciale  (v.  Voss,  Math.  Ann.^  Vili, 
82-83). 

Vi  è  sulla  superficie  una  semplice  infinità  di 
punti  nei  quali  una  tangente  alla  superficie  h^ 
con  questa  un  contatto  quadripiinto. 

La  curva  di  tali  pienti  di  contatto  quadripunto 
è  di  ordine 

2  ìUi  m^  m^   6  (mi  +  m^  f  m^)  —  19 

e  contiene 

8  mi  m^  m^  3  {mi  -\-  m^  +  W3)  —  10 

punti  in  cui  essa  è  tangente  a  generatrici  della 
superfìcie  rigata  data  ;  tali  generatrici  sono  tan- 
genti stazionarie  di  una  curva  assintotica  algebrica. 
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Per  le  tangenti  aventi  colla  rigata  un  contatto 
di  4.®  ordine  vedi  Voss  {cit.^  pag.  99). 


Una  rigata  di  ordine  n  senza  generatrici  mid- 

fiple^  e  di  genere  zero  è  di  rango  2{n  —  1),  e  con- 

,       .     ,.       ,.      {n~\){n-'2) 
tiene  una  curva  doppia  di  ordine — — — . 

Vi  sono  2  in — 2)  {n  —  3)  generatrici  tangenti 

alla  curva  doppia^  — -  (n  —  2)  {n  — 3)  {n  — 4)  pun- 
o 

ti  tripli  e  altrettanti  piani  tritangenti. 

Vi  sono  2  {n  —  2)  generatrici  singolari  nel  senso 
sopra  definito. 

La  rigata  generata  dalle  tangenti  di  contatto 
quadripunto  è  di  ordine  8  (n  —  3),  e  altrettanto  è 
il  numero  dei  punti  in  cui  la  curva  di  tali  punti 
di  confatto  è  tangente  ad  ima  generatrice.  Il  ge- 
nere della  medesima  rigata  è  Aìi  —  13. 

Vi  sono  sulla  data  rigata  10  (n  —  4)  punti  in 
cui  una  retta  tangente  ha  un  contatto  di  4.^  or- 
dine colla  superficie. 

Le  linee  assintotiche  di  una  rigata  d^  ordine 
(ni  +  ^2)?  ^^  genere  zero  avente  per  direttrici  due 
rette  n^^^  e  n^^^  rispettivamente.,  sono  curve  alge- 
briche e  dell'ordine  2  {ni  +  n.i  —  1).  (Cremona,  Ann. 
di  mat.y  I). 

Se  le  due  rette  direttrici  si  avvicinano  indefini- 
tamente sino  a  coincidere.,  le  assintotiche  diventano 
di  genere  zero  e  di  ordine  2ni  +  n2  —  2  {se  Ui  ^  n^) 
(Cremona,  ihid*)- 


Le   prime   e    fondamentali    proprietà   metriche 
delle  rigate  furono  trovate  e  studiate  specialmente 
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da  MoNGE,  Add.  à  la  Géom.  déscript.  ;  Hachette, 
Creile,  Vili;  Chasle^,  Joiirn,  de  Liouville,  II,  ecc.; 
V.  anche  il  trattato  di  Geometria  descrittiva  di 
De  La  Gournerie. 

Cayley,  Salmon,  Ilupp  nelle  opere  sopracitate 
si  occuparono  dei  problemi  riguardanti  i  numeri 
caratteristici  delle  rigate  aventi  determinate  di- 
rettrici. 

Le  linee  assintoticlie  delle  rigate  furono  studiate 
da  Clebsch  (Creile,  LXVIII^\  Ceemona  (cit.), 
Voss  (cit.J,  e  da  altri. 

A  superfìcie  rigate  particolari  è  consacrato  il 
libro  di  De  La  Gournerie  {Redi-  sur  les  surf, 
réglées  tetraédrales  st/métriqices.  Paris,  1867). 

LiìROTH  (Creile,  LXVII)  e  Voss  (Math.  Ann., 
Vili)  studiarono  le  rigate  che  possono  conside- 
rarsi come  intersezioni  complete  di  tre  complessi 
di  rette. 

Le  rigate  razionali  (di  genere  zero)  furono  stu- 
diate da  Cremona  (citj,  Armbnante  {Annali  di 
matr,  IV),  Clebsch  {Math.  Ann.,  V),  Noether 
{Math.  Ann.,  Ili,  pag.  194)  il  quale  ultimo  stu- 
diò la  rigata  razionale  di  ordine  n  avente  una 
retta  multipla  di  ordine  n  —  1. 

Kicerche  più  recenti  sulle  rigate  dal  punto  di 
vista  della  Geometria  su  di  una  superfìcie  e  della 
considerazione  degli  spazi  a  più  dimensioni  sono 
quelle  di  Segre  {Acc.  Torino,  1884,  1886;  Rend. 
Lincei,  1887;  Math.  Ann.,  XXXIV). 
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§  7.  --  Superficie  razionali. 

Superficie  a  sezioni  razionali,  o  ellittiche, 

0  iperellittiche. 

Si  dicono  razionali  (o  nniciirsali^  omaloidi)  le 
superficie  le  quali  possono  porsi  in  corrispondenza 
biunivoca  con  un  piano.  Alle  considerazioni  del 
§  7,  Gap.  IX,  relative  alla  rappresentazione  piana 
di  tali  superfìcie,  aggiungeremo  le  seguenti  altre. 

Le  condizioni  perchè  una  superficie  d^ordine  n^ 
con  una  curva  doppia  di  ordine  d^  e  di  genere  t^, 
e  che  j^ossiede  t  punti  tripli  che  sieno  tali  contem- 
poraneamente per  la  superficie  e  per  la  curva^  sia 
razionale j  sono  le  seguenti: 

1 .  che  sia  zero  il  genere  numerico  (v.  Gap.  IX, 
§  4,  pag.  316-317) 

(>-l)(n~2)(n-3j     ,       .X  .  ,  ^  .     ^ 

p  = ^ ~6  ^^^^^^^ "  (^^  -  4)  e?  f  2M  :r- 1==  0  ; 

2.  cJie  non  esistano  superficie  d^ ordine  2  {n  —  4) 
le  quali  passino  doppiamente  per  la  curva  doppia 
(oltre  le  superficie  che  contengono  la  data). 

Ogni  superficie  tale  che  le  coordinate  di  un  suo 
punto  qualunque  si  esprimono  in  funzione  razio- 
nale di  due  parametri^  è  razionale.  Questo  teo- 
rema analogo  ad  un  altro  di  Lùroth  per  le  curve, 
è  stato  dimostrato  da  Gastelnuovo  {Math,  Ann.^ 
XLIV,  XLVIII,  pag.  313). 

Ogni  superficie  di  5.^  ordine  è  razioìialCy  eccetto 
il  cono  generale  di  S.""  ordine. 


XIII,  7.    -    Superficie  razionali.        527 

Ogni  siiperfxie  di  4,^  ordine  avente  delle  linee 
multiple  è  razionaley.  meno  le  superficie  rigate  di 
genere  maggiore  di  zero.  Fra  le  superficie  di  4,^ 
ordine  non  aventi  linee  multiple,  ve  ne  sono  solo 
4  specie  razionali;  una  di  esse  fu  studiata  da 
Cebmona  {Collect,  math.^  Milano,  1881)  e  le  al- 
tre, insieme  a  questa,  da  Noether  (Math.  Ann.^ 
XXXIII). 

Ogni  superficie  che  contiene  un  sistema  sempli- 
cemente infinito  di  curve  razionali  è  razionale 
fteor.  di  NoETHER,  Math.  Ann.,  III).  Se  questo 
sistema  è  formato  di  curve  piane^  allora  la  super- 
ficie è  0  rigata  o  è  la  superficie  di  4,^  ordine  di 
Steiner  {teor.  di  Picard,  Creile  C ;  v.  anche  so- 
pra, Gap.  XII,  §  9). 

Ogìii  superficie  contenente  un  sistema  lineare 
doppiamente  infinito  di  curve  ellittiche  o  iperellit- 
tiche  di  genere  2,  è  razionale^  ovvero  è  una  su- 
perficie rigata  di  genere  1  o  2.  (Castelnuovo, 
Rend.  Lincei^  1894).  Se  le  sezioni  sono  piane, 
V ordine  della  superficie  (se  si  verifica  il  primo 
caso)  non  può  essere  maggiore  di  9. 

Affini  a  queste  ricerche  sono  quelle  altre  riguar- 
danti le  superficie  le  quali  possono  birazionalmente 
trasformarsi  in  se  stesse. 

Estendendo  alle  superfìcie  un  risultato  di  Schwarz 
relativo  alle  curve,  i  signori  Castelnuovo  ed  En- 
riques hanno  dimostrato  {Compt.  Rend,,  1895  ; 
V.  ancho  Painlevé,  /r/.,  Id.)  che: 

Ogni  superficie  che  ammette  un  gruppo  continuo 
transitivo  (cioè  che  da  im  punto  possa  passarsi  ce 
qualunque  altro  della  superficie)  di  trasformazioni 
hirazionali  in  sé  stessa^  è  una  superficie  razionale 
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se  il  gruppo  dipende  da  due  parametri,  e  le  tra- 
sformazioni non  sono  permutabili  fra  loro;  se  poi 
il  gruppo  dipende  da  piti  di  due  parametri,  allora 
la  superficie  o  è  razionale,  o  è  trasformabile  in 
una  rigata  ellittica  (di  genere  1). 

Per  un  riassunto  di  tutti  questi  risultati  si  vegga 
r  ultimo  capitolo  di  un  lavoro  di  Castelnuovo  ed 
Enriques  {Math.  Ann,,  XLYIII). 


CAPITOLO  XIV. 

La  geometria  della  retta  nello  spazio, 
e  la  geometria  della  sfera. 


§  1.    -  Generalità. 
Coordinate  di  rette  nello  spazio. 

Una  retta  nello  spazio  è  determinata  da  4  con- 
dizioni elementari,  cosicché  lo  spazio  rigato  (in 
cui  l'elemento  è  la  retta)  è  da  considerarsi  come 
uno  spazio  a  4  dimensioni  (non  lineare  ma  qua- 
dratico). 

Se  Xi  X2  Xg  x^  sono  le  coordinate  omogenee  di 
un  punto  dello  spazio,  e  ij\  y^  y%  2/4  quelle  di  un 
altro,  formiamo  i  determinanti  di  2.°  ordine  della 
matrice 

Xy     x<2     x^     x^ 

2/1    2/2    Vs    Vi  ! 
e  poniamo 

Pij  ==  ^"^i  yj  -  ^j  yi  ^ 

I  rapporti  di  due  qualunque  delle  0  quantità 
Pu,  non  si   alterano   se   ad  tino  0  ad  ani  Inedite  i 
Pascal.  34 
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punti  {oc)  (y)  sostituiamo  un  altro  qualunque  punto 
della  retta  che  li  unisce;  le  quantità  pij  si  possono 
scegliere  come  coordinate  omogenee  di  una  retta 
dello  spazio. 
Fra  esse  sussiste  Vunica  relazione  identica 

Vìi  Pòi  +  Pi3  Pi2  +  Pu  P23  =  0. 

Per  la  definizione  di  queste  coordinate  la  retta 
è  considerata  come  luogo  di  punti;  esse  si  sogliono 
chiamare  radiali  (Strahlencoordinaten,  Plùcker), 

Considerando  invece  la  retta  come  inviluppo  di 
piani,  si  hanno  analoghe  coordinate  che  si  chia- 
mano assiali  (Axencoordinaten). 

Se  (u)  {v)  sono  le  coordinate  omogenee  di  due 
piani  passanti  per  la  retta,  si  considerino  i  binomi  : 

-^V  =  Ut  Vj  —  Uj  Vi  . 

I  rapporti  di  due  delle  sei  '^ij  sono  indipendenti 
dalla  scelta  dei  particolari  piani  (u)  {v)  passanti 
per  la  retta  ;  tali  t.ìj  possono  scegliersi  come  coordi- 
nate omogenee  assiali  di  una  retta  nello  spazio; 
fra  esse  sussiste  la  relazione  identica 

La  condizione  perchè  due  rette  di  coordinate 
(p)  e  {pi  si  incontrino  (stieno  nello  stesso  piano) 
è  data  da 

Pì2  P'34  +  Pì3  PU2  +  Pu  P'^,3  + 
+  P\2P8A  +  P\z  P\2  +  V\  l  P23  ^  0. 

Le  6  rette  dello  spazio  per  le  quali  cinque  delle 
()  coordinate   sono  zero^   sono   gli   spigoli  del  te 
traedro  fondamentale* 
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Se  prendiamo  le  mosse  da  coordinate  cartesiane 
ortogonali  dei  punti  dello  spazio,  le  coordinate  p 
diventano 

che  noi  indichiamo  rispettivamente  con 
/,       m,     n 
L,    i¥,    K 

Ecco  allora  alcune  formole  fondamentali  che  si 
riferiscono  a  proprietà  metriche  : 

L'angolo  di  due  rette  {l,  m,  n^  Lj  ilf,  N)^  (l\ 
m\  n\  L'j  M\  N')  è  dato  dalla  formola 

,     ,,                   l  V  -i"  m  m^  +  n  n 
cos  (r  r  )  =  ' 

\/  (P  +  m^  +  n")  {P  +  m'^  +  n''') 

V    m^    n^ 

l     m     n 


sen2  (r  r')      -,  ^  ^^^  _j„  ^2)  ^^2  +  ^^2  ^_  ^^2) 

La  distanza  fra  le  due  rette  è  data  da 

,.      ,     ,,      IL'^mW  ^nN'^LV  ^Mm'  ^Nn' 
dist.  (r  r  )  =^ 


/  Il  ^     m     n 
V  II  V     m'    n' 


Si  chiama  momento  di  due  rette  il  prodotto  del 
seno  del  loro  angolo  per  la  loro  minima  distanza 
(Cayley);  dalle  formole  precedenti  risulta  allora 
subito  che  il  momento  delle  due  rette  è  dato  da 
tin  coordinate  ortogonali) 

,     ,,      lL'*mM'-nN'*LV  *Mm'  *  Nn' 
mom.  (r  r  )  =: —  . 

\l  {r'  +  m^  +n')  (P  +  m'''  -\-  n'') 
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Le  sei  coordinate  omogenee  generali  di  ima  retta 
sono  proporzionali  ai  6  momenti  della  retta  ri- 
spetto a  ciascuno  dei  6  spigoli  del  tetraedro  fon- 
damentale delle  coordinate,  cioè  rispetto  alle  sei 
rette  dello  spazio  per  le  quali  cinque  delle  sei  coor- 
dinate della  retta  sono  zero. 

Le  forinole  precedenti  insieme  ad  altre  furono 
stabilite  da  Cayley  (Camb.  Trans.,  XI  parte  2."*); 
per  le  formole  analoghe,  ma  in  coordinate  pij  y. 
D'Ovidio  {Giorn.  di  Batt.,  Vili,  XI). 

Altro  sistema  di  coordinate  di  rette  è  quello 
considerato  da  Zeuthen  {Math.  Ann.,  1);  si  as- 
sumano come  coordinate  omogenee  di  retta,  i  vo- 
lumi dei  6  tetraedri,  ciascuno  dei  quali  abbia  per 
spigoli  opposti  un  segmento  (unità)  preso  sulla 
retta  e  uno  dei  6  spigoli  del  tetraedro  fonda- 
mentale. 

Queste  coordinate  soddisfanno  ad  una  relazione 
omogenea  di  2.^  grado  a  tre  termini.,  siìnile  a 
quella  cui  soddisfanno  le  pij  (y.  anche  Db-ach, 
Matìi,  Ann.,  II;  D'Ovidio,  Giorn.  di  Batt,  X). 

Dalle  6  coordinate  pij  noi  possiamo  passare  con 
una  trasformazione  lineare,  ad  un  sistema  di  coor- 
dinate OGi  (i^==  1, . . .  6),  facendo  in  modo  che  la 
relazione  quadratica  cui  soddisfanno  le  p  si  tra- 
sformi nella  relazione  quadratica  speciale  : 

^  X^i   =:  0. 

Queste  6  coordinate  xi  si  chiamano  allora  coor- 
dinate di  Klein  {Math.  Ann*,  II,  v.  anche  Inaug, 
Diss.  Bonn,  1868,  pubbl.  in  Math.  Ann.,  XXIH). 

Una  elegante  interpretazione  geometrica  di  tale 
trasformazione   è   la    seguente;    si  interpretino  le 
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sei  Po  come  coordinate  omogenee  di  un  punto  in 
uno  spazio  a  5  dimensioni;  allora  la  relazione  di 
2.^  grado  cui  soddisfanno  le  j9,  rappresenta  in  tale 
spazio  una  quadrica  non  degenere  (perchè  il  di- 
scriminante ne  è  diverso  da  zero)  ;  ogni  punto  di 
tale  quadrica  corrisponde  così  ad  una  retta  dello 
spazio,  e  viceversa  ;  la  geometria  su  tale  quadrica 
corrisponde  alla  geometria  della  retta. 

Facciamo  una  trasformazione  lineare  di  coordi- 
nate nello  spazio  a  5  dimensioni,  in  modo  che  la 
equazione  di  questa  quadrica  venga  ad  acquistare 
la  forma 

:^  xh  —  0 

cioè  la  forma  contenente  solo^  i  termini  coi  qua- 
drati delle  coordinate  (il  che  può  farsi  in  infiniti 
modi)  ;  le  nuove  coordinate  sono  le  sopraddette  coor- 
dinate di  Klein.  Ora  si  sa  che  quando  la  equa- 
zione della  quadrica  è  messa  sotto  la  soprascritta 
forma,  allora  gli  spazi  lineari  xi  =  0  sono  a  due 
a  due  coniugati  rispetto  alla  quadrica,  cioè  il  polo, 
rispetto  alla  quadrica,  di  uno  di  essi,  sta  nell'altro 
(questa  proprietà  non  è  che  l'estensione  di  quella 
indicata  per  le  coniche  a  pag.  132,  e  per  le  qua- 
driche  a  pag.  167);  quindi  abbiamo  il  risultato 
che  gli  spazi  fondamentali  nel  nuovo  sistema  di 
coordinate  sono  a  due  a  due  coniugati  rispetto 
alla  quadrica  fondamentale. 


Una  relazione  fra  le  coordinate  di  rette,  rappre- 
senta una  tripla  infinità  di  rette  nello  spazio  ;  cioè 
ciò  che  si  suol  chiamare  un  complesso  di  rette;  due 
relazioni  fra  le  coordinate  di  rette,  rappresentano 
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una  doppia  infinita  di  rette,  cioè  ima  congruenza 
di  rette;  e  finalmente  tre-  relazioni  fra  le  coordi- 
nate di  rette,  rappresentano  una  superfìcie  rigata. 

Quattro  relazioni  della  specie  anzidetta  rappre- 
sentano poi  in  generale  un  numero  finito  di  rette 
dello  spazio. 

Se  definiamo  nn  complesso  come  una  varietà  <x>^ 
di  rette,  e  un  complesso  algebrico^  come  una  va- 
rietà ocy^  di  rette  le  cui  coordinate  sono  funzioni 
algebriche  di  tre  parametri  indipendenti,  si  ha  il 
teorema  : 

•  Ogni  complesso  algebrico  può  sempre  essere  rap- 
presentato totalmente  da  una  sola  relazione  alge- 
brica fra  le  sei  coordinate  di  rette;  in  altri  ter- 
mini, nella  rappresentazione  per  mezzo  dei  punti 
di  una  quadrica  dello  spazio  a  5  dimensioni,  il  teo- 
rema si  riduce  a  questo: 

Ogni  spazio  algebrico  a  tre  dimensioni  conte- 
nuto sidla  quadrica  fondamentale  è  sempre  inter- 
sezione COMPLETA  di  questa  con  un  altro  spazio 
algebrico  a  4  dimensioni. 

Se  la  relazione  algebrica  che  rappresenta  un 
complesso  algebrico  è  di  grado  n^  il  complesso  si 
dice  di  grado  n. 

Il  grado  del  complesso  è  eguale  alV  ordine  del 
cono  formato  da  tutte  le  rette  appartenenti  al  com- 
plesso e  che  passano  per  un  punto  qualunque  dello 
spazio  (cono  del  complesso). 

In  un  piano  esistono  <x>^  rette  del  complesso,. le 
quali  inviluppano  una  curva  (curva  di  complesso  ; 
Complexcurve)  ;  la  classe  di  questa  cutva  è  anche  il 
grado  del  complesso. 

Per  un  complesso   si  confondono   i   concetti  di 
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ordine  e  di  classe;  si  ha  un  unico  numero  carat- 
teristico, il  grado,  che  è  il  numero  delle  rette  del 
complesso  passanti  per  un .  punto  e  situate  in  un 
piano. 

Una  congruenza  si  dice  algebrica  se  è  data  dal- 
l'intersezione  parziale  o  totale,  di  due  complessi 
algebrici. 

Per  ordine  di  una  congruenza  algebrica  si  in- 
tende il  numero  delle  sue  rette  che  passano  per 
un  punto  dello  spazio,  e  per  classe  di  una  con- 
gruenza algebrica  si  intende  il  numero  delle  sue 
rette  che  stanno  in  un  piano. 

Due  complessi  di  gradi  n  e  n  hanno  di  comune 
una  congruenza  di  ordine  nn^  e  anche  di  classe  nn  . 

Tre  complessi  di  gradi  n  n'  n'^  hanno  in  comune 
una  rigata  di  ordine  2  7%  n!  n^\ 

Quattro  complessi  di  gradi  n,  n\  n^\  n^^'  hanno 
in  generale  i?i  comune  2nn  n"  n^'^  rette. 

Due  congruenze  di  ordini  n,  n'  e  classi  m,  ni 
hanno  in  comune  in  generale  n  n'  +  m  m'  rette 
(teor.  di  Halphen,  Compt.  Bend.,  1872). 

Tutte  le  rette  che  tagliano  una  curva  algebrica 
di  ordine  n  formano  un  complesso  (algebrico)  di 
grado  n. 

Tutte  le  rette  che  tagliano  una  retta  data  for- 
mano un  complesso  lineare,  ma  speciale  (che  am- 
mette una  direttrice). 

Tutte  le  rette  che  si  appoggiano  a  due  curve  di 
ordini  Ui,  n^  formano  una  congruenza  di  ordine 
e  classe  eguale  a  n^  n^,. 

Tutte  le  rette  che  tagliano  due  rette  date  for- 
mano una  congruenza  di  ordine  e  classe  1  (cou- 
gruenza  lineare). 
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Tutte  le  rette  che  fagliano  tre  curve  algebriche 
degli  ordini  ni^  n^^  n^  formano  ima  rigata  di  or- 
dine 2  ni  n^  %  (Cayley,  v.  anche  Gap.  XIII,  §  6). 

Vi  sono  2  rette  che  tagliano  contemporanea- 
mente quattro  rette  date  (teor.  di  Steiner,  System, 
Entwickel.^  ecc*^  Opere  I,  pag.  284). 

Vi  sono  2  fii  ^2  %  %  rette  le  quali  si  appoggiano 
a  quattro  curve  algebriche  di  ordini  ^i,  ^2,  %,  n^. 

Tutte  le  rette  tangenti  ad  una  superficie  cdge- 
brica  di  ordine  n  e  di  rango  a  (v.  Gap.  IX,  §  1 
e  Gap.  XIII,  §  6)  formano  un  complesso  di  grado 
a  (complesso  speciale). 

Senza  tener  conto  di  alcune  ricerche  antece- 
denti, fra  cui  alcune  di  Gayley,  si  può  dire  che 
la  Geometria  della  retta  come  dottrina  a  se,  nac- 
que colla  Neue  Geometrie  des  Raumes  (Leipzig, 
1868-69)  di  Plùcker,  il  quale  già  sin  dal  1865 
ayea  pubblicato  alcune  Memorie  sul  medesimo 
soggetto  (Proc.  Lond.  math.  Soc.^  1865;  Fliil, 
Trans.,  1865). 

Negli  anni  1866-68  il  Battaglini  {Rend,  Acc. 
Napoli,  1866;  Atti  Acc,  Napoli,  HI,  1866;  IV, 
1868  ;  Giom.  di  Batt.,  YI,  VII,  X)  pubblicò  sui 
complessi  delle  ricerche  proprie,  stabilì  molte  pro- 
prietà generali,  una  teoria  di  un  particolare  com- 
plesso quadratico  che  ha  preso  nome  da  lui,  l'ini- 
zio di  una  notazione  simbolica  che  il  Glebsch 
ridusse  poi  più  perfetta  (v.  §  2),  e  molteplici  ap- 
plicazioni della  Geometria  della  retta  alla  mecca- 
nica (Acc,  Napoli,  1869-70). 

Fra  i  lavori  più  notevoli  che  si  succedettero  ci- 
teremo quelli  di  Glebsch  (Math,  Ann..,  II,  V),  di 
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Klein  [Id.,  II,  V,  VII,  XXII,  ecc.,  Diss,,  1868, 
ristamp.  in  Math.  Ann»^  XXIII),  Lie  {Math.  Ann., 
V),  di  Reye  (v.  §  4),  di  Voss  {Math.  Ann.,  IX), 
di  SEaEE  (Acc.  Torino,  1883-84),  ecc. 

Un  trattato  sistematico  e  recente  sulla  teoria 
che  ci  occupa  è  quello  di  Stujrm  (Die  Gebilde  I. 
il,  II,  Grades  der  Liniengeometrie,  ecc.  Leipzig", 
1892-93-96)  in  tre  volumi. 

Per  maggiori  indicazioni  bibliografiche,  oltre 
quelle  che  daremo  più  sotto  volta  per  volta,  ri- 
mandiamo all'opera  più  volte  citata  di  Loria. 

Lo  Sturm  nell'opera  sopracit.  ha  adoperato  altre 
denominazioni  per  i  complessi  e  le  congruenze  ; 
])ropriamente  egli  chiama  il  complesso  lineare, 
StraMengeivinde  o  semplicemente  Gewinde  ;  il 
complesso  lineare  speciale,  Straldengebilsch  o  sem- 
plicemente Gebilsch;  la  congruenza  lineare.  Strali- 
lennetz. 

Le  stesse  denominazioni  sono  state  poi  adoperate 
da  altri  autori  tedeschi. 


§  2.  —  Complesso  algebrico  generale  di  grado 
n.  La  notazione  simbolica  di  Battaglini 
E  DI  Clebsch,  Forme  invariantive  del  com- 
plesso. 

Un  complesso   algebrico   di   grado   n  è  indivi- 
duato da 


n  +  5\        [n  +  3|_  j 


5/15 

rette  ;  quindi  : 
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un  complesso  lineare  è  individuato  da  5  rette; 
un  complesso  quadratico  è  individuato  da  19 
rette» 

Tutte  le  rette  del  complesso  le  quali  si  appog- 
giano ad  una  determinata  retta  dello  spazio,  for- 
mano naturalmente  una  congruenza,  intersezione 
del  complesso,  colPaltro  complesso  lineare  speciale 
formato  dalle  rette  che  si  appoggiano  alla  data  ; 
tutte  le  rette  di  questa  congruenza  sono  tangenti 
ad  una  medesima  superficie  che  si  chiama  super- 
ficie di  complesso  [Complexfldche  ;  PlDckeb,). 

Secondochè  la  retta  data  è  al  finito  o  all'infi- 
nito, la  superficie  di  complesso  fu  chiamata  super- 
ficie meridiana  o  equatoriale  (Plììcker). 

Conducendo  per  la  retta  data  un  piano,  tutte  le 
rette  del  complesso  situate  in  esso  inviluppano  una 
curva  ;  la  superficie  di  complesso  è  il  luogo  di  tali 
curve-inviluppi. 

Considerando  il  cono  col  vertice  in  un  punto 
della  retta  e  avente  per  generatrici,  rette  del  com- 
plesso, tal  cono  è  circoscritto  alla  superficie  di 
complesso,  la  quale  perciò  può  considerarsi  come 
V  inviluppo  dei  coni  del  complesso  aventi  il  loro 
vertice  nei  punti  della  retta. 

Le  superficie  di  un  complesso  di  grado  n  sono 
di  ordine  e  di  classe  eguali  a  2  n  (n  '—  1)^  ed  hanno 
la  retta  cui  si  appoggiano  le  loro  tangenti  che 
fanno  parte  del  complesso^  come  retta  multipla  di 
ordine  n(n  —  l);  questa  retta  è  multipla  per  la 
superficie^  considerata  sia  come  luogo  che  come 
inviluppo. 

Per  un  complesso  di  2.^  grado,  le  superficie  di 
complesso  sono  dunque  di  4.^  ordine  e  4.^  classe, 
eoa  una  retta  doppia, 


XI V^  2,  —  Sup.  di  singoL  del  complesso.  539 

Le  rette  dello  spazio  cui  appartengono  superfìcie 
di  complesso  passanti^  per  tin  medesimo  putito^  o 
tangenti  ad  uno  stésso  piano^  formano  un  com- 
plesso di  grado  n(n  —  1). 


Vi  sono  certi  punti  dello  spazio  tali  che  le  rette 
del  complesso  per  essi  passanti  formano  un  cono 
con  una  generatrice  doppia;  e  vi  sono  certi  piani 
dello  spazio  tali  che  V  inviluppo  delle  rette  del 
complesso  in  essi  esistenti,  hanno  una  tangente 
doppia.  Quei  punti  e  questi  piiani  si  chiamano  sin- 
golari^ e  il  luogo  dei  primi  è  una  superfìcie  che  è 
anche  V  inviluppo  dei  secondi  (Pasch,  Diss.  Gies- 
sen,  1870;  Creile,  LXXVI)  e  che  si  chiama  su- 
perfìcÌ0  di  singolarità  del  complesso. 

Se  una  retta  è  doppia  per  il  cono  uscente  da 
uno  dei  suoi  punti^  è  anche  doppia  per  V  inviluppo 
situato  in  uno  dei  suoi  piani.  Quella  retta  si 
chiama  retta  singolare  del  complesso. 

Può  avvenire  che  tutti  i  punti  di  una  retta  sieno 
punti  singolari  e  tutti  i  piani  per  la  retta  sieno 
piani  singolari  ;  allora  la  retta  è  una  retta  doppia 
del  complesso;  'ina  ciò  non  può  avvenire  pel  com- 
plesso generale. 

La  superficie  di  singolarità  di  un  complesso  di 
grado  n  è  di  ordine  e  classe  2n{n~  1)^  (Clebsch, 
Math.  Ann-,  V). 

Le  rette  singolari  di  un  complesso  sono  date 
dalV intersezione  completa  del  complesso  con  un 
altro  di  grado  2  (n  —  1);  esse  formarlo  perciò  una 
congruenza  di  grado  e  classe  eguale  a  2n(n  ~  1)* 


Notiamo  i  seguenti  teoremi  di  Clebsch  (Math, 
Ann.^  V)  ; 
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I  vertici  dei  coni  appartenenti  ad  nn  com- 
plesso di  7iJ^^  grado,  e  i  quali  sono  tagliati  da 
una  retta  fissa  in  n  punti  pei  quali  si  annulla  un 
certo  invariante  (binario)  di  grado  k',  formano  una 
superficie  di  ordine  k  n,  che  contiene  quella  retta 

fissa  per  retta  multipla  secondo  —^. 

Le  rette  le  quali  tagliano  un  cono  appartenente 
ad  un  complesso  di  grado  n,  in  punti  aventi  una 
determinata  proprietà  invariantiva  (pei  quali  si 
annulla  un  certo  invariante  binario  di  grado  k) 

formano  un  complesso  di  grado  — * 

Di  questi  due  teoremi  possono  naturalmente 
enunciarsi  anche  i  teoremi  duali,  considel-ando, 
in  luogo  dei  vertici  dei  coni,  i  piani  delle  curve- 
inviluppi  del  complesso,  in  luogo  di  una  punteg- 
giata, un  fascio  di  piani,  ecc. 

Per  w  =  4  si  hanno  i  teoremi  : 

I  vertici  dei  coni  appartenenti  ad  un  complesso 
di  4*^  grado,  e  che  sono  tagliati  da  una  retta  fissa 
in  4  punti  equianarmonici  o  armonici,  formano 
una  superficie  di  8.^  ordine^  o  *di  12.^  ordine,  la 
quale  ha  quella  retta  per  retta  4^^^  o  6^^^. 

Le  rette  che  tagliano  un  determinato  cono  di  un 
complesso  di  4.^  grado,  in  4  punti  equianarmonici 
0  armonici,  formano  un  complesso  di  4.^  o  6.^ 
grado. 


Dato  un  complesso  0  =  0  di  grado  n,  si  pos- 
sono definire  i  complessi  polari  di  una  retta  dello 
spazio,  in  modo  precisamente  analogo  a  quello  che 
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si  adopera  per  la  teoria  ordinaria  della  polarità; 
se  p%j  sono  le  coordinate  della  retta  data,  la  equa- 
zione 

dpij 

rappresenterà  un  complesso  di  grado  n  -  1,  che 
si  chiamerà  primo  complesso  polare  del  dato.  Così 
si  avranno  gli  altri  complessi  polari. 


Il  Battaglini  prima  e  poi  il  Clebsch  intro- 
dussero nella  rappresentazione  analitica  dei  com- 
plessi un  calcolo  simbolico  analogo  a  quello  che 
si  adopera  nella  teoria  invariantiva  delle  curve  e 
superficie. 

Ecco  il  calcolo  simbolico  quale  fu  perfezionato 
da  Clebsch  {Matli,  Ann.^  II). 

Adoperando  coordinate  pij ,  un  complesso  alge- 
brico è  dato  dalla  equazione 

4 

^  aij\kh,lm  .  .  .  Pv  pkh  pim  .  .  .  =  0. 

Ora  poniamo  simbolicamente 

aij^h^ni  . . .  ^  aij  ajch  aim  . . . 

Allora  il  primo  membro  della  precedente  equa- 
zione si  esprimerà  come  la  potenza  simbolica  di 
un'espressione  lineare,  cioè  come 

4  In 

^  aij  Pi j 

dove  i  simboli  aij   hanno   la    proprietà  di    mutar 
segno  scambiando  gli  indici  i  con  j. 

Ora    si   dimostra    che  si   può   seynpre    e  in  un 
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modo  solo  esprimere  il  primo  membro  delVequa- 
zione  del  complesso  come  la  nJ^^^  potenza  sim- 
bolica del  primo  membro  delV equazione  di  un  com- 
plesso lineare  (simbolico)  speciale,  il  quale  cioè 
abbia  una  retta  fissa  per  direttrice. 

Se  chiamiamo  P=0  l'equazione  quadratica  cui 
soddisfanno  le  pij^  è  evidente  che  l'equazione  F==0 
di  ogni  complesso  di  grado  n>\^  può  sempre 
mettersi  sotto  la  forma 

dove  F=0  è  l'equazione  data  e  M  è  una  forma 
di  grado  n  — 2,  con  coefficienti  arbitrari. 

Se  ora  nella  espressione  simbolica  superiore 
poniamo 

aij  =  ai  bj  —  aj  bi  ,  (i,  y  =  1,  2,  3,  4) 

il  complesso  lineare 

-  aijpij  =  0 

diventa  quello  delle  rette  appoggiate  alla  retta  che 
congiunge  i  due  punti  (ai  a^,  a^  a^^)  {bi  b.?  b^  b^)  ;  ma 
questa  apposizione  simbolica  la  si  può  fare  a  patto 
che  fra  i  coefficienti  effettivi  del  complesso  dato  F 
sussistano  poi  quelle  relazioni  lineari  che  risulte- 
ranno identiche  quando  quei  coefficienti  effettivi 
si  esprimano  mediante  prodotti  di  fattori  del  tipo 

ai  bj  -—  aj  bi  . 
Ora  l'unica  relazione  esistente  fra  tali  fattori  è: 

{ai  62-^2^1)  (%  ^h  -  ^4  ^3)  *  (^^1  h  -  %  h)  (^4  ^2*-  ^2  ^4)  + 

+  («1  /^4  —  ^h  h)  (Sh  h  —  ^3  h)  =  ^5 

quindi   le  uniche  relazioni  di  grado  n  nei  deter- 
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minanti  del  tipo  {cu  bj  —  aj  hi  )  saranno  quelle 
che  si  ottengono  mj>ltiplicando  la  precedente  per 
una  qualunque  combinazione  monomia  di  grado 
n  —  2  dei  medesimi  determinanti  ;  così  facendo, 
ognuno  dei  tre  termini  della  precedente  relazione 
diventa  un  coefficiente  effettivo  del  complesso  ;  fra 
questi  deve  dunque  sussistere  la  relazione  lineare 

^12i34i^«^i  '  •  •  +  ^13i42i?wii  .  .  .  +  «14123 >^>'''i  .  .  .  =  0 

Ora,  in  generale,  fra  i  coefficienti  di  F  non  esi- 
steranno relazioni  di  questa  specie  ;  però  può  sem- 
pre scegliersi^  e  in  un  modo  solo^  M  tale  che  i  coef- 
ficienti di 

F-r   MP 

soddisfino  a  siffatte  relazioni.  Ciò  fu  dimostrato 
da  Clebsch  [Math.  Ann.^  II). 

La  forma  che  in  tal  modo  acquista  l'equazione 
del  complesso  si  chiama  la  forma  normale,  e  il 
Clebsch  fece  vedere  che  essa  è 

P  P 

jr^  — ± —  A  F  + ^— A^  F— 

l.n  +  1  "^  l.2.(n  +  ì)  .  n 

p3 


1.2.3.iW-t-  ì)n  (n~ì) 
dove 


,F=-J1IL^+      ^'P     +      ^^^ 


d  Pi2  d  Pm      d  Pn  d  P42      d  Pvì  dp23 
e 

A2  F=  l\  {^  F\     ^^  F=  ^  [^  (a  F)],  ecc. 
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Lo  spazio  di  rette  è  trasformato  in  se  stesso  da 
ogni  trasformazione  proiettiva  o  duale  dello  spa- 
zio di  punti  e  di  piani;  il  gruppo  di  tutte  le  tra- 
sformazioni lineari  fra  le  pij  per  le  quali  lo  spazio 
di  rette  si  trasforma  in  se  stesso  è  quello  di  tutte 
e  sole  le  trasformazioni  lineari  per  le  quali  resta 
inalterata  la  relazione 

P  =  P\2  PU   +  PU  Pi2    -^  PuP2^     -=  0. 

I  coefficienti  di  un  complesso  si  chiamino  aij.uh^., 
e  quelli  del  complesso  trasformato  per  una  di  queste 
trasformazioni  lineari  aUj,  hk, ...  ;  questi  si  espri- 
meranno linearmente  mediante  gli  antichi.  Il  con- 
cetto di  invarianti  del  complesso  risulta  imme- 
diatamente; si  dirà  invariante  di  grado  k  (o  co- 
variante) del  complesso  una  funzione  razionale 
intera  omogenea  di  grado  h  nelle  a  (ovvero  di  gra- 
do k  nelle  a  e  di  un  altro  qualunque  grado  nelle 
p)  la  quale  resti  inalterata,  a  meno  di  un  fattore 
(potenza  del  determinante  della  sostituzione),  quan- 
do alle  a  si  sostituiscono  le  a'  (ovvero  alle  a  le 
a\  e  alle  p  le  coordinate  trasformate  p')* 


§3.-1   COMPLESSI   LINEARI. 

L'equazione  generale  di  un  complesso  lineare  è 

4 

^  aijpij  =  0. 

Supponiamo   che  i  coefficienti  a  soddisfino  alla 
relazione 
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Allora  il  complesso  sarà  formato  da  tutte  le 
rette  che  si  appoggiano  ad  una  data,  le  cui  coor- 
dinate  sono   le   aij;  si   ha  un  complesso  lineare 

SPECIALE. 

Il  complesso  lineare  ha  un  solo  invariante  cioè  A, 

Dato  un  punto  dello  spazio,  le  rette  del  com- 
plesso lineare  passanti  per  esso  stanno  in  un  piano, 
e  sono  tutte  le  rette  di  quel  piano  passanti  pel 
punto;  viceversa  dato  un  piano,  tutte  le  rette  del 
complesso  situate  in  esso  inviluppano  un  punto. 

Per  mezzo  del  complesso  si  stabilisce  dunque 
una  speciale  polarità  spaziale,  e  propriamente  una 
di  quelle  chiamate  polarità  nulle,  o  sistemi  nulli 
(v.  Gap.  I,  §  4,  pag.  62;  Cap.  X,  §  2,  pag.  357). 
Il  punto  e  il  piano  coniugati  nella  polarità  si  pos- 
sono chiamare  anche  coniugati  rispetto  al  complesso. 

Due  rette  dello  spazio  che  si  corrispondono  nella 
polarità  nulla  si  diranno  coniugate  rispetto  al  com- 
plesso; le  rette  del  complesso  lineare  sono  le  co- 
niugate  di  sé  sfesse. 

Due  rette  coniugate  non  possono  incontrarsi,  se 
non  coincidono* 

Ogni  retta  che  si  appoggia  a  due  rette  coniugate 
appartiene  al  complesso,  e  viceversa  ogni  retta  del 
complesso  che  incontra  una  retta  non  appartenente 
ad  esso  incontra  anche  la  sua  coniugata. 

Si  chiamano  diametri  del  complesso  le  rette  co- 
niugate delle  rette  all'  infinito  dello  spazio  ;  e  piani 
diametrali  del  complesso,  i  piani  coniugati  dei 
punti  all'  infinito. 

I  diametri  sono  tutti  paralleli  fra  loro  e  ai 
piani  diametrali. 

Pascal.  35 
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Le  infinite  rette  del  complesso  contenute  in  un 
piano  diametrale  sono  tutte  parallele. 

Si  dice  asse  del  complesso  quel  diametro  unico) 
perpendicolare  ai  piani  che  passano  per  la  retta 
all'infinito  ad  esso  coniugata. 

Per  ogni  retta  del  complesso  è  costante  il  pro- 
dotto della  sua  minima  distanza  dalVasse,  per  la 
tangente  trigonometrica  dell/angolo  della  retta  col- 
l'asse;  questo  prodotto  costante  si  chiama  para- 
metro del  complesso. 

Un  complesso  lineare  è  trasformato  in  sé  stesso 
da  ogni  movimento  elicoidale  intorno  al  proprio 
asse. 

Un  complesso  lineare  si  può  generare  in  vari 
modi^  e  cioè: 

1.  mediante  le  rette  unite  della  polarità  nulla; 

2.  costruendo  tutte  le  rette  che  si  appoggiano 
alle  varie  coppie  di  generatrici  coniugate  in  una 
qualunque  involuzione  stabilita  fra  le  generatrici 
di  una  quadrica  (generazione  di  Chasles,  Journ. 
de  Liouvilky  1.*  s.,  lY); 

3.  costruendo  tutte  le  rette  che  sono  segate  da 
due  fasci  di  piani  fra  loro  proiettivi,  secondo  pun- 
teggiate in  involuzione; 

4.  costruendo  le  rette  da  cui  due  punteggiate 
proiettive  a  sostegni  che  non  si  incontrano .^  sono 
proiettate  secondo  un' involuzione  di  piani; 

5.  costruendo  tutte  le  rette  le  quali  si  appog- 
giano alle  coppie  di  raggi  corrispondenti  di  due 
fasci  di  raggi  proiettivi^  in  piani  diversi  e  con 
centro  diverso,  aventi  però  un  raggio  di  comune  e 
che  corrisponda  a  sé  stesso  (generazione  di  Syl- 
VESTER,  Compi .  Bend.,  LII,  (1861)). 
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Per  la  costruzione  di  un  complesso  lineare,  date 
cinque  delle  sue  rette^  vedi  Sturm,  cit.  I,  pag.  107 
e  seguenti. 


§  4.  —  Fasci  e  reti  di  complessi  lineari. 


Date  le  equazioni  di  due  complessi  lineari,  se 
formiamo  una  combinazione  lineare  dei  primi  mem- 
bri di  tali  equazioni,  e  la  eguagliamo  a  zero,  ab- 
biamo l'equazione  di  tm  fascio  di  complessi  lineari. 

Un  fascio  di  complessi  lineari  contiene  in  gene- 
rale DUE  complessi  che  sono  speciali  (y.  §  3). 

Quindi: 

U  intersezione  dei  due  complessi  lineari  è  in  ge- 
nerale ima  congruenza  di  V  ordine  e  classe  fcon- 
grueìiza  lineare;  congruenza  base  del  fascio)  for- 
mata da  tutte  le  inette  che  si  appoggiano  a  due 
date. 

Se  i  due  complessi  speciali  del  fascio  sono  coin- 
cidenti^ allora  la  congruenza  intersezione  è  una 
congruenza  speciale,  avente  una  sola  direttrice. 

Se  poi  tutti  i  complessi  del  fascio  sono  tutti 
speciali^  allora  la  congruenza  intersezione  è  for- 
mata dalle  rette  che  stanno  in  un  piano,  e  da 
quelle  dello  spazio  che  passano  per  un  punto  dello 
stesso  pianto. 

Gli  assi  di  tutti  i  complessi  lineari  di  un  fascio 
f orinano  ima  rigata  cubica  a  direttrici  distinte,  di 
cui  una  direttrice  ò  alVinfinito, 
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L'equazione  di  tale  rigata  può  ridursi  alla  forma 
z(x^  +  y^)  —  cxy  =  0.      (Plùcker) 

Il  Cayley  chiamò  cilindroide  tale  rigata. 
Date  le  equazioni  di  tre  complessi  lineari 

0  =  0,     C'--=0,     C''  =  0 

Fequazione 

C  +  lC'+i^C^'^O 

rappresenterà  una  rete  di  complessi  lineari, 

U  intersezione  dei  tre  complessi  lineari  è  in  ge- 
nerale una  rigata  di  2,°  ordine;  le  <x>^  direttrici 
di  tutti  i  complessi  lineari  speciali  contenuti  nella 
rete,,  formano  il  secondo  sistema  di  generatrici 
della  medesima  rigata  giiadrica. 

Gli  assi  di  tutti  gli  <x>^  complessi  della  rete^  for- 
mano una  congruenza  di  2,^  ordine  e  5.^  classe^ 
la  gitale  è  costituita  dalle  perpendicolari  comuni 
alle  oo^  coppie  di  generatrici  della  rigata  qua- 
drica  base. 

Il  complesso  lineare  fu  cominciato  a  studiare  da 
GiOROiNi  {Mem,  Società  dei  quaranta^  XX,  1828), 
MoBius  {Creile,  X)  e  Chasles  {Corr.  math.,  VI, 
1830;  Journ,  de  Liouville,  IV,  1839);  indi  se  ne 
occuparono  (oltre  Pjl.ucker)  Reye  {Creile,,  LXIX, 
LXXXVI,  XCV,  ecc.),  Pasch  {Id.,  LXXV),  D'O- 
vidio {Acc,  Torino,  1881;  Ann,  di  mat.y  VII; 
Lincei,  III,  serie  2.*),  De  Paolis  (Mem,  Accad. 
Lincei,  1885),  ecc. 

E  interessante  notare  che  la  teoria  delle  figure 
reciproche  nella  statica  grafica  ha  il  più  intimo 
rapporto  con  quella  dei  complessi  lineari. 
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Sono  stati  studiati  i  sistemi  di  complessi  lineari 
riferiti  proiettivamente  fra  loro,  e  gli  enti  geome- 
trici generati  dalle  rette  comuni  ai  complessi  cor- 
rispondenti, (v.  su  ciò  SsaRE,  Acc.  Torino^  1883-84, 
MoNTESANO,  Acc.  NapoU,  1886). 

Per  lo  studio  dello  spazio  rigato  e  specialmente 
dei  complessi  lineari  mediante  la  Geometria  delle 
coniche  del  piano  vedi  Cremona  (Giorn.  di  Batt.. 
Vili),  AscHiERi  (Rend.  Istit.  Lomb.^  1879;  Meni, 
Id.,  1883  ,  Seghe  (Acc,  Toriato,  1885). 

La  rappresentazione  del  complesso  lineare  sullo 
spazio  punteggiato  (di  cui  la  prima  idea  è  dovuta 
a  Klein)  fu  studiata  specialmente  da  Caporali 
(Mem.  Lincei,  1877-78  ,  Del  Pezzo  (Eend,  Pei- 
lermo^  I}. 


§  5   —  Complessi  lineari  involutori  di  Klein. 

Se  due  complessi  lineari 

-  aijp/j  =  0,        -  bijpij  =  0 

sono  tali  che  V invariante 

«12  &34  +  ^^13  ^42  +  ^14  h\\  +  ^^34  ^12   +    ^42  ^13  +  ^23  ^^14 

sia  zero,  i  due  complessi  si  dicono  involutori 
(Klein,  Math.  Ann.,  II). 

Ogni  complesso  lineare  speciale  è  involutorio  a 
sé  stesso. 

Si  possono  dare  sino  a  sei  complessi  lineari,  a 
due  a  due  involutori  ;  si  danno  ^^'^  di  tali  sesta- 
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pie  di  complessi  lineari  ;  ognuna  di  tali  sestuple 
si  compone  sempre  di  complessi  tutti  non  speciali. 
Lo  studio  di  tali  sestuple  si  collega  con  quello 
delle  nuoye  coordinate  di  rette  introdotte  da  Klein 
(y.  §  1).  Indicando  con  Xi=0  le  equazioni  dei 
sei  complessi  di  una  sestupla^  (complessi  fonda- 
mentali) la  equazione  della  quadrica  fondamen- 
tale dello  spazio  a  cinque  dimensioni  (v.  §  1)  di- 
venta ^  oo^i  =  0.  Ogni  altro  complesso  lineare  è 
dato  da  ^  ai  Xi  =  0,  (?  due  complessi  ^  ai  Xi  =^  0, 
-  hi  Xi  =^0  sono  involutori  quando  sia 

^  aibi=0. 

I  sei  complessi  fondamentali  si  incontrano  a  due 
a  due  in  15  congruenze  lineari  a  direttrici  distinte 
(v.  ^  4);  le  direttrici  di  una  di  queste  apparten- 
gono agli  altri  4  complessi  fondamentali^  e  si  ap- 
poggiano perciò  alle  12  direttrici  delle  6  con- 
gruenze  determinate  da-  questi. 

Partendo  da  questi  concetti  si  hanno  configura- 
zioni notevoli,  e  una  configurazione  di  16  punti  e 
16  piani  che  è  la  medesima  di  quella  dei  punti  e 
piani  singolari  della  superficie  di  Kummer  (v.  Ca- 
pitolo XTI). 

Per  altri  particolari  si  vegga  Klein  (cit,)^  Koe- 
Nias  (Geoìn,  réglée,  ecc.  Ann.  de  Toulouse,  VII, 
1898)  e  l'opera  citata  di  Sturm. 

Per  l'applicazione  alla  superficie  di  Kummer  si 
può  vedere  anche  la  Memoria  di  Eeichardt  ci- 
tata al  Gap.  XII,  §  3,  pag.  434. 


j 
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§  6   —  Complessi  quadratici  in  aENERALE. 

Un  complesso  quadratico  dipende  da  19  costan- 
ti; esso  è  perciò  individuato  da  19  sue  rette. 

La  superficie  di  complesso  relativa  ad  una  inetta 
data  r,  è  di  ordine  e  di  classe  eguale  a  4  ;  la  retta 
r  è  retta  doppia  per  essa  (v.  §  2), 

Il  luogo  dei  vertici  dei  coni  del  complesso^  ri- 
spetto a  cui  due  punti  sono  reciproci^  è  una  su- 
perfide  di  2.^  ordine  passante  per  i  due  punti 
(Battaglini). 

Su  ogni  retta  r  vi  sono  4  punti  A^^  A2^  ^3,  ^4, 
tali  che  i  coni  del  complesso  aventi  i  vertici  in 
essi,  si  scindono  in  due  piani;  e  per  ogni  retta 
passano  4  piani  a^,  ag,  ccg,  a^,  tali  che  le  rette  del 
complesso  in  essi  situate  inviluppano  due  punti. 

I  punti  A  sono  punti  cuspidali  per  la  super- 
ficie di  complesso  relativa  ad  r  (retta  doppia  della 
superficie);  e  i  piani  oc  sono  i  quattro  piani  per  r, 
di  cui  i  due  punti  di  contatto  colla  superficie  coin- 
cidono in  uno. 

II  rapporto  anarmonico  dei  quattro  punti  A  è 
eguale  a  quello  dei  quattro  piani  y-  (, Klein,  Math. 
Ann.,  II,  VII). 

/  punti  A  e  i  piani  y.,  generano  e  inviluppano 
una  medesima  superficie  di  4.^  ordine  e  classe  (su- 
perfìcie singolare  del  complesso  quadratico)  (v.  §  2). 
Tale  superficie  è  ima  superficie  di  Kummer. 

Ad  ogni  punto  A  corrisponde  una  retta  a  pas- 
sante per    esso  (retta  doppia   del  cono  di  yertice 
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A)  e  ad  ogni  piano  ol  corrisponde  una  retta  a'  si- 
tuata in  esso,  (retta  doppia  per  l' inviluppo  situato 
in  a)  ;  le  rette  a  e  a'  sono  rette  singolari  del  com- 
plesso (v.  §  2). 

Ogni  retta  singolare  s  è  coordinata  ad  un  punto 
siìigolare  S  su  essa^  e  ad  un  piano  singolare  ^ 
per  essa;  essa  è  tangente  alla  superficie  singolare 
nel  punto  singolare  S,  e  taglia  questa  in  due  altri 
punti  che  sono  i  centri  dei  due  fasci  situati  nel 
piano  singolare  ^.  Gli  altri  due  piani  tangenti 
condotti  per  s  sono  i  due  piani  formanti  il  cono 
di  vertice  S. 

Ogni  piano  tt  taglia  la  superficie  singolare  in 
una  curva  che  è  tangente  in  ogni  punto  in  cui  la 
taglia,  alla  curva  del  complesso  (v.  §  1  situata 
in  -^  ;  le  rette  tangenti  comuni  sono  rette  singolari 
pel  complesso,  e  dualmente, 

I  piani  tali  che  le  curve  di  complesso  (y.  §  1) 
in  essi  situate  tagliano  due  rette  date,  ovvero  ta- 
gliano una  retta  e  toccano  un  piano,  ovvero  toc- 
cano due  piani,  inviluppano  una  sviluppabile  di 
classe  rispett.  16,  ovvero  8,  ovvero  4. 

La  rigata  formata  colle  rette  singolari,  le  quali 
incontrano  ima  retta  data  è  di  8°  ordine,  e  tutte 
le  rette  singolari  formano  una  congruenza  di  4.^ 
ordine  e  classe. 

Vi  sono  i6  piani  le  cui  curve  di  complesso  sono 
formate  da  due  punti  infinitamente  vicini^  e,  dual- 
mente, vi  sono  16  punti  i  cui  coni  di  complessi  si 
compongono  di  due  piani  coincidenti. 

Tedi  16  punti  e  piani  sono  i  punti  e  piani  sin- 
golari della  superficie  di  Kummer  che  è  la  super- 
ficie singolare  del  complesso. 
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Quei  16  punti  si  trovano  su  tutte  le  superficie 
di  complesso  relative  , ad  una  inetta  qualunque,  e  i 
16  piani  toccano  le  'stesse  superficie» 

Data  la  superfìcie  di  Kiimmer,  il  complesso  è 
formato  nel  seguente  modo:  in  un  piano  tangente 
0-  della  superficie  in  S,  si  consideri  la  retta  s  sin- 
golare del  complesso;  questa  taglia  la  superficie 
in  due  altri  punti,  e  si  considerino  in  (t  i  due  fasci 
di  raggi  aventi  per  centri  tali  punti  ;  l' assieme 
di  tutti  questi  oo^  fasci  che  si  ottengono  facendo 
variare  il  piano  tangente  «7,  è  il  complesso  dato. 

Consideriamo  ora  il  fascio  di  raggi  col  centro 
in  S  e  situati  in  a,  e  gli  (x>^  fasci  di  tal  natura. 
Si  dimostra  che  si  possono  far  corrispondere  fra 
loro  proiettivamente,  in  modo  che  se  si  assume  in 
uno  di  essi  un  raggio  qualunque,  e  tutti  i  suoi 
corrispondenti  nell'altro,  e  di  questi  si  considerano 
gli  altri  due  punti  d^  incontro  colla  superficie,  e  i 
due  fasci  di  raggi  situati  rispettivamente  nei  piani 
tangenti,  e  aventi  tali  2  punti  per  centri,  tali  cx>- 
fasci  di  raggi  formano  un  altro  complesso  quadra- 
tico, il  quale  ha  la  stessa  superficie  singolare  del 
complesso  dato. 

Si  hanno  così  oo^  complessi  quadratici,  che  si 
chiamano  confocali  (Klein  e  Lie),  omofocali  {  Se- 
gre),  in  involuzione  (Schur),  ovvero  consingolari 
(Sturm). 

L'equazione  di  una  superficie  di  Kummer  di- 
pendendo da  18  costanti,  e  quella  del  complesso 
quadratico  da  19  costanti,  si  vede  che  devono  es- 
servi infatti  <x>^  complessi  quadratici  colla  stessa 
superficie  di  singolarità. 

Per  il  modo  di  stabilire  la  corrispondenza  prò- 
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iettiva  cui  abbiamo  sopra  acceanato,  rimandiamo 
allo  Sturm  op*  cit,^  in,  pag.  32. 

Ogni  retta  dello  spazio  appartiene  a  quattro 
complessi  confocali. 

La  congruenza  formata  dalle  rette  singolari  del 
complesso  quadratico  si  può  ritenere  come  la  in- 
tersezione del  complesso  dato  con  un  altro  infini- 
tamente poco  da  esso  diverso  nella  serie  dei  com- 
plessi confocali  generata  dal  dato. 

Una  retta  singolare  del  complesso,  e  che  sia 
osculatrice  (a  contatto  tripunto)  alla  superficie  di 
Kummer  si  dice  una  retta  singolare  di  2.^  ordine 
del  complesso  (Segee)  ;  se  ha  un  contatto  quadri- 
punto  colla  superficie  di  Kummer  si  dice  una  retta 
singolare  di  5.**  ordine  (Id.). 

Le  rette  singolari  di  2.^  ordine  di  un  complesso 
quadratico  formano  una  rigata  di  16.^  ordine,  e 
quelle  di  tutti  i  complessi  della  serie  confocale^ 
formano  ima  congruenza  di  ordine  e  classe  eguale 
a  24. 

Le  rette  singolari  di  3.^  ordine  di  un  complesso 
quadratico  dato  sono  32  ;  quelle  dei  complessi  di 
tutta  la  serie  confocale  formano  una  rigata  di 
64.^  ordine^  che  si  spezza  nei  16  inviluppi  quadra- 
tici contenuti  in  ciascuno  dei  piani  doppi  della 
superficie  di  Kummer^  e  nei  16  coni  quadrici  ti- 
scenti  da  ciascuno  dei  16  punti  doppi  della  stessa 
superficie. 

Se  adoperiamo  le  coordinate  di  Klein  (v.  §  1) 
l'equazione  di  un  complesso  quadratico  può  scri- 
versi 

1 
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dove  le  co  sono  legate  dalla  relazione 

s 

1 

Le  rette  singolari  di  1.^  ordine  sono  date  dal- 
l'intersezione del  complesso  dato  coli' altro  di 
equazione: 

1 

Le  rette  singolari  di  2.^  ordine  sono  date  dalla 
intersezione  della  precedente  congruenza  coll'altro 
complesso 

1 

e  infine  per  le    rette  singolari  di  3.^  ordine  deve 
essere  ancora 

1 
L'equazione  della  serie  di  complessi  confocali  è 

6  /y»2. 


1   ki  +  l 
dove  )^  è  parametro  variabile.  * 


*  Potrebbe  credersi  che  fra  questi   esc   complessi  non  e 

6 

compreso  quello  di  equazione  2  A,v.r»-  — 0;   pero  osservia- 
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Il  primo  che  si  occupò  di  complessi  quadratici 
fu  Battaolini  {Acc,  Napoli^  1866  ;  Giorn.  di 
Batt*^  VI)  il  quale  studiò  un  particolare  complesso 
quadratico  che  da  lui  prese  nome  (v.  §  7);  biso- 
gna però  dire  che  egli  avea  creduto  sul  principio 
che  quel  complesso  fosse  il  più  generale,  ciò  che 
poi  fu  riconosciuto  insussistente  nel  1868  da  Klein 
{Diss.  Bonn,  1868).  Nell'opera  di  Pliìcker  si  con- 
tiene per  la  prima  volta  una  teoria  dei  complessi 
quadratici,  che  furono  poi  largamente  studiati  da 
altri  autori  Clebsch,  Kleik,  Lie  (v.  §  1);  ad 
un'  estesa  esposizione  della  loro  teoria  è  dedicato 
il  3.^  volume  dell'opera  citata  di  Stuem. 

Fra  gli  altri  lavori  sui  complessi  quadratici  cite- 
remo quello  di  Caporali  [Lincei^  Mem.^  1878)  il 


mo  che  questo  può  scriversi 

S  ih  +  [j.)  xc-  =  0        (essendo  S  Xf  =  0) 
1 

mentre  l'altro  può  scriversi,  per  la  stessa  rag-ione, 
1    \  u  —  >.      l'i  -j-  )  / 


0  anche 


{hi  4-  ^ì  , 


1    ki-ìr  ^ 


e  moltiplicando  per  h^  +  \^  indi  facendo  convergere  /  a  ce, 
e  osservando   che  Jim    '^    '   .  ==  1,  (per  ogni    /  =;  1,  2 ...  6) 

/=:oo  ki  -\-  K 
6 

resta  S  (A**  +  'A  xì^  =  0. 
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quale  ne  fece  la  rappresentazione  nello  spazio  pun- 
teggiato, di  ScHUR  (Diss.  Berlin,  1879)^  di  Reye 
{Creile,  LXXXVI,  XCIII,  XCV,  XGVII,  XCVIII , 
di  Segre  {Acc.  Torino,  1883-84)  il  quale  ne  sta- 
bilì la  teoria  sviluppando  l'idea  avuta  già  da 
Klein  (v.  §  1),  cioè  studiando  la  geometria  su  di 
una  quadrica  nello  spazio  a  cinque  dimensioni,  di 
MoNTESANO  {Acc.  NapoU,  1886),  ecc. 

Della  classificazione  dei  complessi  quadratici  e 
dei  più  notevoli  di  essi  tratteremo  nel  prossimo 
paragrafo. 

Della  teoria  della  polarità  (v.  §  2)  rispetto  ad 
un  complesso  quadratico,  e  di  quella  (che  ne  è  un 
caso  particolare)  dei  diametri,  dei  centri,  ecc.  trattò 
specialmente  Plùcker  (v.  anche  i  §  567-585  del 
111  voi.  dell'  Op.  di  Sturm). 

Il  Reye  {Creile,  XCVIII  fa  la  classificazione 
dei  complessi  generali  di  2.^  grado  dal  piint'o  di 
vista  del  numero  degli  elementi  immaginari  con- 
tenuti in  esso.  Egli  li  distingue  in  iperbolici,  pa- 
rabolici, ellittici  e  immaginari. 
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§7. 
Classificazione  dei  complessi  quadratici. 

Indicando  con  P  =  0  (v.  §  2)  la  relazione  qua- 
dratica identica  fra  le  coordinate  di  rette,  ovvero 
l'equazione  della  quadrica  fondamentale  nello  spa- 
zio a  5  dimensioni,  e  con  C  =  0  l'equazione  del- 
l'altra quadrica  nello  stesso  spazio,  tale  che  la  sua 
intersezione  colla  prima  dia  la  varietà  che  corri- 
sponde al  complesso  quadratico  di  rette,  la  classifi- 
cazione dei  complessi  si  fa  considerando  il  discri- 
minante della  quadrica 

p  +  xc=o 

che  è  di  6.®  grado  in  ^,  ed  è  propriamente  un  de- 
terminante di  6.^  ordine  A. 

Se  le  radici  di  tal  discriminante  sono  tutte  di- 
stinte, cioè  se  il  fascio  di  qiiadriche  contiene  6  coni 
distinti^  si  ha  il  caso  del  complesso  generale  con 
19  costanti  (studiato  al  S  6)  :  la  superficie  singo- 
lare è  allora  una  superficie  di  Kummer  generale. 

Può  avvenire  che  questa  diventi  in  particolare 
jin  tetraedroide  (v.  Cap.  XII,  §  4);  allora  si  ha 
il  cosiddetto  complesso  Battagli ni^  o  complesso  ar- 
monico., che  contiene  come  caso  particolare  il  com- 
plesso di  Painvin^  in  cui  la  superficie  singolare  e 
diventata  una  superficie  di  Fresnel  (v.  Cap.  XII, 
§  4,  pag.  445). 

Sono  poi  da  considerarsi  i  casi  in  cui  alcune 
delle  radici  del  discriminante  A  sono  eguali,  però 
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nessuna  annulla  tutti  i  minori  di  5.^  ordine  del 
determinante  di  6.*^  prdine.  Allora  alcuni  dei  coni 
quadrici,  di  cui  sopra  si  è  parlato,  Tengono  a  coin- 
cidere ;  supposto,  per  fissare  le  idee,  che  vengano 
a  coincidere  due  di  essi,  o  tre  di  essi,  ecc.  i  rela- 
tivi complessi  si  indicheranno  coi  simboli 

[2,  1,  1,  1,  1]  ,  [3,  1,  1,  1],  ecc. 

mentre,  colla  analoga  notazione,  il  complesso  ge- 
nerale sarà  indicato  dal  simbolo 

[1, 1, 1, 1. 1,  ij 

In  tali  casi  il  complesso  ha  delle  rette  doppie 
(v.  §  3),  e  queste  sorto  rette  doppie  anche  per  la 
superficie  singolare.  Si  distinguono  iO  casi  (oltre 
il  caso  generale)  e  cioè: 
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Ai  casi  9,  10,  11  corrispondono  propriamente, 
come  superficie  singolari,  oltre  un  piano,  quelle 
classificate  coi  numeri  16,  18,  19  da  Caylet  nella 
Mem,  on  Cubie  Surfaces^  PhiL  Trans. ^  1869,  P. 
I,  pag.  317,  e  dualmente. 

C'è  ora  da  considerare  i  casi  in  cui  il  determi- 
nante A  di  6.^  ordine  abbia  delle  radici  multiple, 
e  queste  annullino  anche  tutti  i  minori  di  5.°  or- 
dine (che  chiameremo  A'),  o  anche  tutti  quelli  di 
4.®  ordine  (che  chiameremo  ^")  del  determinante 
stesso. 

Si  adopera  la  seguente  notazione  per  indicare  i 
complessi  relativi  a  questi  casi:  supponiamo  che 
una  radice  sia  multipla  secondo  l'ordine  v  per  A, 
e  secondo  l'ordine  v'  per  tutti  i  minori  A'  e  non 
annulli  tutti  i  minori  A".  Il  relativo  complesso  lo 
indicheremo  col  simbolo 

[(v  -  v',   v'),  r,  S,  .  .  .  ] 

dove  v  +  r  +  s-}-...  =  6 

ed  r,  5, . . .  rappresentano  gli  ordini  di  moltiplicità 
delle  altre  radici  del  determ.  A  (supposto  che  que- 
ste altre  radici  non  annullino  i  A');  in  altri  ter- 
mini, supposto  che  una  radice  multipla  di  ordine  v 
di  A,  annulli  anche  i  A'  coli'  ordine  di  moltepli- 
cità v',  si  porrà  nel  medesimo  simbolo  adoperato 
sopra  (pag.  559),  in  luogo  del  numero  v  che  corri- 
sponde a  quella  radice  multipla,  il  simbolo  (v  -  v',  v'). 
Similmente  se  una  radice  è  multipla  secondo  v 
per  A,  secondo  v'  per  tutti  i  A'  e  secondo  v''  por 
tutti  i  A",  nel  medesimo  simbolo,  si  porrà  in  luogo 
del  numero  v,  il  simbolo 
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Si  dimostra  che  si  ha  sempre 

V  —  v'  ^  y-  —  v''  ^  v''        (Weiekstrass) 

Così  p.  es.  il  simbolo  [(3  2)1]  rappresenta  che 
delle  6  radici  di  A,  una  ò  quintupla,  e  questa  è 
doppia  per  tutti  i  A';  il  simbolo  [(1  1  1)  2  1]  rap- 
presenta che  delle  6  radici  di  A  una  è  semplice, 
una  è  doppia  e  non  annulla  tutti  i  A',  un'altra  è 
tripla,  ed  è  doppia  per  tutti  i  a'  e  semplice  per 
tutti  i  A",  ecc. 

Questa  notazione  è  suggerita  dalla  cosiddetta 
teoria  dei  divisori  elementari  di  Weiersteass 
(Beri,  Monatsb.^  1858,  1868)  mediante  la  quale  si 
possono  risolvere  vari  problemi  di  classificazione 
analoghi  a  questo  di  cui  ora  trattiamo.  Tale  teo- 
ria ha  origine  dal  seguente  problema:  trasfor- 
mare due  date  forme  del  medesimo  grado  n  e  con 
m  variabili,  simultaneamente  a  forma  canoyiica, 
del  qual  problema  si  occuparono  Jacobi  (Creile^  II), 
Sylvester  {PhiL  Mag..  1851,  pag.  119,  295,  415) 
e  AVeierstrass  (op.  cit.);  e  a  questo  problema 
che  per  n  =  2f  m  =  6,  si  riduce  il  problema  della 
classificazione  dei  complessi  quadratici  (Klein, 
Math.  Ann.,  II,  p.  203)  (v.  anche  p.  120-121  di 
questo  volume). 

Formiamo  ora  la  tabella  degli  altri  casi  cui  ab- 
biamo accennato. 

In  tutti  questi  rimanenti  casi  la  superficie  sin- 
golare è  sempre  rigata. 

Nei  casi  in  cui  tutti  i  A"  si  annullano  per  una 
radice  di  A  m  0,  la  superficie  singolare  degenera 
sempre  in  una  quadrica  doppia. 
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Superficie  singolare 

Rigata  di  4.^  ordine  con  due  di- 
rettrici doppie  e  senza  genera- 
trici doppie  (tipo  XI  di  Cre- 
mona, V.  Cap.  Xir,  §  10). 

Idem  con  una  generatrice  doppia 
(tipo  V  di  Cremona,  generale). 

Idem  con  una  generatrice  cuspi- 
dale  (tipo  Y  di  Cremona  con 
generatrice  cuspidale^ 

lligata  cubica  con  due  direttrici, 
una  doppia  e  una  semplice,  un 
punto  sulla  direttrice  doppia,  e 

llette  doppie 

del 

complesso 

2  rette  gobbe. 

3  rette    di   cui 
una  incontra  le 
altre    due    fra 
loro  gobbe. 

Idem. 

4  di  cui  2  gobbe 
e   2  che  si  in- 
contrano; delle 
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co- 
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Superficie  singolare 

Una  coppia  di  piani  e  una  cop- 
pia di  punti,  contate  due  volte. 

Quadrica  doppia. 

Rette  doppie 

del 

complesso 

Due  fasci  di  rag- 
gi e  due  raggi 
appartenenti  u- 
no  ad  un  fascio, 
e  uno  all'altro. 

I  due  sistemi  di 
generatrici    di 
una  quadrica. 

Num. 
delle 
co- 
stanti 

11 

9 

5              ^ 

.                                              r— 1 

"À 

^\                           ^.. 
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In  tutto  si  hanno  49  specie  ;  se  poi  si  tien  conto 
delle  6  specie  die  nq- ammettono  un'altra  ad  esse 
diiale^  cioè  delle  specie  coi  numeri  9,  10,  11,  26, 
27,  45,  si  hanno  in  tutto  55  specie. 

Il  primo  lavoro  sulla  classificazione  dei  com- 
plessi è  quello  di  AVeiler  (Math.  Ann.,  VII)  il 
quale  però  non  è  esente  da  molte  inesattezze,  ri- 
levate da  Seghe  e  altri.  Indi  si  occupò  dello 
stesso  argomento  Segee  {Acc.  Torino,  XXXVI, 
1884),  il  quale  trattò  anche  in  un  lavoro  a  parte 
{Math.  Ann».,  XXIII)  i  casi  in  cui  la  superficie 
singolare  è  una  quadrica  doppia  degenere.  Nel  3.® 
volume  dell'op.  di  Sturm  è  trattata  anche  ampia- 
mente la  quistione  e  con  metodi  di  geometria  pura. 


§  8.  —  Complesso  Battaglini  o  armonico. 

Il  complesso  Battaglini  (v.  §  7)  ha  la  seguente 
generazione  proiettiva  :  esso  è  V assieme  delle  rette 
le  quali  incontrano  due  quadriche  /"i,  f^,  in  quat- 
tro punti  armonici^  ovvero: 

esso  è  Vassieme  delle  rette  da  cui  possono  condursi 
a  due  quadriche  date  (che  non  sono  le  stesse  di 
prima)  quattro  piani  tangenti  armonici  (Aschieri, 
Giorn.  di  Batt.,  Vili). 

Uìi  complesso  Battaglini  è  generabile  in  tal 
guisa  in  «x)  modi. 

La  congruenza  delle  rette  singolari  del  complesso 
Battaglini  è  V  intersezione  di  questo  complesso  col 
complesso  tetraedrale  (v.  §  9j  di  quelle  rette  le 
cui  polari  rispetto  alle  due  quadriche  /\,  f.i  si 
tagliano. 
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Considerando  il  fascio  X  /*j  -f-  {/.  /"g  ==  0,  e  accop- 
piando fra  loro  in  involuzione  le  quadriche  di 
questo  fascio  in  modo  che  fi  —  0,  /*2  ==  0  sieno  gli 
elementi  doppi  dell'involuzione,  le  rette  del  com- 
plesso sono  le  tangenti  comuni  alle  due  quadriche 
di  ciascuna  coppia  (Segre  e  Loria,  Matli,  Ann.^ 
XXIII). 

I  piani  singolari  del  complesso  sono  i  piani 
tangenti  comuni  alle  due  quadriche  di  ciascuna 
coppia^  e  le  rette  singolari  sono  le  congiungenti  i 
punti  di  contatto  (Id.J. 

Abbiamo  già  detto  (§  7),  che  la  superficie  sin- 
golare di  un  complesso  Battaglinì  è  un  tetrae- 
droide;  ora  aggiungiamo: 

Ad  ogni  tetraedroide  come  superficie  singolare^ 
corrispondono  due  complessi  Battaglini. 

U equazione  del  complesso  Battaglini^  mediante 
le  coordinate  p^  si  esprime  mediante  i  soli  qua- 
drati delle  stesse. 

Caso  particolare  del  complesso  Battaglini  è  il 
complesso  di  Painvin  (BulL  de  Darhoux,  1871; 
Nouv,  Ann.  de  math,  1872;  Desmoulin,  BulL  de 
la  Soc.  Math.^  XX),  che  è  Vassieme  delle  rette  da 
cui  si  possono  condurre  ad  un  ellissoide  coppie  di 
piani  tangenti  ortogonali. 

Si  ottiene  questo  complesso  facendo  degenerare 
una  delle  due  quadriche  (come  inviluppo)  che  ser- 
vono a  generare  nel  modo  sopraindicato  il  com- 
plesso^ nell'assoluto  dello  spazio  *  (euclideo)» 


*  Dicesi  assoluto  o  limite  dello  spazio  il  circolo  imma- 
f?inario  all'infinito,  (comune  a  tutte  le  sfere  dello  spazio), 
cioè  il  luogo  di  tutti  i  punti  ciclici  dei  piani  dello  spazio 
(v.  pag.  41  e  137). 
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La  superficie  singolare  per  il  complesso  di  Pain- 
vin  è  una  superficie  cV  onda  di  FresneL 

La  classificazione  dei  complessi  Battaglini  fu 
fatta  da  Segre  e  Loria  {Math.  Ann.,  XXIII),  Mon- 
TESANO  {Acc,  Napoli^  1886);  si  veggano  poi  anche 
le  pag.  488  e  seg.  del  III  yoI.  dell'op.  di  Sturm. 


§  9.  —  Complesso  di  Reye  o  tetraedrale. 

Il  complesso  tetraedrale  o  di  Reye,  è  quello  cui 
corrisponde  il  simbolo  o  la  caratteristica 

[(11)  (11)  (11)1  (t.  §8). 

La  sua  equazione  in  coordinate  x  di  Klein  può 
scriversi 

a{x,^  +  x^^)  +  b  {x^'  +  x^^)  +  e  (%2  +  Xq^)  =  0. 

Al  complesso  di  Bey  e  corrisponde  un  tetraedro 
tale  che  ogni  retta  che  appartiene  ad  una  faccia 
0  ad  un  vertice  del  tetraedro,  appartiene  al  com- 
plesso. 

Le  quattro  facce  e  i  quattro  vertici  del  tetrae- 
dro formano  la  superficie  singolare  del  complesso^ 
e  la  congruenza  delle  rette  singolari  è  quella  di 
tutte  le  rette  contenute  in  uno  dei  quattro  piani  e 
di  tutte  quelle  passanti  per  uno  dei  quattro  vertici. 

Gli  spigoli  del  tetraedro  sono  rette  doppie  del 
complesso. 

Scelto  questo  tetraedro.,  come  tetraedro  fondamen- 
tale per  le  coordinate.,  V  equazione  del  complesso 
in    coordinate  pij  e 

<^  V\^.  PU  +  b  Pl3  Pi2  +  e  Pu  P2S  =  0. 


576  XIV,  9.  -—  Complesso  di  Bey  e. 

Il  complesso  di  Eeye  si  compone  di  tutte  le  rette 
le  quali  segano  i  4  piani  del  tetraedro  fondamen- 
tali in  quattro  punti  aventi  un  determinato  rap- 
porto anarmonico  ;  ovvero  :  esso  si  compone  di 
tutte  le  rette  proiettate  dai  4  vertici  del  tetraedro 
in  4  piani  di  determinato  rapporto  anarmonico 
(questo  secondo  rapporto  anarmonico  è  eguale  a 
quello  di  prima). 

Variando  questo  rapporto  anarmonico,  restando 
fisso  il  tetraedro,  si  hanno  oo^  complessi  tetraedrali 
confocali. 

La  generazione  data  da  Rete  del  complesso 
tetraedrale  è  la  seguente: 

Esso  è  Vassieme  delle  rette  che  congiiingono  i 
punti  corrispondenti  di  due  spazi  sovrapposti  e  fra 
loro  in  dipendenza  omografica  (v.  Gap.  I);  ovvero: 

Uinsieme  delle  rette  intersezioni  dei  piani  cor- 
rispondenti dei  due  medesimi  spazi  ;  ovvero  : 

Uinsieme  delle  rette  che  incontrano  le  loro  cor- 
rispondenti negli  stessi  due  spazi. 

Altre  generazioni  sono  le  seguenti: 

Il  complesso  di  Eeye  è  Vassieme  delle  rette  che 
si  appoggiano  alle  coppie  di  raggi  corrispondenti 
di  due  fasci  di  rette  fra  loro  omografici  e  comun- 
que situati  nello  spazio. 

Esso  è  anche  Vassieme  delle  rette  che  congiun- 
gono i  punti  di  un  piano  coi  punti  dei  raggi  ad 
essi  corrispondenti  di  una  stella  riferita  omogra- 
ficamente al  piano. 

Esso  è  anche  Vassieme  delle  corde  e  delle  tan* 
genti  di  tutte  le  cubiche  gobbe  le  quali  passano 
per  i  4  vertici  del  tetraedro  e  tagliano  due  volte 
una  retta  dello  spazio,  la  quale  appartiene  natu- 
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ralmente  al  complesso  stesso.  Variando  questa  retta 
fra  quelle  del  complesso,  variano  le  cubiche^  ina 
il  complesso  resta  inalterato. 

TJn  complesso  di  Reye  è  individuato  dal  tetrae- 
dro e  da  una  sua  retta  generica. 

Un  particolare  complesso  tetraedrale  specializ- 
zato da  un  punto  di  vista  metrico,  è  quello  delle 
rette  equidistanti  da  due  punti  fissi  (y.  Sturm, 
pag.  364);  un  altro  complesso  tetraedrale  speciale 
è  da  considerarsi  quello  di  caratteristica  [(22)  (ll)ì 
(v.  §  8);  in  quest'ultimo  complesso  le  curve  del 
complesso  (cioè  le  curve  inviluppate  da  rette  del 
complesso  nei  piani  dello  spazio)  sono  tutte  para- 
bole; e  i  coni  del  complesso  sono  tutti  equilateri 
(v.  pag.  191). 

Il  complesso  tetraedrale  fu  considerato  prima  da 
Reye  (Geom.  der  Lage)\  indi  se  ne  occuparono 
LiE  {Gott.  Nacìi..^  1870),  Battagliai  {Giorn.  di 
Batt.^  XII),  AscHiERi  (Rend.  Ist.  Lomb.,  1879), 
Loria  (Acc.  Torino.  1884;  Giornale  di  Batt.^ 
XXIII),  ecc. 

Weiler  (Zeitsch.  f.  Math.,  XXII)  ne  fece  la 
rappresentazione  sullo  spazio  a  tre  dimensioni;  al 
complesso  tetraedrale  è  dedicata  la  seconda  parte 
del  primo  volume  dell'opera  di  Sturm. 

Per  altri  lavori  relativi  ad  altri  particolari  com- 
plessi si  veggano  le  pag.  222-223  del  libro  più 
volte  citato  di  Loria  (Teorie  geom.,  Torino,  1894). 


Pascal.  37 
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§  10.  —  Teoria  generale  delle  congruenze 

DI   RETTE. 

Jj  ordine  n  di  una  congruenza  algebrica  è  il  nu- 
mero delle  sue  rette  passanti  per  un  punto  arbi- 
trario dello  spazio,  e  classe  m  di  una  congruenza 
è  il  numero  delle  sue  rette  situate  in  un  piano 
arbitrario. 

Rango  r  {Art  secondo  Schumacher;  Bang  se- 
condo Stcjrm)  di  una  congruenza  è  il  numero  delle 
sue  coppie  di  rette  che  con  una  retta  arbitraria 
dello  spazio  appartengono  ad  uno  stesso  fascio. 

Una  congruenza  di  ordine  n  e  classe  m  si  suole 
indicare  col  simbolo  (n,  m)  o  anche  (w,  m,  r)  fa- 
cendovi figurare  anche  il  rango. 

Chiamando  p  il  genere  della  rigata  secondo  cui 
la  congruenza  (n,  w,  r)  è  tagliata  da  un  complesso 
lineare  generale,  si  ha  la  relazione 

p—  n  ~  \){m  —  1)  —  r. 

Il  numero  p  si  suole  da  alcuni  chiamare  ge- 
nere della  congruenza. 

Se  la  classe  e  l'ordine  sono  eguali  ad  i,  il  rango 
è  ^ero. 

Ogni  congruenza  in  cui  V ordine  e  la  classe  sono 
eguali^  e  che  fa  parte  di  nn  complesso  lineare,^  ha 
il  rango  eguale  a  zero. 

La  congruenza  intersezione  di  due  complessi  di 
gradi  ni  n^  è  di  rango  ni  n2  ^w^  ■—  1)  (^2 —  1). 

I  piani   passanti  per  due   degli  n  raggi  della 
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congruenza  che  passano  per  un  punto  P,  invilup- 
pano, se  P  percorre  una  retta^  una  superficie  svi- 
luppabile T  di  classe 

-~n{n  -  1)  +r; 

èli 

se  P  percorre  un  piano,  gli  stessi  piani  invilup- 
pano una  superficie  S  di  classe 

—  m  {m  —  ì)  -\-  r 

per  la  quale  il  piano  percorso  da  P  è  piano  tan- 
gente multiplo  d^ ordine       m  (m  —  1). 

I  punti  d^  incontro  delle  m  rette  della  congruenza 
situate  in  un  piano ^  se  questo  rota  intorno  ad  una 
retta^  formano  una  curva  C  di  ordine 

—  m  m  —  1)  +  r, 

e  se  quel  piano  rota  intorno  ad  un  punto^  quei 
punti  descrivono  una  superficie  Si  cr ordine 

per  la  quale  il  centro  della  stella  di  piani  è  punto 
multiplo  d^ ordine    -  n  [n  —  1). 

II  luogo  delle  rette  della  congruenza  che  taglia- 
no una  retta  data  è  una  rigata  E  d^ordine 

n  +  mj 
per  la  quale  <(uella  retta  h  una  direttrice  n^^'^^ 
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Per  mezzo  delle  congruenze  algebriche  restano 
stabilite  delle  corrispondenze  involutorie  di  ordine 
superiore  fra  i  piani  ei  punti  dello  spazio;  queste 
corrispondenze  le  chiamiamo  sistemi  nulli  di  or- 
dine  superiore  per  analogia  colle  polarità  o  sistemi 
nulli  ordinari  di  Mobius  (vedi  §  3).  Dato  un  punto 
dello  spazio  vi  sono  per  esso  n  raggi  della  con- 
gruenza, e  quindi  ol^  —n{n—ì)  piani  per  esso; 
e  dato  un  piano,  vi  sono  in  esso  m  raggi  della 
congruenza  e  quindi  p  =  —  m  m  -  1)  punti  in  esso  ; 

la  polarità  nulla  ordinaria  è  un  caso  particolare 
di  questa  (quando  a=:p=l). 

Ad  una  tale  corrispondenza  può  assegnarsi  un^ al- 
tra caratteristica  y  che  rappresenta  quanti  punti 
esistono  su  di  una  retta  arbitraria  dello  spazio,  in 
modo  che  uno  dei  loro  piani  corrispondenti  passi 
per  la  retta.  ì^el  caso  in  cui  tale  sistema  nullo 
sia  stabilito  per  mezzo  di  una  congruenza^  la  sua 
terza  caratteristica  y  corrisponde  al  rango  della 
congruenza. 

Il  più  antico  esempio  di  una  siffatta  corrispon- 
denza è  quello  dato  da  Ceemona  {Compt.  Rend.^ 
LIV,  1862  ;  indi  ne  trattarono  Ambsedee  {Creile^ 
XCVII),  Voss  (Math,  Ann.,  XXIII;,  Stuem  (M, 
XXVIII). 

Per  altri  dettagli  ed  esempi  si  può  vedere  il 
§  56  del  1."  voi.  dell'opera  di  Stuem. 


Ogni  raggio  della  congruenza  è  incontrato  da 
due  altri  raggi  infinitamente  vicini;  i  due  punti 
d' incontro  si  dicono  fuochi  e  i  due  piani  passanti 
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per  quella  retta  e  per  ciascuna  delle  altre  due  si 
dicono  piani  focali,  > 

1  fochi  descrivono  la  medesima  superfìcie  (su- 
perficie focale)  che  è  inviluppata  dai  piani  focali^ 
e  che  è  di  ordine 

^1  =  2  m  {n  —  1)  —  2  r 
e  di  classe 

mi  =  2  n  (m  —  1)  —  2  r. 

Di  qui  si  ha  : 

La  differenza  fra  V ordine  e  la  classe  della  su- 
perficie focale  di  una  congruenza  algebrica  è  il 
doppio  della  differenza  fra  r ordine  e  la  classe 
della  congruenza  {teor.  di  Klein,  vedi  Lie,  Goti, 
NacL,  1870). 

Ogni  raggio  della  congruenza  è  tangente  alla 
superficie  focale  nei  propri  punti  focali^  e  i  piani 
tangenti  in  questi  sono  i  piani  focali. 

Si  dicono  punti  e  piani  singolari  della  con- 
gruenza quei  punti  e  piani  cui  appartengono  <x> 
rette  della  stessa;  i  coni  formati  da  queste,  e  le 
curve  da  esse  inviluppate  si  dicono  coni  e  curve 
singolari  della  congruenza. 

Se  quei  coni  sono  di  ordine  h^  quel  punto  sin- 
golare si  dice  di  grado  h  ;  se  queste  curve  sono 
di  classe  h^  il  piano  singolare  si  dice  di  grado  h. 

Due  punti  o  due  piani  singolari  si  dicono  co- 
niugati (o  riuniti,  verbundene  secondo  i  Tedeschi) 
quando  la  retta  che  unisce  i  due  puuti,  o  comune 
intersezione  dei  due  piani,  appartiene  alla  con- 
gruenza. 

Alle  volte  sembra  che  la  congruenza  sia  priva 
di  una  propria  superficie  focale,  ma  abbia  solo  una 
linea  focale. 
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P.  es.  consideriamo  la  congruenza  delle  rette  che 
si  appoggiano  a  due  curve  date;  allora  i  punti  di 
queste  curve  appaiono  come  fochi  dei  raggi  della 
congruenza,  e  quindi  parrebbe  che  non  vi  sieno 
altri  punti  focali  che  quelli  appartenenti  alle  due 
curve. 

Da  alcuni  autori  tali  congruenze  si  sogliono  chia- 
mare prive  di  superficie  focale'^  però  lo  Sturm 
(Op.  cit.)  ha  osservato  che  ciò  non  è  esatto  se 
l'ordine  della  congruenza  è  maggiore  di  1,  giac- 
che è  facile  riconoscere  che,  considerando  un  piano 
tangente  comune  alle  due  curve  e  la  congiungente 
i  due  punti  di  contatto,  ogni  punto  di  questa  è  da 
considerarsi  come  foco,  e  quindi  propriamente  in 
questo  caso  la  superficie  focale  è  la  rigata  formata 
colle  congiungenti  sopraddette,  cioè  la  sviluppa- 
bile dei  piani  tangenti  comuni  alle  due  curve. 

[  punti  delle  due  curve  sono  evidentemente  an- 
che punti  singolari  della  congruenza,  giusta  la  de- 
finizione già  data;  quindi  si  vede  che  queste  con- 
gruenze hanno  infiniti  punti  singolari  formanti  una 
0  più  linee,  che  chiameremo  linee  singolari;  in 
generale  invece  i  punti  singolari  sono  in  numero 
finito. 

Possono  dunque  le  congruenze  di  ordine  mag- 
giore di  1,  distinguersi  in  quelle  che  non  hanno 
linee  singolari,  e  in  quelle  che  ne  Jianno. 

Se  si  considera  un  raggio  di  una  congruenza 
qualunque  (anche  non  algebrica  e  tutti  quei  ad 
esso  infiuitamente  vicini,  e  le  minime  distanze  fra 
l'uno  e  gli  altri,  i  piedi,  sul  raggio,  di  queste  mi- 
nime distanze  sono  in  generale  sempre  compresi 
fra  due  punti,  che  si  chiamano  punti  limiti. 
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Fra  tutti  i  raggi  infinitamente  vicini,  ye  ne  sono, 
come  sopra  abbiamo-  detto,  due  che  incontrano  il 
raggio,  per  i  quali  cioè  la  minima  distanza  è  zero; 
essi  sono  i  fochi^  ed  è  notevole  il  teorema  che  i 
fochi,  che  sono  naturalmente  ambedue  interni  al 
segmento  limitato  dai  punti  limiti,  sono  equidistanti 
da  questi.  Perciò:  il  punto  medio  del  segmento 
dei  punti  limiti  coincide  col  punto  medio  del  seg- 
mento dei  fochi  ;  tal  punto  medio  si  chiama  punto 
medio  del  raggio. 

Si  considerino  quei  due  raggi  infinitamente  vi- 
cini al  dato,  di  cui  i  piedi  delle  minime  distanze 
dal  raggio  dato  coincidano  coi  punti  limiti;  si  ha 
il  teorema:  le  direzioni  di  tali  minime  distanze 
uscenti  dai  punti  limiti  sono  fra  loro  perpendi- 
colari; i  piani  passanti  per  il  raggio  e  per  tali 
direzioni  si  chiamano  piani  principali. 

I  piani  hisettori  dell'angolo  dei  piani  principali 
coincidono  coi  piani  hisettori  delV angolo  dei  piani 
focali. 

Fra  V angolo  y  dei  piani  focali,  la  distanza  2d 
dei  punti  limiti  e  quella  2  o  dei  punti  focali  sus- 

Ù 

siste  la  relazione  sen  T  =  -r- 

a 

Questi  concetti  ora  sviluppati  appartengono  alla 
teoria  infinitesimale  delle  congruenze  la  quale  fu 
cominciata  da  Hamilton  e  Kummer.  Di  essa  trat- 
teremo nel  Gap.  sulla  Geometria  infinitesimale,  e 
definiremo  ancora  la  cosiddetta  densità  del  si- 
stema in  un  punto  di  un  raggio,  nel  senso  in- 
trodotto da  KuMMER,  e  che  è  afifine  al  concetto 
di  curvatura  di  un  superficie  in  un  punto.  Fra  le 
congruenze  studiate    con  metodi  della   geometria 
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infinitesimale  è  notevole  quella  dalle  normali  ad 
una  superficie  ;  ma  di  essa  tratteremo  in  seguito 
(v.  Cap.  XYI.)  Per  ora  ci  limiteremo  nel  §  se- 
guente a  considerare  le  congruenze  algebriche  dei 
primi  ordini. 


La  prima  specie  di  congruenze  importanti  che  si 
presentò  ai  geometri  fu  quella  delle  normali  ad 
una  superficie  ;  nel  1828  Hamilton  cominciò  uno 
studio  delle  congruenze,  chiamate  anche  sistemi  di 
raggi  [Irish.  Trans.,  XV,  1828;  XVI,  1830;  XVII, 
1837)  e  nel  1860  il  Kummer  pubblicò  la  memoria 
cui  abbiamo  accennato  (Creile,  LVII)  che  rappresen- 
tò un  passo  importante  nello  sviluppo  della  teoria. 

Lo  studio  delle  congruenze  algebriche  di  1.^  e 
2.^  ordine  fu  cominciato  sistematicamente  dallo 
stesso  Kummer  nel  1866  (Beri.  Abh.,  1866),  e  una 
larga  parte  della  Neue  Geom.  di  Plùcker  fu  de- 
dicata alla  teoria  delle  congruenze  e  specialmente 
di  quelle  risultanti  dall'intersezione  di  due  com- 
plessi lineari. 

Altri  lavori  sulle  congruenze  furono  quelli  di 
MoBius  {Leipz.  Berichte,  XIV,  1862),  Matthies- 
SEN  {Zeits.  f,  Math.,  XXIX;  Ada  math.,  IV), 
Weingarten  (Creile,  XCVIfl),  Bianchi  (Ann, 
di  ìnat.,  XV),  V^oss  (Matìi.  Ann,,  IX),  Sturm 
[Gótt,  Nach,,  1888;  Jfa^/?.  ^^n.,  XXXVl),  Schu- 
macher  (Id,,  XXXVII,    XXXVIII),   MONTESANO 

(Acc.  Torino,  1892;  Rend.  Lincei^  1892;  Rendic. 
Palermo,  1893),  ecc. 

Una  teoria  completa  delle  stesse  si  trova  nel 
2."  voi.  dell'opera  citata  di  Sturm.  L'introduzione 
del  rango  fu  fatta  da  Schumacher  che  lo  chia- 
mò Art,  come  abbiamo  già  detto. 
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§  11.  —  Congruenze  di  1.^  ordine. 

Tutte  le  congruenze  di  ì.^  ordine  sono  di  rango 
zero  ;  non  possono  avere  una  vera  superfìcie  fo- 
cale-luogo; hanno  invece  una  superficie  focale-in- 
viluppo. 

Fra  le  congruenze  di  1.°  ordine  è  da  annove- 
rarsi la  stella  di  rette  che  è  di  clasrse  zero.^  e  per 
cui  esiste  un  solo  punto  singolare. 

Ogni  altra  congruenza  di  1,°  ordine  avrà  sem- 
pre almeno  una  linea  singolare.  Se  yii  è  Vordine 
di  una  linea  singolare  della  congruenza  lineare 
tale  che  gli  infiniti  raggi  partenti  da  un  suo  punto 
formano  un  cono  d^ordine  /^,  si  ha  la  relazione 

^  fh  h  {h  —  1)  =  m  [m  —  1) 

dove  m  è  la  classe  della  congruenza^  e  il  somma- 
torio  si  estende  a  tutte  le  linee  singolari. 

Si  hanno  poi  ancora  le  altre  due  relazioni  (di 
cui  la  seconda  è  conseguenza  delle  altre). 

^  T/*  h^  —  m{m-\-  1  ) 
^  Vi  h  =2m. 

Una  congruenza  di  primo  ordine  può  avere  al 
massimo  due  linee  singolari  (curve  direttrici  della 
congruenza). 

Se  essa  ha  una  sola  curva  direttrice,  e  su  cia- 
scun suo  raggio  i  fochi  sono  in  generale  distinti, 
sarà  la  congruenza  delle  corde  di  una  certa  curva. 
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Unnica  congruenza  di  1.^  ordine  formata  colle 
corde  di  una  curva  è  quella  delle  corde  di  una 
cubica  gobba;  essa  è  di  classe  3. 

Se  la  congruenza  ha  due  curve  direttrici,  una 
di  queste  deve  essere  mia  inetta;  V ordine  delV altra 
curva  è  allora  la  classe  m  della  congruenza;  que- 
sta direttrice  d^ordine  m  deve  incontrare  in 

m  (m  —  1) 

punti  la  retta. 

Se  i  due  fochi  su  ciascun  raggio  della  congruenza 
coincidono,  allora  questa  ha  una  sola  curva  focale 
e  direttrice^  la  quale  non  può  che  essere  una  retta- 

Questa  congruenza  può  generarsi  solo  nel  se- 
guente modo.,  facendo  cioè  corrispondere  con  una 
corrispondenza  [1,  m]  i  punti  di  una  retta  coi 
piani  del  fascio  avente  queUa  retta  per  asse.,  e  con- 
siderando come  rette  della  congruenza  tutte  quelle 
(formanti  un  fascio)  che  passarlo  per  un  punto 
della  retta  e  che  stanno  nel  piano  corrispondente. 

Per  ciascun  raggio  il  plinto  focale  (unico)  è  il 
punto  in  cui  esso  incontra  la  retta  direttrice^  e  il 
piano  focale  è  quello  che  passa  per  esso  e  per  la 
retta  direttrice. 

Il  KuMMER  nel  laYoro  del  1866  (Beri.  Abh.) 
facendo  la  classificazione  delle  congruenze  di  l."" 
ordine  non  vi  incluse  quelle  aventi  un'unica  linea 
focale. 


XI V^  12.  —  Congruenze  di  2.^  ordine.    587 


§  12.  —  Congruenze  di  2.°  ordine 

SENZA   linee    singolari. 

Le  congruenze  di  2.^  ordine  possono  avere  solo 
un  numero  finito  di  punti  singolari^  ovvero  delle 
linee  singolari. 

Nel  primo  caso  la  classe  m  non  può  essere  su- 
periore a  7. 

In  una  congruenza  di  2.^  ordine  senza  linee  sin- 
golari non  vi  possono  essere  piani  singolari  di 
grado  superiore  al  primo  e  punti  singolari  di 
grado  superiore  à  i6  (v.  §  10). 

Ogni  punto  singolare  di  1.^  grado  è  centro  di 
un  fascio  di  raggi  situati  in  un  piano  siìigolare 
anche  di  1.°  grado. 

Il  rango  di  una  congruenza  (2,  ni)  senza  linee 
singolari  è  m  —  2. 

Le  caratteristiche  del  sistema  nullo  (v.  §  10)  de- 
terminato dalla  congruenza  (2,  m)  sono: 

1,  -m{m  —  1),        m  —  2. 

Ci 

ha  superficie  focale  di  una  congruenza  (2,  m) 
senza  curve  singolari  è  di  4.^  ordine^  2  m^"^  classe 
e  di  12.^  rango  ;  *  ogni  punto  singolare  della  con- 
gruenza è  punto  doppio  per  la  superficie  focale. 


*  Si  chiama  rango  di  una  superfìcie  il  nunnoro  a  (v.  pa- 
,naa  295j. 
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I  raggi  i  cui  punti  focali  coincidono^  e  quelli  i 
cui  piani  focali  coincidono  formano  due  rigate  di 
grado  2  (m  +  2). 

Se  ^n  è  il  numero  dei  punti  singolari  di  grado  h, 
si  hanno  le  seguenti  relazioni: 

1  a;,  =  18  —  m 

1  a/,  /?.2  =  2  m  (m  +  2) 

Ogni  congruenza  (2,  m)  senza^  linee  singolari  ha 
-  {m  -  2)  (m  -  3)  raggi  doppi,  e  ad  ogni  punto  sin- 

golare  di  grado  /i,  appartengono  -^ih-~ì){h  -  2) 

raggi  doppi,  che  sono  generatrici  doppie  del  cono 
uscente  da  quel  punto  ;  nessun  raggio  doppio  giace 
sulla  superficie  focale. 

Ogni  piano  singolare  contiene  6  punti  singolari 
situati  su  di  una  conica,  e  ogni  cono  quadrico 
singolare  (uscente  da  un  punto  singolare  di  2.® 
grado)  contiene  in  tutto  9  punti  singolari  situati 
su  di  una  quartica  gobba  di  1.^  specie  avente  un 
punto  doppio  nel  vertice  del  cono.  Ogni  raggio 
doppio  contiene  due  pimti  singolari  i  cui  gradi 
hanno  per  somma  ni  +  2. 

Vi  sono  due  specie  di  congruenze  (2,  m)  senza 
linee  singolari,  e  cioè: 

I.  Quelle  aventi  punti  singolari  solamente  di 
gradi  1,  2,  3  ed  m  ~  1  (l,""  specie). 
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II.  Quelle  aventi  punti  singolari  solo  di  gradi 
1,  2,   -  m  +  1  (2,^  specie). 

u 

I  numeri  c/i  relativi  alle  varie  specie  di  con- 
gruenze (2,  m)  senza  linee  singolari  sono  perciò 
quelli  dati  dalle  seguenti  tabelle: 


Congruenze  di  l."^  j 

specie 

(2,2) 

(2,3) 

(2,4) 

(2,5) 

(2,6) 

(2,7) 

H 

16 

10 

6 

3 

I 

0 

«2 

5 

6 

6 

4 

0 

*3 

— 

— 

2 

3 

8 

10 

«4 

— 

— 

— 

1 

0 

0 

H 

— 

~ 

— 

— 

1 

0 

\               '" 

— 

— 

— 

— 

1 

Congruenze  di  2. 

"  specie 

(2.4) 

(2.6) 

1      "i 

6 

0         ' 

"2 

6 

8 

H 

2 

0 

«4 

— 

4 
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Le  due  congruenze  (2,  6  si  indicano  coi  sim- 
boli (2,  6)r,  (2,  6)ii,  secondo  le  notazioni  contenute 
nel  recente  trattato  di  Stdrm;  è  da  notarsi  che 
gli  autori  prima  di  Sturm  chiamavano  di  1.*  specie 
quella  chiamata  da  Sturm  di  2.^  specie  e  viceversa. 


La  congruenza  (2,  2)  ha  per  superficie  focale 
una  superficie  di  Kummer  ;  essa  è  intersezione  com- 
pleta di  un  complesso  quadratico  con  un  complesso 
lineare. 

Coi  16  punti  singolari  si  formano  40  coppie  di 
punti  coniugati  e  80  coppie  di  punti  non  coniu- 
gati. Ogni  punto  è  coniugato  ad  altri  5. 

Tale  congruenza  fu  studiata  specialmente  da 
Kummer  (Berl.^  Abh.,  1866),  Rete  [Creile, 
LXXXVI),  ScHUR  {Math.  Ann.,  XV),  Caporali 
(Liììcei  Mem.,  II3),  Stahl  {Creile,  XCII),  Hirst 
Lond.  rnath.  Soc,  XIV),  Sturm  {Creile,  CI).  Una 
trattazione  completa  di  questa  e  delle  altre  si 
trova  a  pag.  117  e  seg.  del  2.^  voi.  dell'opera  di 
Sturm. 


La  congruenza  (2,  3)  ha  5  punti  singolari  di 
2.^  grado  S2,  10  di  primo  grado  Si,  e  quindi  10 
jjiani  singolari;  ognuno  di  questi  passa  per  due 
punti  S2  e  per  un  punto  Si. 

Ogni  S2  è  coniugato  con  ogni  altro  S2,  e  con 
quattro  Si;  ogni  Si  è  coniugato  con  tre  Si  e  due  ^2- 

Per  ogni  congruenza  (2,  3)  passano  10  complessi 
tetraedrali;  il  tetraedro  fondamentale  per  ciascuno 
di  questi  ha  per  vertici  tre  punti  S^  e  V  unico 
punto  Si  non  coniugato  con  alcuno  di  quei  tre  5^. 

La  sujìerfcie  focale  è  una  superfì^cie  di  4.^  or- 
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dine  e  6.^  classe,  avente  quei  15  punti  singolari 
per  plani  tangenti  doppi  lungo  coniche. 

Questa  congruenza  fu  studiata  oltrecchè  da  Kum- 
MER,  Rete,  Hiest  (sopra  cit.)^  anche  da  Stahl 
{Creile,  XC[  ,  Voss  (Math.  Ann.,  XXIII),  Schu- 
macher (Unters»  il.  Strahlensyst.  3.  Ord.  iind 
2.  Klasse,  Diss.  Milnchen,  1885). 


La  congruenza  (2,  4)  è  di  rango  2;  ha  neces- 
sariamente un  raggio  doppio  che  congiiinge  i  due 
punti  singolari  di  3.^  ordine;  essa  ha  2  punti  sin- 
golari Ss  di  3.^  grado.,  fra  loro  coniugati,  6  di 
2.^  e  6  di  1.^  ;  e  quindi  6  piani  singolari.  In  ogni 
piano  singolare  vi  sono  ì  S^,  2  S2  e  2  Si,  Ogni  S2 
è  non  coniugato  con  1  solo  degli  altri  S2;  un  Sg 
e  un  S2  sono  sempre  coniugati;  ogni  S^  è  non 
coniugato  con  tre  altri  Si.,  ed  è  coniugato  con  un 
solo  S3 

La  superfìcie  focale  è  di  4.^  ord.^  8.^  classe.,  con 
li  punti  conici.,  e  6  piani  tangenti  lungo  coniche. 
I  piani  bitangenti  inviluppano  ima  sviluppabile 
di  4.^  classe.,  e  i  piani  stazionari  una  sviluppabile 
di  12.^  classe,  che  la  tocca  lungo  una  curva  di 
12.^  ordirle. 

Per  la  congruenza  (2,  4)  passano  3  complessi 
tetraedrali. 

I  vertici  del  tetraedro  sono  i  due  S^  e  due  punti 
S2  non  coniugati  fra  loro. 

La  congruenza  fu  studiata,  oltreché  da  Kummer 
e  dagli  altri  autori  sopracitati,  anche  specialmente 
da  Stahl  [Creile,  XCVII). 


La  congruenza  (2,  5)  ha  tre  piani  singolari  ed 
è  di  rango  3, 
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Vi  e  1  punto  S'4,  5  punti  S3,  6  punti  S^y  e  tre 
punti  Si;  vi  so?io  tre  raggi  doppi  che  congiitn- 
gono  /S4  con  ciascuno  S3. 

Esiste  un  sol  cono  singolare  di  4°  ordine  il 
quale  contiene  tutti  i  punti  singolari  meno  un  Si. 
Il  piano  singolare  corrispondente  a  questo  Si  con- 
tiene anche  gli  altri  due  punti  Si. 

La  (2,  5)  appartiene  ad  un  solo  complesso  te- 
traedrale  di  cui  il  tetraedro  ha  per  vertici  i  punti 
Sif  Ss. 

La  superfìcie  focale  è  di  4.^  ordine^  10.^  classe^ 
con  13  punti  conici  e  3  piani  tangenti  singolari. 
I  piani  hitangenti  inviluppano  una  sviluppabile 
di  12.^  classe.,  e  i  piani  stazionari  una  sviluppa- 
bile di  18,^  classe. 

Tale  superfìcie  focale  non  è  runica  superfìcie  di 
4."^  ordine  a  13  punti  conici. 


La  congruenza  (2,  6)1  ha  1  punto  S5,  6  6^3,  4  82^ 
1  Si;  un  piano  singolare;  6  raggi  doppi. 

Tutti  i  punti  S2  e  Punico  S5  stanno  nel  piano 
singolare;  il  rango  di  (2,  6)1  è  4. 

La  (2,  6)1  non  appartiene  ad  un  complesso  te- 
traedrale. 

La  superfìcie  focale  è  di  4.^  ordine,  12.^  classe^ 
con  12  punti  doppi;  e  ìion  è  V unica  di  tal  na- 
tura;^ le  sviluppabili  bitangenti  e  dei  inani  sta- 
zionari sono  ambedue  di  24,^  classe. 


*  RoHN  ha  dimostrato  che  vi  sono  4  specie  di  superfìcie 
quartiche  con  12  punti  doppi  (v.  Math.  Ami.^  XXIX)  ;  vedi 
nuche  Sturm  cit,,  II,  pag.  271. 
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La  congruenza  (2,  6)ri  ha  4  punti  S4,  8  S2,  ^ 
raggi  doppi  che  sono  le  congiungenti  dei  4  punti 
S4.  Essa  è  di  rango  4, 

A  differenza  dell'altra  congruenza  di  6.^  classe 
essa  appartiene  ad  un  complesso  tetraedrale,  e  i 
vertici  del  tetraedro  sono  i  4  punti  /S4. 

I  sei  raggi  della  congruenza  esistenti  in  un 
piano  formano  sempre  un  seilatero  di  Brianchon 
(v.  pag.  128). 

La  superficie  focale  ha  12  punti  doppi,  e  non  è 
quella  stessa  relativa  a  (2,  6)r,  ma  un^ altra  delle 
quattro  trovate  da  Rohn,  come  sopra  si  è  detto 
(v.^Sturm,  II,  pag.  271.  . 

E  importante  notare  che  le  congruenze  (2,  5), 
(2,  4),  (2,  3),  (2,  2)  possono  tutte  considerarsi 
come  casi  particolari  della  (2,  6)11  (Kummeh,  op, 
cit.,  pag.  102  ;  v.  Stukm,  cit,  II,  pag\  294). 


La  congruenza  (2,  7)  ha  1  punto  Sq  e  10  punti 
S;.;  10  raggi  doppi  che  sono  le  congiungenti  Vu- 
nlco  punto  Sq  coi  10  punti  S,^;  essa  è  di  rango  5. 

La  superficie  focale  è  di  14.^  classe,  ha  11  punti 
conici  ;  le  sviluppabili  bitangenti  e  dei  piani  sta- 
zionari  sono  rispettivcmiente  di  classi  40  e  30;  tale 
superficie  focale  non  è  l'unica  con  11  punti  co- 
nici ;  ve  ne  sono  altre  tre,  come  ha  trovato  Rohn 
(toc*  cit') 


Le  congruenze  di  2.^  ordine  con  soli  punti  sin- 
golari furono  studiate  prima  nella  già  citata  Mem. 
di  KuMMKR  (1866);  indi  si  successero  i  lavori  da 
noi  già  citati;  ai  quali  aggiungeremo  ora  Capo- 
rali (Acc,  Napoli,  1879),   Bertini  {Acc*  Lincei, 

Pascal.  38 
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1879-80\  LoKiA  (Acc.  Torino,   1884-86),  Masoni 
{Acc.  Napoli,  1883). 

Nel  lavoro  di  Capoeali  si  contiene  una  elegante 
generazione  unica  per  le  congruenze  (7,2),  (6,2)i, 

(5,2). 


§  13.  —  Congruenze  di  2.^  ordine 
con  linee  singolari. 

Tali  congruenze  si  distinguono  in  tre  categorie. 

I.  La  congruenza  è  formata  dalle  corde  di 
una  curva  gobba,  la  quale  non  può  essere  altra 
che  la  quartica  di  1.^  specie  (v.  Cap.  X).  Tale  con- 
gruenza  è  di  6.*  classe  e  rango  2. 

La  superficie  focccle  è  di  8.^  ordine  ed  è  for- 
mata dai  quattro  coni  quadrici  che  passano  per 
la  quartica. 

I  quattro  vertici  dei  coni  sono,  per  la  con- 
gruenza, punti  singolari  di  2!"  grado;  la  linea 
singolare  e  evidentemente  la  quartica  gobba. 

II.  La  congruenza  è  formata  dalle  rette  che 
incontrano  due  curve ^  le  quali  sono  le  linee  sin- 
golari ;  tali  curve  possono  essere  : 

A)  due  coniche  con  due  punti  comuni;  la 
congruenza  è  di  4."^  classe,  e  rango  2;  i  punti 
delle  due  coniche  sono  singolari  di  2.^  grado; 
però  i  due  punti  comuni  sono  singolari  di  3."" 
grado;  i  piani  delle  due  coniche  sono  singolari 
di  2.^  grado,  e  i  due  piani  tangenti  ad  ambo  le 
coniche  nei  loro  punti  d^ incontro  sono  singolari 
di  l.""  grado. 
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Considerando  il  fascio  di  quadriche  passanti  per 
le  due  coniche^  e  in  tal  fascio  i  due  coni  non  de- 
generi^ i  vertici  di  {ali  due  coni  sono  anche  punti 
singolari  di  2.®  grado  per  la  congruenza;  la  su- 
perficie focale  (di  4,^  ordine)  poi  risulta  di  tali 
due  coni. 

B)  una  delle  linee  singolari  è  una  retta,  e 
Valtra  è  una  curva  di  n.^^  ordine  che  taglia  la 
retta  in  n  —2  punti.  Tale  congruenza  è  di  clas- 
se Uf  e  di  rcmgo  zero. 

Ogni  punto  sulla  retta  singolare  è  punto  singo- 
lare di  '/^.^'^^  grado  \  e  ogni  punto  sulla  curva  è 
singolare  di  1,^  grado.  Ogni  piano  per  la  retta  è 
singolare  di  2.^  grado.  La  superficie  focale  è  for- 
mata daW assieme  di  tutti  i  piani  tangenti  condotti 
dalla  retta  alla  curva;  essa  è  perciò  di  ordine 

m  -  2  (n  —  2) 

se    m  è  la  classe  della  curva  gobba. 

La  congruenza  ha  per  raggi  doppi  le  bisecanti 
alla  curvay  condotte  dai  punti  della  retta;  queste 

formano  una  rigata  di  ordine  2  (n  -  1)  —  — m. 

III.  La  congruenza  è  formata  di  raggi  che 
tagliano  una  volta  sola  una  certa  linea  singolare. 
Possono  darsi  allora  i  seguenti  casi: 

A)  La  linea  singolare  è  una  retta.  La  con- 
gruenza ha  rango  eguale  a  zero.  Essa  può  essere  : 

(1)  la  congruenza  (2,  2)  di  tutte  le  rette 
tangenti  ad  una  quadrica  e  che  tagliano  una 
retta  ; 

(2)  le  congruenze  (2,  2  y-  —  2)  delle  rette 
tangenti  in  un  punto  ad  una  superfìcie  di  m"'^  or- 
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dine  avente  una  retta  («^  —  2)^^^,  e  che  si  appog- 
giano a  questa  in  altro  punto; 

(3)  le  congruenze  (2,  m)  delle  rette  che  si 
ottengono  stabilendo  ima  corrispondenza  (2,  m)  fra 
i  punti  di  una  retta  e  i  piani  di  un  fascio  per  la 
stessa,  e  costruendo  i  fasci  di  rette  col  centro  in 
un  punto  della  retta,  e  il  cui  piano  è  quello  cor- 
rispondente al  punto  considerato. 

Questa  specie  (8)  non  fu  considerata  da  Ku-mmer. 

B)  La  linea  singolare  è  dJ  ordine  ny^\da 
ogni  suo  punto  parte  un  fascio  di  raggi  della  con- 
gruenza, e  inoltre  un  altro  raggio  separato.  La 
classe  della  congruenza  è  eguale  all'ordine  della 
curva  singolare,  la  quale  deve  essere  razionale. 

I  piani  dei  fasci  di  raggi  jmrtenti  dai  punti 
della  curva  singolare  devono  essere  tangenti  ad  un 
cono  quadrico  il  cui  vertice  è  anche  punto  singo- 
lare per  la  congruenza. 

II  rango  della  congruenza  è  n  —  1. 

La  congruenza  è  formata  dalle  tangenti  di  un 
cono  quadrico. 

Questa  specie  può  dividersi  in  due  altre  sotto- 
specie : 

(1)  la  curva  razionale  di  ordine  n  sta  sul 
cono  quadrico,  e  passa  n  —  2  volte  per  il  vertice; 

(2)  la  curva  razionale  di  ordine  n  ìion  sta 
sul  cono,  è  però  ad  essp  propettiva,  cioè  i  suoi 
punti  corrispondono  univocamente  ai  piani  tan- 
genti del  cono  e  ciascun  punto  sta  nel  piano  tan- 
gente ad  esso  corrispondente. 

C)  La  linea  singolare  è  d'' ordine  n  >>  1  ;  da 
ogni  suo  punto  parte  un  cono  quadrico  di  rette 
della  congruenza  e  alcun  altro  raggio.  Il  rango 
della  congruenza  è  n  —  2. 


XIV,  lo.  "-  Congruenze  di  V/'  ordine.    597 

Si  distinguono  i  seguenti  casi: 

(1)  il  conorquadrico  si  spezza  in  due 
piani.  La  congruenza  è  di  classe  2n^  ed  è  for- 
mata di  raggi  che  toccano  un  cono  quadrico  e 
tagliano  una  curva  piana  d'ordine  w,  la  quale  passa 
n  -  1  volte  per  il  vertice  dd  cono. 

Le  specie  che  qui  seguono  non  furono  conside- 
rate da  KuMMER  ;  esse  furono  trovate  da  Stuem  : 

(2)  il  cono  quadrico  uscente  da  un  punto 
della  linea  singolare  non  degenera,,  e  questa  è 
una  conica.  La  congruenza  risulta  delle  rette  che 
tagliano  questa  conica  e  toccano  una  superfìcie  di 
4,^  ordine  avente  quella  conica  per  curva  doppia., 
e  avente  ancora  4  altri  punti  coìtici  La  congruenza 
è  di  4,^  classe; 

(3)  il  cono  non  degenera.,  e  la  linea  singo- 
lare è  una  cubica  piana  con  un  punto  doppio;  la 
congruenza  è  di  6.^  classe  ;  e^sa  è  generata  nel  se- 
guente modo  :  si  prendano  nello  ."spazio  4  punti.,  le 
cui  6  congiungenti  si  incontrino  sulla  cubica  stessa; 
tutti  i  coni  quadrici  aventi  i  vertici  su  questa  e 
passanti  per  i  quattro  punti  scelti  e  per  il  punto 
doppio  della  cubica.,  generano  la  congruenza  (2,  6); 

(4)  il  cono  non  degenera.,  e  la  linea  singo- 
lare è  una  cubica  storta;  la  congruenza  è  di  6.* 
classe  ;  essa  vien  generata  nel  seguente  modo:  sulla 
cubica  storta  si  2>^endano  4  punti,  e  per  uno  P  di 
questi,  si  conduca  una  corda  che  tagli  la  cubica  in 
un  quinto  punto  Q  ;  tutti  i  coni  quadrici  aventi 
i  vertici  sulla  cubica.,  passanti  per  i  4  punti,  e 
tangenti  in  P  alla  corda  P  Q^  generano  la  con- 
gruenza. 
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Le  sei  congiungenti  dei  4  punti  sono  raggi  doppi 
della  congruenza^  e  i  4  punti  sono  singolari  di 
4,^  grado. 


Delle  congruenze  di  2.°  ordine  con  linee  singo- 
lari si  occupò  prima  Kummer  nella  Memoria  più 
volte  citata  del  1866  ;  egli  ne  incominciò  una  enu- 
merazione, ma  gli  sfuggirono  alcune  specie,  e  la 
enumerazione  completa  fu  poi  fatta  da  Sturm 
{Math,  Ann.,  XXXVI)  e  da  Schumacher  {Id., 
XXXVIII  e  Diss,  cit.).  L'ultimo  capitolo  del  2.« 
volume  dell'opera  di  Sturm  tratta  estesamente 
di  quelle  congruenze. 

Di  tali  congruenze  trattò  anche  Montesano 
(Acc-  Torino,  1892;  Rend.  Lincei,  5.*  serie,  I; 
Rend.  Palermo,  VII;  Ist.  Lomb.,  1893),  il  quale 
ne  studiò  la  rappresentazione  su  di  un  piano. 


Sulle  congruenze  di  ordine  superiore  al  2.®,  esi- 
stono pochi  lavori. 

Una  congruenza  (3,3)  fu  considerata  da  Koc- 
cella  in  un  lavoro  pubblicato  a  parte  intitolato 
Sugli  enti  geometrici  dello  spazio  di  rette,  ecc, 
(1882),  in  cui  si  studia  una  particolare  congruenza 
generata  da  tre  fasci  proiettivi  di  complessi  li- 
neari. Congruenze  di  3.^  ordine  o  di  ordine  supe- 
riore furono  anche  studiate  da  Hirst  {Proc.  Lon- 
don Soc,  XIV,  XVI,  XVII;  Rend.  Palermo,  I), 
e  da  Fano  (Acc.  Torino,  1894-96). 
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§  14.  —  Geometria  belle  sfere. 

Date  cinque  sfere  di  equazione  (in  coordinate 
cartesiane) 

(i  =  l,  2,...  5) 

r  equazione  di  ogni  altra  sfera  dello  spazio  è 
espressa  da 

essendo  le  x  delle  quantità  dipendenti  dalla  spe- 
ciale sfera  che  si  considera. 

Le  cinque  quantità  X  possono  assumersi  come 
coordinate  omogenee  di  una  sfera  dello  spazio;  le 
cinque  sfere  date  sono  le  sfere  fondamentali  del 
sistema  di  coordinate. 

Considerando  la  sfera  come  elemento  di  uno 
spazio,  è  evidente  che  Vassieme  di  tutte  le  sfere 
costituisce  uno  spazio  lineare  a  4  dimensioni^ 
invece  V  assieme  delle  rette  dello  spazio  forma, 
come  abbiamo  già  detto,  uno  spazio  quadratico  a 
4  dimensioni. 

Questo  sistema  di  coordinate  fu  adoperato  da 
Loria. 

Un  altro  sistema  di  coordinate  (adoperato  da 
Reye)  non  omogenee  ò  il  seguente:  chiamiamo 
potenza  di  un  punto  rispetto  ad  una  sfera  il  pro- 
dotto delle  distanze  del  punto  da  due  punti  della 
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sfera  allineati  col  punto  stesso  (il  qual  prodotto  è 
coi^tante  al  variare  della  trasversale  passante  pel 
punto);  le  tre  coordinate  ot,  p,  y  del  centro  della 
sfera  e  la  potenza  p  dell'  origine  delle  coordinate 
cartesiane  rispetto  alla  sfera  {\n>  quale  potenza  ha 
per  espressione  ^^  ^  p^  -f-  y^  *-  E^  =^p)  possono  as- 
sumersi come  coordinate  della   sfera  nello  spazio. 

Le  coordinate  Xi  hanno  la  proprietà  (analoga 
a  quella  delle  coordinate  omogenee  di  punti  o  di 
piani,)  che  una  loro  trasformazione  lineare^  cor- 
risponde geometricamente  a  mutare  il  sistema  delle 
cinque  sfere  fondamentali.,  in  un  sistema  di  cin- 
que altre  le  quali  abbiano,  rispetto  alle  antiche., 
per  coordinate,  i  coefficienti  delle  sostituzioni  li- 
neari INVERSE  delle  assegnate. 

Inoltre  hanno  la  proprietà  che  trasformando  lo 
spazio  di  sfere  con  una  trasformazione  per  roggi 
vettori  reciproci,  le  coordinate  delle  sfere  trasfor- 
mate rispetto  alle  cinque  sfere  fondamentali  tra- 
sformate, sono  le  stesse  che  quelle  delle  sfere  an- 
tiche rispetto  alle  cinque  sfere  fondamentali  Loria). 

Ponendo 

la  espressione  2  Rij  si  chiama  invariante  delle 
due  sfere  (i)  (j)  fondamentali;  il  suo  annullarsi 
è  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  le 
due  sfere  sieno  ortogonali» 

Se  tutti  gli  Rij  sono  zero,  cioè  se  le  cinque  sfere 
sono   a   due   a   due  ortogonali  si  ha  la  relazione 

^  -:=—-  —  0  (Darboux,  Sur  une  classe  remarqua- 
K  i 

Ile  des  courbes  et  swr/*/Paris,  1873,  pag.  135), 
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Chiamando  R  il  raggio  di  una  sfera  qualunque 
*iì  coordiuate  ooi  (i=^ì,  2,  3,  4,  5)  si  ha  la  for- 
inola : 

^  BijXiXj 


R^  =  '-^ 


R'f 


donde  appaiono  subito  le  condizioni  da  verificarsi 
fra  le  oo  perchè  la  sfera  abbia  raggio  nullo  (si  ri- 
duca ad  un  punto,  detto  punto-sfera)  ovvero  ab- 
bia raggio  infinito  (si  riduca  ad  un  piano,  detto 
piano-sfera\ 

Un  punto-sfera  è  da  considerarsi  come  ortogo- 
nale ad  una  sfera  se  sta  su  essa;  e  due  punti- 
sfere  sono  ortogonali  se  coincidono. 

Indicando  con  Bxt/  la  polare  di  polo  ?/,  della 
forma 

V invariante  simultaneo  delle  due  sfere  di  coordi- 
nate (x)  e  (y)  è  eguale  a 

R_^ 

La  condizione  affinchè  le  due  sfere  (x)  (y)  si 
tocchino  è  data  da 

Ryy  Rxx  —  {Rxy\^  =-  0. 

Come  nella  geometria  della  retta,  così  anche 
nella  Geometria  della  sfera  possiamo  definire  i 
complessi  di  sfere,  le  congruenze  di  sfere,  i  loro 
ordini^  ecc. 
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Tutte  le  sfere  di  un  complesso  lineare  sono  or- 
togonali ad  una  medesima  sfera. 

Tutti  i  punti-sfere  dello  spazio  formano  eviden- 
temente un  complesso  quadratico  di  equazione 

^   Mij  CCi  Xj  =  u  5 
ij 

se  noi  poniamo  fra  le  x  una  nuova  equazione 
quadratica  abbiamo  un  altro  complesso  quadratico 
di  sfere  ;  la  congruenza  di  ordine  4  comune  ai  due 
complessi  sarà  formata  solo  di  punti-sfere;  è  no- 
tevole a  questo  proposito  il  teorema:  il  luogo  di 
questi  due  ^  punti-sfere  è  una  ciclide  (v.  Capi- 
tolo XII,  §  7). 

In  generale  si  ha  dippiù: 

Il  luogo  dei  punti-sfere  di  un  complesso  d^or- 
dine  n  è  una  superfìcie  d'ordine  2  n  avente  il  cer- 
chio immaginario  aW  infinito  per  linea  n^^^.  Il 
luogo  dei  punti-sfere  duna  congruenza  d ordine  n 
ò  una  curva  d ordine  2  n. 

Da  questo  punto  di  vista  il  LoiiiA  studiò  le  ci- 
clidi^  e  ne  fece  la  classificazione  come  abbiamo 
detto  a  suo  luo^o  (Cap.  XII). 


Le  prime  idee  di  Geometria  delle  sfere  si  de- 
vono a  LiE  (Gompt.  Rend.^  1871;  Math.  Ann,, 
Y);  indi  se  ne  occuparono  Reye  {Synthetische 
Geom.  der  Kugeln,  ecc.  Leipzig,  1879;  Creile.,  IC), 
Loria  {Meni.  Torino,  1884;  Atti  Torino^  1885). 

Il  lavoro  di  quest'ultimo  Autore  contiene  una 
trattazione  sistematica  del  soggetto,  e  di  esso  ci 
siamo  serviti  per  le  poche  indicazioni  sopra  date. 
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Di  relazioni  metriche  riguardanti  le  sfere  dello 
spazio  si  occuparono, Fjrobenius  {Creile,  LXXIX), 
Darboux  (cit.  e  Annales  Ec,  norm.  siip.,  1872, 
V,  anche  Salmox-Fiedlek,  II),  ecc. 

Per  la  determinazione  del  punto-sfera  passante 
per  tre  punti  dati,  e  per  la  relazione  di  questo 
problema  con  quello  di  costruire  i  cerchi  che  toc- 
cano tre  cerchi  dati,  v.  Casey  {Trans.  IrisJi. 
Acad.j  1866)  e  Cayley  {Ann.  di  mat.,  I). 


CAPITOLO  XV. 
Geometria  numerativa. 


§  1.  —  Generalità. 

PlUNCIPIO   DELLA   CONSERVAZIONE   DEL   NUMERO. 

La  Geometria  numerativa  (Ahzdhlende  Geome- 
trie) si  occupa  dei  problemi  nei  quali  si  vuol  cer- 
care quante  determinate  forme  geometriche  esigono 
le  quali  soddisfino  a  date  condizioni.  P.  es.  quante 
coniche  di  un  fascio  sono  tangenti  ad  una  retta  ? 
Quante  curve  di  4.°  ordine  con  un  punto  triplo, 
passano  per  dieci  dati  punti  ?  ecc.  ecc. 

Stabilita  la  definizione  di  una  forma  geometrica, 
supponiamo  che  esistano  oo^  individui  che  corri- 
spondono a  quella  definizione,  supponiamo  cioè  che 
nella  rappresentazione  analitica  di  quella  forma, 
restino  indeterminate  e  costanti;  allora  il  numero 
e  si  suol  chiamare  il  numero  delle  costanti  della 
forma. 

L  Per  un  punto  nel  piano  è  c  =  2\  e  nello  spa- 
zio è  c  =  S, 
2»  Per  un  piano  dello  spazio  è  c^=S, 
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3.  Per  una  retta  nel  piano  è  e  =  2;  e  nello  spa- 
zio è  e  =  4, 

4.  Per  un  triangolo  niello  spazio  è  e  =  9,  e  per 
un  triangolo  nel  piano  è  c  =  G. 

5.  Per  un  poligono  piano  di  n  lati  nello  spazio  è 

e  r=  2  w  +  3. 

6.  Per  un  poliedro  di  k  lati  è  e  =  k  -]-  %.  [Hoppe 
{Grunert's  Àrchiv.,  LV;  Schltbert  {Id.,  LXIII)]. 

7.  Per  ima  curva  (situata  in  un  dato  piano) 
di  n^^^^  ordine,  v"'«  classe,  con  d  punti  doppi,  r 
cuspidi,  0  tangenti  doppie,  i  fessi,  è 

c  =  n  +  '-yn  (n  +  3)  —  d-2  r  = 

=  3+yv(v  -h3)-3--2c. 

8.  Per  una  superficie  generale  di  n'''^  ordine  è 

c=~{n  f  ì){n  +  2)(n  +  3)--l. 
b 

9.  Per  un  complesso  di  rette  generale  di  y/'"^'  or- 
dine è 

c-~~^{n-^   l){n  +  2)Hn-i~S)-i 

[LùROTH,  Creile,  LXVII;  Yoss,  Math.  jbin.,  IX]. 
Se  y  esprime  una  condizione  a  cui  si  sottopone 
una  forma  geometrica  di  data  definizione,  e  z  un'al- 
tra condizione,  la  condizione  risultante  dall'assieme 
delle  due,  si  rappresenta  con  y  z  e  sì  chiamerà 
prodotto  delle  due  condizioni. 
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P.  es.  se  g  indica  la  condizione  perchè  una  retta 
tagli  una  determinata  retta,  e  gp  la  condizione 
perchè  una  retta  passi  per  un  punto,  g  gp  rappre- 
senterà la  condizione  perchè  una  retta  passi  per 
un  punto  e  si  appoggi  ad  una  retta  data;  g^  la 
condizione  perchè  una  retta  si  appoggi  a  due 
rette  date,  ecc. 

Una  condizione  si  dice  essere  di  dimensione  a 
per  una  determinata  forma  geometrica,  se  essa 
conduce  ad  a  equazioni  fra  le  e  costanti  della 
forma;  cioè  se  vi  sono  cx>c-«  forme  le  quali  sod- 
disfanno alla  data  condizione.  L'assieme  di  tutte 
le  ooc— «  forme  soddisfacenti  alla  condizione  di  di- 
mensione oc,  si  dirà  un  sistema  di  specie  e  —  a  ; 
così  una  curva  è  un  sistema  di  \,^  specie;  un  com- 
plesso di  raggi  è  un  sistema  di  3.^  specie;  una  su- 
perficie rigata  è  un  sistema  di  raggi  di  1.*  spe- 
cie, ecc. 

La  dimensione  di  una  condizione  prodotto  di 
più  altre  è  eguale  alla  somma  delle  dimensioni 
delle  componenti. 

Sia  e  il  numero  delle  costanti  di  una  forma  geo- 
metrica, e  sia  questa  sottoposta  a  condizioni  di 
moltiplicità  complessiva  eguale  a  e  ;  allora  esisterà 
in  generale  un  numero  finito  N  di  individui  di 
quella  forma  soddisfacenti  a  quelle  condizioni. 

Col  mutare  la  posizione  reciproca  degli  elementi 
della  forma,  o  collo  specializzarli  convenientemente, 
il  numero  N  o  resta  inalterato,  o  diventa  infinito. 
Questo  principio  si  chiama  il  principio  della  con- 
servazione del  numero  (Schubert).  Interpretato 
algebricamente  esso  viene  a  dire  che  un'equazio- 
ne, in  qualunque  modo  si  mutino  i  valori  dei  suoi 
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coefficienti,  o  ha  sempre  lo  stesso  numero  di  ra- 
dici ovvero  diventa  un'identità,  e  quindi  il  nu- 
mero delle  sue  radici  diventa  infinito. 

Questo  principio  è  molto  utile,  perchè  specia- 
lizzando la  posizione  degli  elementi  di  una  forma 
si  può  semplificare  notevolmente  il  calcolo  del 
numero  degli  individui  che  soddisfanno  a  date 
condizioni.  Un  esempio  varrà  a  spiegarne  l'appli- 
cazione : 

si  voglia   sapere  quante  rette   si  appoggiano 
a  4  rette  date. 

Si  specializzi  la  posizione  di  queste  quattro  rette, 
p.  es.  si  supponga  che  due  di  esse  passino  per  un 
punto  P,  e  due  altre  anche  passino  per  un  punto 
P';  allora  è  evidente  che  vi  sono  due  rette  che 
si  appoggiano  alle  quattro,  e  sono:  la  congiun- 
gente i  due  punti  P^  P\  e  la  retta  intersezione 
dei  due  piani  in  cui  sono  situate  le  due  date 
coppie  di  rette.  In  forza  del  principio  sopra  enun- 
ciato possiamo  dunque  affermare  che  esistono  sem- 
pre due  rette  che  si  appoggiano  a  quattro  rette 
date,  E  chiaro  che  specializzando  in  altro  modo 
la  posizione  delle  quattro  rette,  (supponendo  p.  es. 
che  tre  delle  rette  stieno  in  un  piano,  ovvero  che 
tre  passino  per  un  punto,  ecc.)  il  numero  richiesto 
può  diventare  infinito. 

Di  questo  principio,  da  ammettersi  come  postu- 
lato, le  applicazioni  sono  svariate;  esso  fu  enun- 
ciato esplicitamente  da  Schubeet>  e  può  enun- 
ciarsi in  quattro  modi  diversi  che  possono  rite- 
nersi come  enunciati  di  corollari  del  principio 
stesso  (v.  a  pag.  12,  e  pag.  334  il  libro  di  Schu- 

BBRT   più   sotto   citato). 
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§  2.  —  Calcolo  simbolico  delle  condizionl  • 

FOKMOLE   DI   incidenza   E    COINCIDENZA. 

Teoremi  sui  contatti. 

Per  il  soggetto  che  ci  occupa  è  interessante  la 
introduzione  del  seguente  calcolo  simbolico. 

Data  una  forma  il  cui  numero  delle  costanti  è 
e,  se  noi  l'assoggettiamo  ad  una  condizione  v  di 
dimensione  e,  abbiamo  un  numero  finito  di  indi- 
vidui che  yi  soddisfanno;  indichiamo  tal  numero 
colla  stessa  lettera  v  che  rappresenta  la  condizione. 

Allora  fra  i  simboli  che  rappresentano  le  varie 
condizioni  che  si  possono  imporre  ad  una  forma 
perchè  questa  sia  determinata  in  un  numero  fiìiito 
di  modi,  si  potranno  stabilire  delle  relazioni  o 
identità  fondamentali. 

P.  es.  sia  p  il  simbolo  che  rappresenta  la  con- 
dizione perchè  un  punto  stia  in  un  piano,  e  P  il 
simbolo  che  rappresenta  la  condizione  perchè  un 
punto  sia  fissato  in  uno  special  luogo;  allora  è 
evidente  che  possiamo  simbolicamente  scrivere. 

perchè  ambo  i   termini  hanno  per  valore  nume- 
rico 1. 

In  questa  maniera  non  si  potrebbe  che  stabi- 
lire relazioni  solo  fra  condizioni  le  quali  sieno  di 
dimensione  e;  però  col  seguente  artifizio  possiamo 
assegnare  un  significato  anche  a  relazioni  fra  con- 
dizioni di  dimensione  qualunque  y-  <  e.  Cxiacchè  si 
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abbiano  varie  condizioni  di  dimensione  a  e  sieno 
V,  v',  v'\  . .  e  sia  y  una  qualunque  condizione  di 
dimensione  e  —  oc. 

Moltiplicando  v,  v',  v'' , . . .  per  y  si  hanno  tutte 
condizioni  di  dimensione  e.  Ora  intenderemo  sus- 
sistere fra  le  v  una  relazione,  quando  moltipli- 
cando ogni  termiue  della  relazione  per  y  (qualun- 
que) la  relazione  risultante  (che  è  una  relazione 
fra  condizioni  di  dimensioni  e)  è  effettivamente  sus- 
sistente  secondo  il  sopraindicato  concetto. 

P.  es.  indicando  con  pg  la  condizione  perchè  un 
punto  stia  in  una  retta,  si  ha  evidentemente 

Infatti  moltiplicando  p.  es.  per  p  si  ha  p^  —ppg^ 
relazione  sussistente  perchè  ambo  i  termini  di  quel- 
l'equazione hanno  per  valore  1. 

In  generale  per  le  equazioni  simboliche  che  così 
vengono  ad  ottenersi^  valgono  tutte  le  ordinarie 
regole  aritmetiche  riguardanti  la  somma^  la  sot- 
ti-azione e  la  moltiplicazione. 

Sono  relazioni  fondamentali  le  seguenti: 

\  p^  Pg  ^  P  sono  i  simboli  che  rap- 
p^  =  Pg  I      presentano  le  condizioni  per- 

.  che  un  punto  stia  in  un  pia- 
p  =  p  Pg  —  F  \      ^^Q^  Q  ly^  ^^^^  retta,  o  sia  sta- 

!      bilito. 


Pascal.  39 


9  gp^gs^g  gè 
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\  e^  Cg  ^  E  sono  i  simboli  che  rap- 
e^  —  Cg  I      presentano  le  condizioni  per- 

r  che  nn  piano  passi  per  un 
e  —  eeg-=^  hj  \  pimto^  o  per  una  retta,  e  sia 
fissato.  * 

g^'^gp  r  gè        g^  gè  ,  gp .  gs  ,   G  sono  i  sìm- 
boli che  rappresentano  le  con- 
dizioni perchè  una  retta  tagli 
1       '^       ima  retta.,  o  stia  in  un  piano., 
g  gs  =  (jr  ~  -^  g  X       Q  passi  per  un  punto.,    o  ap- 
j      partenga  ad  un  fascio  di  rag- 
G  =  g^e  —  g'^p         gi^  0  sia  determinata. 

Si  dicono  incidenti  punto  e  retta,  piano  e  retta, 
punto  e  piano  se  reciprocamente  si  appartengono^ 
cioè  se  il  punto  sta  sulla  retta,  la  retta  sta  nel 
piano,  0  il  punto  sta  nel  piano  ;  si  dicono  incidenti 
due  rette  se  si  incontrano. 

Chiameremo  formole  di  incidenza  tutte  le  equa- 
zioni fra  le  condizioni  che  rappresentano  queste 
quattro  incidenze. 


*  ìson  ho  creduto,  a  scanso  di  confusioni,  faro  mutamenti 
a  questi  sìmboli  che  sono  adoperati  nell'opera  di  Schubert 
più  sotto  citata,  e  di  altri  autori  tedeschi,  per  quanto  l'ori- 
gine di  quei  simboli  sia  dovuta  alle  iniziali  delle  parole  te- 
desche Gerade^  Eòene,  Stralli^  ecc ,  le  quali  in  lingua  ita- 
liana hanno  diversa  lettera  iniziale. 


e 
o 

^ 


<;ì 


I^^-^ 
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Le  applicazioni  di  queste  formole  sono  molte- 
plici ;  ma  noi  non  possiamo  fermarci  su  di  esse,  e 
rimandiamo  all'opera  di  Schubert  (cit.)»  Ci  limi- 
teremo a  mostrare  qualche  esempio. 

Consideriamo  il  sistema  semplicemente  infinito 
di  tutte  le  rette  tangenti  coi  rispettivi  punti  di 
contatto  di  una  curva  storta;  considerando  poi  un 
sistema  semplicemente  infinito  di  curve  storte,  si 
ha  nell'assieme  un  sistema  doppiamente  infinito 
(di  2."  specie)  di  rette  e  punti  appartenentisi.  Per 
tale  sistema  il  simbolo  p'^  rappresenterà  la  con- 
dizione perchè  uno  di  quei  punti  stia  contempo- 
raneamente in  due  piani  dati,  cioè  in  una  retta 
data;  quindi  esso  rappresenta  anche  il  numero 
delle  curve  del  sistema  che  sono  tagliate  da  una 
data  retta  ;  così  il  simbolo  gè  rappresenterà  il  nu- 
mero delle  tangenti  del  sistema  che  giacciono  in 
un  piano  dato,  cioè  anche  il  numero  delle  curve 
del  sistema  che  sono  tangenti  ad  un  dato  piano, 
Q  p  g  rappresenterà  il  numero  dei  punti  del  sistema 
che,  essendo  in  un  dato  piano,  corrispondono  a 
rette  che  tagliano  un'altra  retta  data;  si  ha  dun- 
que dalla  formola  p  g^=zp'^  -\-  g^iì  teorema: 

Sia  dato  un  sistema  semplicemente  infinito  di 
curve  storte  ;  se  si  somma  al  numero  delle  curve 
che  tagliano  una  retta  data,  il  numero  di  quelle 
che  sono  tangenti  ad  un  piano  dato^  si  ha  il  nu- 
mero delle  curve  del  sistema  le  quali  tagliano  un 
piano  in  modo  che  le  tangenti  nei  punti  d' iìtcon- 
tro  incontrano  una  retta  assegnata;  ovvero  si  ha 
il  grado  della  curva  luogo  dei  punti  di  contatto 
di  tutte  le  tangenti  alle  curve  del  sistema^  le  quali 
tangenti  incontrino  una  assegnata  retta.  (Zeu- 
THEN,  Compi.  Bend,^  1872.) 
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Sia  n  l'ordine  di  una  curva  piana,  v  la  condi- 
zione perchè  essa  tagli  una  data  retta  dello  spa- 
zio, \>'  la  condizione  perchè  il  suo  piano  passi  per 
un  punto  dato,  P  la  condizione  perchè  essa  passi 
per  un  punto;  considerando  un  sistema  doppia- 
mente infinito  di  tali  curve,  si  ha  un  sistema  tri- 
plamente infinito  di  punti,  e  i  piani  delle  curve 
formano  invece  un  sistema  doppiamente  infinito 
di  piani. 

La  formola  d' incidenza 

^3 ^2  ^   _^  p  g2    __  ^3  -_-  Q 

diventa 


P  =  ti,  V  —  n  ]^^ 

perchè 

p«: 

=  P,     e  =  v.,    f 

e  inoltre 

e»  =-  a3  =  0, 

in  un  sistema  doppiamente  infinito  di  curve,  non 
potendosi  in  generale  soddisfare  la  condizione 
(tripla)  che  una  curva  stia  in  un  piano  arbitrario 
assegnato,  cioè  che  il  piano  della  curva  passi  per 
tre  punti  dati. 

Ora  la  soprascritta  relazione  esprime  la  condi- 
zione P  mediante  le  altre  v,  [x  ;  quindi  se  abbiamo 
una  tabella  donde  possiamo  ricavare  i  valori  di 
!^v,  \s}^  otteniamo  il  valore  di  P.  Così  p.  es.  con- 
sideriamo un  sistema  doppiamente  infinito  di  co- 
niche nello  spazio;  propriamente  il  sistema  di  tutte 
le  coniche  tangenti  a  tre  piani  dati  e  seganti  tre 
rette  date  ;  chiamando  p  la  condizione  perchè  una 
conica  dello  spazio  tocchi  un  piano,  la  condizione 
cui  soddisfanno  tutte  tali  coniche  sarà  espressa  da 
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v^  P'^.  Moltiplicando  dunque  ambo  i  membri  della 
precedente  relazione  per  v^  p^  si  ha  (essendo  nel 
nostro  caso  n  —  2) 

jPv^  c^  =  \x  v^  c^  —  2  \^^  v^  0^. 

Ora  dalle   tabelle   che  riportiamo   più  sotto  al 
§  4  ricaviamo 

a  v4  p3  — -  72^  u,2  ,3  p3  ^  24 

dunque: 

Pv3p3  =  24 

cioè  nel  nostro  sistema  di  coniche  ve  ne  sono  24 
che  passano  per  un  punto. 


Si  dicono  coincidenti  due  elementi  (due  punti, 
due  rette,  due  piani)  i  quali  sono  infinitamente 
vicini. 

Le  formolo  relative  si  dicono  formole  di  coinci- 
denza. Una  di  queste  è  quella  detta  principio  di 
corrispondenza  di  Chasles  (v.  Gap.  I,  §  2). 

Supponiamo  assegnato  un  sistema  semplicemente 
infinito  di  coppie  di  punti,  tali  che  in  esso  vi  sieno 
p  coppie  che  abbiano  comune  il  primo  punto,  e  q 
coppie  che  abbiano  comune  il  secondo  punto  ;  rap- 
presenti g  la  retta  che  congiunge  i  due  punti  di 
una  coppia,  e  quindi  si  rappresenti  con  g  il  nu- 
mero di  quelle  cougiungenti  coppie  di  punti  che 
sono  incontrate  da  una  retta  arbitraria  dello  spa- 
zio ;  cìiiaynando  £  il  numero  delle  coincidenze^  cioè 
il  numero  delle  volte  in  cui  i  due  yunti  di  nna 
coppia  coincidono.,  si  ha  la  formola 

^=-^p  +  q  —  (J 
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Se  la  congiimgente  i  due  punti  di  una  coppia 
è  in  posizione  fissa^  allora  ^  =  0,  ^  si  ha 

£  z=zp  +  q 

il  che  corrisponde  alla  formola  di  corrispondenza 
di  Chasles. 

Da  questa  formola  se  ne  ricavano  varie  altre 
p.  es.  le  due  seguenti 

£  gp=^p^  +  q^  +  gs 
^p  —  pq-ge 

le  quali  si  interpretano  nel  seguente  modo: 

Dato  un  sistema  tre  volte  infinito  di  coppie  di 
punti,,  la  somma  del  numero  di  quelle  che  hanno 
il  primo  elemento  fisso,,  del  numero  di  quelle  che 
hanno  fisso  il  secondo  elemento^  e  del  grado  del  com- 
plesso di  rette  costituito  dalle  rette  che  congiungono 
i  punti  corrispondenti  di  una  coppia,  è  uguale  al 
numero  delle  volte  in  cui  due  punti  corrispondenti 
si  avvicinano  indefinitiv amente  secondo  una  dire- 
zione che  passi  per  un  punto  fisso  arbitrario. 

Per  un  sistema  doppiamente  infinito  di  coppie 
di  punti,,  la  differenza  fra  il  numero  delle  coppie 
i  cui  punti  stieno  rispettivamente  in  due  prefissati 
piani,,  e  il  numero  di  quelle  di  cui  la  retta  che 
congiunge  i  due  punti  sta  in  un  prefissato  piano,, 
è  eguale  alVordine  della  curva  storta  luogo  delle 
coincidenze. 

Si  possono  poi  ricavare  le  formole  per  l'esten- 
sione al  piano  e  allo  spazio  del  principio  di  cor- 
rispondenza di  Chasles,  estensioni  date  da  Sal- 
MON  {Geom.  of  three  dim,,,  1865,  pag.  511),  da 
Zeuthen  {Compt.  Bend,,  1874)  e  Schubert  (Jlfa^/^. 
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Ann.^X.'^  vedi  anche  Abzàhl.  Geom.,  Leipzig,  1879, 
pag.  45). 

Da  questi  stessi  principi  si  ricavano  i  seguenti 
importanti  teoremi. 

Si  abbia  un  sistema  semplicemente  infinito  di 
curve  piane^  e  un''  altra  curva  di  ordine  n  e  di 
classe  m.  Se  v,  p  sono  le  cosiddette  due  caratte- 
ristiche del  sistema  di  curve  piane  cioè  espri- 
mono rispettivamente  quante  curve  del  sistema 
passano  per  un  plinto^  e  quante  curve  toccano  una 
retta^  vi  saranno 

n  ^  -\-  m^ 

curve  del  sistema  tangenti  alla  curva  data. 

Similmente:  in  un  sistema  semplicemente  infinito 
di  curve  storte  vi  sono 

n  p  +  my 

curve  le  quali  toccano  una  superficie  di  ordine  n 
e  classe  m,  indicando  con  p  il  numero  delle  curve 
che  toccano  un  piano,  e  con  v  H  numero  di  quelle 
che  tagliano  una  retta. 

I  punti  di  contatto  di  due  sistemi  semplicemente 
infiniti  di  curve  piane  di  caratteristiche  rispetti- 
vamente v^  pj,  V2  P2  formano  una  curva  di  ordine 

^1  92  +  ^1  P2  +  ^1  ^2 

e  le  tangenti  in  tali  punti  di  contatto  inviluppano 
una  curva  di  classe 

^1  h  +  Pi  ^2  +  Pi  P2. 

Una  generalizzazione  del  primo  di  questi  teo- 
remi è  il  seguente: 


XV,  2.  —  Teor.  sui  sistemi  di  curve.     617 

Sia  stabilita  nel  piano  una  corrispondenza  fra 
punti  e  rette,   tale   che   ad   ogni   retta  corrispon- 
dano p  punti  su  di  essa,  e  ad  ogni  punto  corri- 
spondano V  rette  per  esso;  avverrà 
w  p  +  m  V 

volte  che  una  di  tali  rette  è  tangente,  in  uno  dei 
punti  ad  essa  corrisjjondenti,  ad  una  curva  piana 
di  n."*^  ordine  e  m.^^  classe. 

Questo  teorema  può  servire  per  ricavare  il  prin- 
cipio di  corrispondenza  di  Brill-Cayley  (vedi 
Gap.  VI,  §  4)  che  è  l'estensione,  alle  corrispon- 
denze sopra  curve  di  genere  qualunque,  del  prin- 
cipio di  Chasles  per  le  corrispondenze  sulla  retta 
(v.  il  §  18  dell'op.  di  Schubert,  più  sotto  cit.). 

A  mostrare  la  fecondità  di  questi  teoremi,  e  an- 
che il  loro  modo  di  applicazione  sviluppiamo  il 
seguente  esempio: 

Vogliamo  ricercare  quante  coniche  del  piano 
sono  tangenti  a  cinque  date.  Indicando  con  S  la 
condizione  perchè  una  conica  di  un  sistema  sia 
tangente  ad  un^altra  fìssa,  e  i^  la  condizione  per- 
chè il  suo  piano  passi  per  un  punto,  la  condizione 
perchè  una  conica  del  sistema  piano  sia  tangente 
a  cinque  coniche  sarà  data  da 
l^^  SK 

Intanto  per  un  teorema  precedente 
5  =  ^«  p  +  w  V  —  2  p  +  2  V 

(perchè  nel  nostro  caso  m  =  n  =  2),  dunque  la 
condizione  sarà 

U.3  S^  rr:  y.3  (2  p  -f-  2  v)^  =  2^  [^'  (p^  +  5  p'^  V    f 

+  10  p=N'^ -f  10  p'-^  v3  i-  5  p  v4  +  p^). 
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Ma  dalle  tabelle  contenute  al  §  4  ricaviamo  i  va- 
lori per  ^'•^  p'',  jj-^  p^  V,  ecc.  e  quindi  infine  abbiamo  : 
a3s5  =  2M02  =  3264. 


§  3.  —  Teoeia  delle  caratteristiche. 

Si  abbia  in  un  piano  un  sistema  semplicemente  in- 
finito di  coniche;  sia  z  una  condizione  di  1.*  di- 
mensione (semplice),  e  rappresentino  v  e  p  rispett. 
le  condizioni  perchè  una  conica  del  sistema  passi 
per  un  punto  o  tocchi  una  retta. 

La  teoria  delle  caratteristiche  prende  il  punto 
di  partenza  dalla  seguente  osservazione  di  Cha- 
sles,  il  quale  la  dette  come  un  teorema  generale, 
mentre  poi  invece,  dopo  alcune  considerazioni  di 
Halphen,  si  è  visto  che  il  teorema  non  era  va- 
levole per  tutti  i  casi. 

La  condizione  z  in  molti  casi  si  esprimerà  li- 
nearmente mediante  v  ^  p  colla  forinola 

z  =  y^^  +  Pp 

dove  a,  S  sono  numeri  dipeììdehti  solo  dalla  con- 
dizione z,  I  numeri  v,  p  si  chiamano  caratteri- 
stiche del  sistema  di  coniche. 

Questo  teorema,  che  costituisce  un'importante 
formola  di  Geometria  numerativa  delle  coniche, 
fu  trovato  sperimentalmente  da  Chasles  {Compt. 
Rend.f  1864)  e  da  lui  enunciato  senza  dimostra- 
zione, e  fatto  seguire  da  varie  applicazioni. 

Delle  dimostrazioni  ne  furono  date  da  Clebsch 
{Math.  Ann.^  VI),  da  Halphen  {Bidl.  Soc.  mat.^  I), 
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da  SCHUBF]RT  e  Hukwitz  (Gótt.  Nach.^  1876;  v.  an- 
che AhzdìiL  Gcom.^  §  38),  Brtll  iMatìi.  Ann., 
X),  ecc. 

Ma  il  teorema  di  Chasles  non  è  vero  per  ogni 
condizioni  0;  lo  fece  vedere  Halphen  {Compi. 
Rend.,  LXXXIII,  537,  e  >886  ;  Proc.  Lond.  math. 
Soc.f  IX,  X;  Math.  Ann..,  XV;  Journ.  de  V Ec. 
poi..,  XLV)  il  quale  giunse  al  risultato  :  Perchè 
sussista  il  teorema  di  Chasles  cioè  che  z  si  espri- 
ma colla  formola 

Z  =  0(.v  -f  S  p 

(a,  8  non  dipendendo  che  da  z),  è  necessario  e 
sufficiente  che  il  numero  delle  coniche  soddisfa- 
centi a  z,  e  addenti  un  contatto  di  5.^  ordine  con 
una  curva  data,  sia  y-  +  S. 

Una  conseguenza  del  teorema  di  Chasles  è  un 
corollario  di  un  teorema  da  noi  già  citato  nel  §  2 
sul  numero  di  curve  tangenti  a  date  curve. 

Se  si  vuole  il  numero  delle  coniche  di  un  si- 
stema., tangenti  ad  una  curva  di  ordine  n  e  classe 
???,  basta  fare  nella  formola  di  Chasles, 

a  =  m,  P  =r=  n. 

Si  può  proporsi  il  problema  più  generale  di 
quello  di  Chasles;  cioè: 

Dato  un  sistema  di  forme  qualunque  (non  di 
coniche),  non  solo  semplicemente  infinito,  ma  h 
volte  infinito,  esiste  un  numero  einito  di  condi- 
zioni h^^^  in  modo  che  ogni  altra  condizione  k^^^ 
z  si  esprima  linearmente  per  quelle  e  con  coefìPì- 
cienti  dipendenti  solo  dalla  condizione  z?  Queste 
condizioni  h^^^  in  numero  finito  si  possono  allora 
chiamare  le  caratteristiche  del  sistema. 
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Per  questo  problema  i  tentativi  sono  stati  molti; 
lo  stesso  Chasles  opinò  una  volta  che  le  due  ca- 
ratteristiche V,  p  potessero  valere  non  solo  per  le 
coniche,  ma  per  ogni  curva  piana.  L'Halphen 
estese  le  considerazioni  di  questo  genere  anche 
alle  coniche  dello  spazio  e  alle  quadriche  {Bull. 
Soc.  math»,  II);  Ceemona  osservò  che  per  un  si- 
stema doppiamente  infinito  di  coniche  si  possono 
stabilire  tre  caratteristiche,  cioè  il  numero  delle 
coniche  passanti  per  due  punti,  il  numero  di  quelle 
passanti  per  un  punto  e  tangenti  ad  una  retta,  e 
il  numero  di  quelle  tangenti  a  due  rette  {Conipt. 
Rend,,  LXIX,  776);  Schubert  dedicò  tutto  un 
capitolo  del  suo  citato  trattato,  a  questo  problema, 
e  cercò  di  risolverlo,  per  alcuni  semplici  sistemi 
di  forme. 


I  primi  lavori  sulla  teoria  delle  caratteristiche 
furono  quelli  numerosissimi  di  Chasles  {Compt, 
Rend.^  1864;  specialmente  27  giugno  1864),  alcuni 
dei  quali  dettero  luogo  ad  una  polemica  col  De 
JoNQUiÈRES;  la  lista  delle  pubblicazioni  che  vi  si 
riferiscono  si  trova  in  Loria  {Teorie  geom,  To- 
rino, 1896,  pag.  263-264). 

Altri  lavori  sono  quelli  di  Cayley  (principal- 
mente PhiL  Trans..,  1868),  Salmon  (v.  il  trattato 
sulle  curve  piane \  Cremona  {Compt.  Rend..,  1864, 
e  vedi  anche:  Introd.  ad  una  teoria  geom.  delle 
curve  piane,  ecc.),  Zeuthen  (v.  p.  es.  Bull,  des 
Sciences,  VII .  Una  breve  esposizione  si  trova  nella 
Geom.  di  Clebsch-Lindemann,  e  molte  indica- 
zioni bibliografiche  (limitate  però  sino  al  1872)  si 
trovano  in  Painvin  {Bull,  des  sciences  math.^  III). 
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Per  le  più  recenti  si  può  vedere  Loiìia  (sopra- 
cit.J  dove  c'è  anche ^ la  lunga  lista  delle  altre  note 
di  Chasles  (Compi.  Rend.,  1871-77)  relative  alle 
numerose  applicazioni,  alla  Geometria  numerativa, 
del  principio  di  corrispondenza  che  prende  nome 
da  lui.  Per  la  storia  di  questo  principio,  così  in- 
timamente legato,  per  sua  natura,  alle  teorie  di 
Geometria  numerativa,  vedi  poi  una  nota  storica 
di  Segre  {Bihl.  matìi.^  1892). 


La  Geometria  numerativa  come  corpo  di  dot- 
trina, si  può  dire  che  nacque  colla  teoria  delle  ca- 
ratteristiche di  Chasles. 

Fu  Halphen  che,  partendo  da  questa,  cominciò 
a  stabilire  un  calcolo  simbolico  delle  condizioni,  e 
in  ciò  fu  continuato  principalmente  da  Schubeet 
il  quale  ne  stabilì  sistematicamente  i  fondamenti 
nel  lavoro  Beitràge  zur  ahzdhlenden  Geom.  {Math. 
Ann.,  X),  e  in  altri  lavori  che  succedettero  a  que- 
sto (M,  XI,  XII,  ecc.). 

Molti  risultati  e  determinazioni  riguardanti  la 
Geometria  numerativa  erano  state  già  fatte  da 
vari  Autori  specialmente  per  via  geometrica;  per 
es.  Steiner  {Creile,  XXXII,  XXXVII,  XLV, 
LV),  BiscHOFE  [Idem,  LVI),  De  Jonquières 
[Journ.  de  Liouville,  VI,  1861;  X,  1865),  dei 
quali  alcuni  risultati  sono  però  erronei;  ma  lo 
scopo  degli  autori  che  si  sono  poi  occupati  di 
Geometria  numerativa  è  stato  precipuamente 
quello  di  ridurre  siffatte  determinazioni  a  delle 
leggi  fisse,  e  di  stabilire  un  calcolo  per  esse,  in 
modo  da  ridurre  questa  parte  della  Geometria,  un 
insieme  sistematico. 
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Un  libro  importante  in  cui  si  trovano  raccolti 
e  spiegati  tutti  i  metodi  e  i  risultati  di  Geometria 
numerativa,  è  quello  di  Schubert  [Kalkìll  der 
ahzdhlenden  Geometrie^  Leipzig,  1879)  del  quale 
noi  ci  siamo  moltissimo  serviti  nella  redazione  di 
questo  capitolo. 

Ricerche  più  moderne  sono  specialmente  quelle 
di  Schubert  stesso  [Matìu  ^nn.,  XXVI,  XXX Vili, 
XLV;  Ada  math.j  Vili;  Hamburger  Mitth,^  I, 
II,  III,  ecc.)  e  di  Pieri  {Eend.  Palermo,  V,  Isti- 
tuto Lomb.,  1893-95). 

§  4.  —  Metodo  pee  la  ricerca  dei  numeri  ca- 
ratteristici PER  UN  SISTEMA  DI  FORME  E  RIAS- 
SUNTO DI  ALCUNI  NOTEVOLI  RISULTATI  DI  GEO- 
METRIA   NUMERATIVA. 

Dalle  considerazioni  fatte  precedentemente  ri- 
sulta che  col  calcolo  simbolico  delle  condizioni, 
si  può  ridurre  il  calcolo  di  una  condizione  a  quello 
di  altre;  la  teoria  delle  caratteristiche  ha  p.  es. 
precisamente  lo  scopo  di  vedere  se  esistono  certe 
condizioni  elementari  mediante  cui  si  possano  espri- 
mere tutte  le  altre. 

Si  presenta  quindi  il  problema  della  ricerca  dei 
numeri  che  stanno  a  rappresentare  quelle  tali  con- 
dizioni elementari  o  caratteristiche,  mediante  cui 
possibilmente  le  altre  o  alcune  delle  altre  possano 
esprimersi.  Tale  ricerca  si  fa  col  metodo  intro- 
dotto da  Chasles,  e  poi  largamente  applicato  e 
sviluppato  da  Zeuthen,  Schubert  e  altri. 

Si  considerano  speciali   degenerazioni  invarian 


i 
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tive  della  forma  data,  si  cercano  le  relazioni  che 
legano  le  condizioni  .perchè  la  forma  de^*eneri  in 
quel  dato  modo,  colle  altre  condizioni  elementari 
(passare  per  un  punto,  toccare  un  piano  o  una 
retta),  indi  si  ricavano  i  numeri  caratteristici  per 
le  forme  degenerate,  e  mediante  le  relazioni  tro- 
vate, si  ricavano  infine  quelli  per  le  forme  generali. 
Un  esempio  basterà  a  rischiarare  le  nostre  idee 
sull'applicazione  di  questo  metodo. 

La  forma  data  sia  la  conica.  Si  considerino  due 
degenerazioni  invariantive  della  stessa,  cioè: 
-q  —  una  conica  i   cui  punti    formano    una   retta 
doppia,  e  le  cui  tangenti  formano  due  distinti 
fasci  di  raggi  aventi  il  centro  in  due  punti  di 
tale  retta; 
0  —  una  conica  i  cui  punti  formano  due  rette  di- 
stinte, e  le  cui  tangenti   formano  due  coinci- 
denti fasci  di  raggi,  il  cui  centro  è  nel  punto 
di  incontro  delle  due  rette. 
Indicando  con  '/;,  o  rispett.  le  condizioni  perchè 
una  conica  degeneri  in  tali  modi,  e  con  [^,  v,  p  le 
condizioni  perchè  il  piano  di  una  conica  passi  per 
un  punto,  perchè  la  conica  tagli  una  retta,  e  per- 
chè essa  tocchi  un  piano  dato,  col  principio  delle 
coincidenze  si  trovano  le  relazioni 
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G24    XF,  4,  —  Ricerca  dei  numeri  caratterist. 
Si  voglia  allora  ricercare  il  numero 

cioè  il  numero  delle  coniche  di  un  piano  che  pas- 
sano per  un  punto  (cioè  tagliano  una  retta  dello 
spazio),  e  toccano  quattro  rette  (cioè  toccano  quat- 
tro piani  dello  spazio);  dalle  precedenti  formolo 
si  ha: 

a3  V  P^-  f'O  l^^^P^  +  j  5  a3  .4  +  1  ^,  p4. 

Ora  il  termine  contenente  per  fattore  [f-^  è  zero 
perchè  non  può  un  piano  farsi  passare  per  quat- 
tro punti  arbitrari  dello  spazio  ;  e  quindi  supposti 
conosciuti  gli  altri  due  primi  termini  del  secondo 
membro,  si  ricava  il  valore  del  primo  membro. 
Ora  in  un  piano  (jj«^)  quante  coniche  v]  vi  sono  che 
hanno  per  tangenti  quattro  rette  date?  evidente- 
mente sono  3  ;  e  così  il  numero  delle  coniche  o  che 
toccano  quattro  rette  date  è  zero;  dunque 


Per  dare  un'  idea  dei  risultati  che  si  ottengono 
coi  metodi  e  coi  principi  sviluppati  finora,  sarà 
utile  raccogliere  qui  alcuni  dei  principali  di  essi, 
anche  per  l' importanza  che  essi  possono  avere  in 
sé  stessi,  indipendentemente  dai  metodi  coi  quali 
sono  ritrovati. 

Raccoglieremo  i  risultati  più  notevoli  contenuti 
nel  4.°  cap.  dell'opera  citata  di  Schubert.  % 

1.  Vi  sono  due  rette  che  si  appoggiano  a  quat-m 
tro  rette  date. 

2.  Vi  sono  tre  poligoni  storti  di  n  lati  di  cui 
gli  n  vertici  stanno  in  dati  piani^  e  gli  n  lati  pas- 
sano per  dati  punti. 
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3.  Date  nello  spazio  cinque  coppie  di  rette^  si 
possono  in  20  modi  diversi  costruire  cinque  raggi 
situati  in  un  piano  e  convergenti  in  un  punto^  e 
in  modo  che  ciascuno  di  essi  si  appoggi  alle  due 
rette  di  una  delle  coppie  date. 

4.  Per  ima  conica^  rappresenti  p.  la  condi- 
zione perchè  il  suo  piano  passi  per  un  punto  dato; 
V  la  condizione  perchè  essa  tagli  una  data  retta^ 
p  la  condizione  perchè  essa  tocchi  un  dato  piano. 
Adoperando  allora  le  notazioni  dei  paragrafi  pre- 
cedenti si  ha  la  seguente  tabella  pel  numero  di 
CONICHE  DELLO  SPAZIO  Soddisfacenti  ad  otto 
condizioni,  * 


a8  v5       ==  1 

p.2  v«       =8 

[j.  v'     =  34 

v»     =92 

t>.3v*p    =2 

tj.^  v^  p  =  14 

av^p   =52 

v'p  =116 

jj3  ,jS  p2  ::=  4 

U.2  v*  p2  =  24 

^.v'5f2  =  76 

v6p2=i28 

^|S  v3  p3  __  4 

[X2  v3  pS  =:  24 

ixv^p3  =  72 

v3  p3  =  104 

u.3v    p''  =  2 

y.2  v2  p4  ==  16 

y.  v^  p*  =  48 

v''p*=64 

;/.»       pS  =  1 

U.2v     p5  =  8 

u.  v2  p5  =  24 

v3p5=32 

jx2        p6  =  4 

av    p6  =  12 

v2  pC  =  16 

IX     p'==6 

V  p7  =  8 

p8==4. 

*  A  maggiore  chiarezza  di  questa  tavola  spieghiamo  an- 
cora il  significato  dei  simboli. 

Il  simlDolo  fj-^  v^  significa  che  il  piano  della  conica  deve 
passare  per  tre  punti  dati  (quindi  è  dato),  e  la  conica  deve 
tagliare  cinque  rette  date  (nello  spazio)  ;  il  simbolo  ij.^  v^  p 
Pascal.  40 
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5.  Vi  sono,  in  un  piano  dato,  3264  coniche  che 
toccano  cinque  altre  coniche  date. 

Il  computo  di  tal  numero  fu  fatto  erroneamente 
da  Steiner  che  gli  assegnò  il  yalore  6^  Il  nu- 
mero esatto  fu  trovato  per  la  prima  volta  da  Cha- 
SLES  e  Th.  Berent. 

6.  Si  rappresenti  con  ««  la  condizione  che  una 
quadrica  passi  per  un  punto  dato  ;  con  o  che  essa 
tocchi  un  piano,  e  con  v  che  essa  tocchi  una  retta; 
cdlora  si  ha  la  seguente  tabella  pel  numero  delle 
quadrighe  dello  spazio  soddisfacenti  a  nove  con- 
dizioni: 


significa  che  la  conica  deve  stare  in  un  piano  dato,  deve 
tagliare  quattro  rette  date  (quindi  passare  per  quattro  punti 
dati  del  suo  piano)  e  toccare  un  piano  dato,  (quindi  toccare 
una  retta  data  del  suo  piano). 
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Queste  tavole  servono  anche  per  potere  rica- 
vare i  numeri  che  corrispondono  ad  altre  condi- 
zioni per  le  coniche  o  le  quadriche,  e  ciò  si  fa 
esprimendo  per  mezzo  delle  equazioni  simboliche 
fra  le  condizioni,  le  nuove  condizioni  mediante  le 
P«,  V,  p,  e  indi  servendosi  di  queste  tavole  col  so- 
stituire ad  ogni  termine  di  8.®  grado  il  suo  valore 
numerico  (v.  l'esempio  sviluppato  al  §  2). 

7.  Vi  sono  666841088  quadriche  tangenti  a 
nove  quadriche  date, 

8.  Per  una  cubica  piana  in  un  piano  dato 
sia  V  la  condizione  perchè  passi  per  un  punto^  e 
p  quella  perchè  sia  tangente  ad  una  retta;  si  hanno 
allora  le  seguenti  tabelle: 

Se  la  cubica  è  generale^  cioè  di  6.*  classe^  si  ha  : 

V9  =1,  V8p      :::^4,  V^  p2  ^  16,  V^  p3  rZZ  64 

V'^p4zr:256,    v4p5  =  976,     v3  p6  :::=  3424,     v^  p7  =:  9766 

V    c8=:  21004,    p^=:  33616. 

Se  la  cubica  deve  avere  un  punto  doppio,  cioè 
essere  di  4.^  classe^  si  ha: 

v8     =  12,  v7  p  =  36,  v6  p2  =  100, 

v5  p3  =  240,         v4  p4  =  480,         v3  p5  =  7 12, 


V 


p6  =  756,        V  c7  =  600,  p«  =  400. 


Se  infine  la  cubica  deve  avere  una  cuspide^  cioè 
essere  di  3.^  classe^  si  ha: 

v7       ==24,  vGp    =60,  v-'^p^zrrrlU, 

v4  p3  :::::,  168,  v^  p4  z=:  168,  V^  p^  :=  {  U^ 

V    p^>=:60,  p7=24. 

I  numeri  riguardanti   le   cubiche  piane   furono 
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calcolati  da  Maillaiid  {Rech.  des  caractéristiques 
des  systèmes  élém^  de^toiirhes  planes  dit  3,"^^  ordre; 
Diss.^  1871),  di  cui  i  risultati  sono  riportati  in 
Bull,  de  Darboux,  III,  1872,  pag.  161,  e  indi  da 
Zeuthen  {Compt.  Rend.^  1872),  e  da  Schubeht 
{GotL  Nach.,  1874,  1875;  3fatL  Ann.,  XIII). 

9.  Per  una  qiiartica  piana  di  12.^  classe^  in 
un  piano  dato,  indicando  con  "^  e  p  le  solite  con- 
dizioni^ si  ha  la  tabella: 

.14     =1,  ^^^p  =  6,  Vl2p2^3g^ 

11  p2=  216,  vio  p4  =.  1296,  v9  p-^  =  7776, 

,^  p6  =  46656,         v7  p7  =z  279600,       v«  pS  =  1668096, 
.5p9  =9840040,     v4pio^564gl39g^   v^p^ziz 308389896, 
pi2::,3l530345504,  vpi3=z6533946576,    pi4=23011191144. 

Questi  numeri  insieme  a  molti  altri  riguardanti 
le  quartiche  speciali  (con  punti  doppi,  tripli,  cu- 
spidi, ecc.)  furono  calcolati  da  Zeuthen  (Compt. 
Rend.,  1872;  Accad,  di  Kopenhagen^  1873).  Si  può 
vedere  l'opera  di  Schubert  dove  sono  riportati  i 
risultati  di  Zeuthen. 

10.  Per  una  cubica  storta  sia  P  la  condizione 
che  essa  passi  per  un  punto,  T  la  condizione  che 
tocchi  una  retta,  v  la  condizione  perchè  tagli  una 
retta,  p  la  condizione  perchè  tocchi  un  piano,  B  la 
condizione  perchè  la  curva  tagli  ima  data  retta 
in  due  punti. 

Si  hanno  allora  le  seguenti  tabelle: 

vi2=:  80160,     pi2  =  56960, 

p5,2^5^         p5,    pr=:10,       P^     p^  =  20 

P4  v4  =  30,     P4  v3  p  =  60,     P*  V  p3  =.  240. 
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P^T^    =4,       P^Tp  =  S 
p   T^y  =  12,     P  T^  P  -  12 

T'  p6  =:  608,      T^  v3  .:.  120,       r^  v2  p  =  120. 

p3^3        ^J.^       P254        ^1^       pp5        ^l^  B^        =6 

P3p2^4^4         p2p3^2^g^        PPS2^9,  P^  v2  -^  20 

P3p2^p^g^         P2p3vp=:12,     PP^vp=18,        B^  ,  p  ^  40 

Molte  altre  determinazioni  analoghe  a  queste 
possono  farsi  introducendo  altre  condizioni;  se  ne 
trovano  raccolte  moltissime  nel  §  25  dell'opera  di 
ScHUBERT.  Alcune  di  siffatte  determinazioni  ri- 
guardanti le  cubiche  storte  erano  state  fatte  da 
Óbemona  (Creile^  LX\  indi  altre  da  Sturm 
{Creile,  LXXIX,  LXXX)  per  via  geometrica,  e 
da  ScHUBERT  stesso.  , 

Per  altre  determinazioni  riguardanti  le  con- 
gruenze  lineari  di  raggi,  i  fasci  di  raggi  o  di 
piani  proiettivi,  ecc.  vedi  l'opera  citata  di  Schu- 

BERT. 


CAPITOLO  XVI. 
Teoria  infinitesimale  delle  curve  e  superficie. 


§  1.  Tangenti  e  normali  a  curve  e  superficie. 

La  retta  tangente  ad  una  curva  (piana  o  storta) 
in  un  suo  punto  P  (punto  di  contatto)  è  quella 
che  rappresenta  la  posizione  di  una  retta  varia- 
bile che  passi  per  il  punto  P  e  passi  per  un  altro 
punto  P'  appartenente  al  medesimo  ramo  della 
curva,  quando  P'  tende  a  coincidere  con  P. 

La  retta  normale  ad  una  curva  piana  in  un 
punto  è  la  retta  passante  per  questo  punto  e  per- 
pendicolare alla  tangente  in  quel  punto. 

Le  equazioni  della  tangente  e  della  normale  ad 
una  curva  piana  sono: 

Se  Vequazione  della  curva  è 

^y  '  xy   sono   le 

(tangente)^     F  —  ?/  =  y-  (X  -  oc)  j   coord,   del 

^^  ^  punto  di con- 

dy  ^  l    i(^ilo  e  XY 

(normale)^    — -  (F-y)  =  -  (X- ;r)  I   le  coordin. 

^^  I   correnti. 
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Se  Vequazione  della  curva  è 

(tangente),     (X-x)  |^  +  (F- v/)||  =  0. 
(normale),     (X  -  a^)  ||  -  (  F  -  2/)  ||  =  0. 
Se  la  curva  è  data  dalle  due  equazioni 

(tangente),     (  F  ^  2/)  -^  -  (X  -  x)  ^-^  ^  0. 
(normale),     (F-t/)  ^  +  (^-^)  ^-^  =  0. 

Chiamando  6  0'  gli  angoli  che  la  tangente  e  la 
normale  formano  coli' asse  di  ^,  si  hanno  le  for- 


ponendo  y'  =^~—\  : 


1  v' 

cos  0  =  ±    ,  ,        cos  0'  =  ±   .^     ^^ 

sen  0  =  zh    ,  ,        sen  6'  —  ± 


\l  \  -^  y'^  v^  1  +  y'^ 

Il  segno  di  queste  formolo  dipende  dalle  con- 
venzioni che  si  fanno  sulla  direzione  positiva  della 
tangente  p  della  normale. 

Si  chiamano  lunghezza  della  tangente  e  lun- 
ghezza della  normale,  le  lunghezze  dei  segmenti 
rispett.  della  tangente  e  della  normale,  e  che  sono 
compresi  fra  il  punto  della  curva  e  Tasse  di  x. 
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Si  chiamano  sottangente  e  sunnormale  le  lun- 
ghezze dei  segmentj  sull'asse  di  x^  compresi  fra 
il  piede  della  perpendicolare  abbassata  su  x  dal 
punto  della  curva,  e  i  punti  in  cui  la  tangente  o 
normale  incontrano  l'asse  di  x. 

Si  hanno  le  formolo 


T  =(lungh.  della  tang.)  =y_Ìl:ì:Jl  . 

y 

N  =  (lungh.  della  norm.)  =  y\/l  -t-  y''\ 

y 

St  =  (sottotangente)  =  t- 

Su  =  (sunnormale)  =  y  y'. 

Si  chiamano  sottotangente  polare  o  sunnormale 
polare  rispett.  le  porzioni  di  tangente  o  di  nor- 
male intercette  fra  il  punto  della  curva  e  la  per- 
pendicolare al  raggio  vettore  condotta  dal  polo. 

Jjassintoto  ad  una  curva  piana  è  la  retta  che 
rappresenta  la  posizione  limite  della  tangente  alla 
curva  quando  il  punto  di  contatto  si  allontana  in- 
definitamente su  di  un  ramo  all'  infinito  della  curva 


Uequazione  delV assintoto  è 

Y-AX-  B=^0 

dove 

J.  =  hm  -^r- 
dx 
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^=i'"(^-S^' 


e  questi  limiti  sono  presi  nel  senso  che  le  coor- 
dinate xy  del  punto  della  curva  devono  tendere 
alle  coordinate  del  punto  all' infinito  della  stessa. 


Le  equazioni  della  retta  tangente  ad  una  curva 
storta  sono  le  seguenti: 

Se  la  curva  storta  è  data  dalle  equazioni 


la 

tangente  è 

{Y- 

^      dy 

-  w) 

{Z- 

-z)  =  '/iX 
dx 

-a,) 

ovvero, 

più  simmetricamente^ 
X-x  _  Y-y  _ 
dx            dy 

Z-z 
dz 

Se  la  curva  è  data  dalle  equazioni 

f{xyz)  =  0        F(xyz)  =  0 
la  tangente  è 

ll<-^-*'+fv<^-'"+|-j'^-''='' 
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Si  chiama  piano  normale  ad  una  curva  storta 
in  un  punto  il  piano  perpendicolare  alla  tangente 
in  quel  punto  e  passante  pel  punto  di  contatto. 

U equazione  del  piano  normale  è  di  una  delle 
due  forme  seguenti 

{X  '  x)  dx  +  {Y  -  y  dy  +  {Z -  z)  d z  =  0 


X—x 

Y-y 

Z~z 

df 

dx 

df 

dy 

df 

-0. 

dF 

dF 

dy 

dF 

dz 

1  co 

seni  di  direzione  de 

-  cos  (i^  X)  —  -^— ,      d 
ci  s 

Ila  tangente  sono: 

cos  '/  - 

s  =  \! dx^  -\-  dy'^  -^  d z^ 

cos  S  - 
cos  Y  = 

=  cos  {t  ìj)  -- 
-  cos  {t  z)  ■ 

_-  ^^  y 

d  s 
d  z 
d  s 

indicando  con  (tx)(ty)  (tz)  gli  angoli  della  tan- 
gente t  cogli  assi  x^  y^  z. 

Se  P  è  un  punto  di  una  superfìcie  e  conducia- 
mo per  esso  tutte  le  possibili  curve  storte  situate 
sulla  superficie  stessa,  le  rette  tangenti  a  tutte 
queste  curve  in  P  stanno  tutte  in  un  piano  che 
si  chiama  il  piano  tangente  alla  superficie. 

Vequazione  del  piano  tangente  alla  superficie 
f{xyz)  =  0  è 

iX-x)lf-HY--y)l^-  +  {Z--z)l{  =  o. 
■  dx  dy  d  z 
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La  retta  passante  per  P  e  perpendicolare  al 
piano  tangente  alla  superficie  in  P,  si  chiama  la 
retta  normale  alla  superficie. 

Le  equazioni  della  normale  sono: 

X  —  x  __  Y-^y^  __  Z-z 

df    ^  df    ^    dj[   ' 

a  ^  dy  d  z 

I  coseni  di  direzione  della  retta  normale  sono  : 

di 

cos  [il  .r)  ==  — — 

^m  ■'-{%)' -'-¥:)' 

di 

cos  (tt  y)  =  — 

cos  {n  z)  = 


dj 

d2 


mo'H 


df] 

dzj 


Se  r equazione  della   superficie   e  data  sotto  la 
forma 

z  =  ^(x  y) 

e  se  poniamo 

dz  dz 
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le  equazioni  della  normale  sono 

X-jc  ^  Y-y  _Z—z 
V     ~     q     ~~   -  1 

e  i  coseni  di  direzione  di  essa  sono 

V 


cos  {n  x)  =  ± 

COS  {il  ]/)=  ± 

cos  {n  2;)  =  T= 


n/i  + 

p. 

g 

+  q' 

v/l  + 

p^ 

+  g'' 

1 

vM  +  p2  +  cf 


§  2.  —  Concavità  e  convessità 
delle   cukve   piane.   inflessione. 

Sia  P  un  punto  di  una  curva  piana  di  equa- 
zione y=:f{w)  e  sia  oOq  la  sua  ascissa;  se  esiste 
un  numero  k  in  modo  che  tutti  i  punti  di  ascissa 
Xq  ±  h  {dove  sia  h  <  k)  formino  un  arco  che  sta 
tutto  da  una  medesima  parte  della  tangente  alla 
curva  in  P,  si  dirà  che  la  curva  in  P  è  convessa 
ovvero  è  concava;  se  non  può  trovarsi  il  numero 
k,  allora  si  dirà  che  la  curva  in  P  non  è  ne  con- 
vessa né  concava,  ma  che  in  P  la  curva  ha  un 
punto  d^ inflessione  o  di  flesso. 

Si  dirà  poi  che  la  curva  in  P  è  convessa  o  con- 
cava rispetto  ali/ asse  di  x^  quando  tutti  i  punti  di 
ascissa  Xq  dt  Z^,  sono  situati  in  uno  dei  due  angoli 


638  XVI,  2,  ~  Inflessione, 


ottusi  ovvero  acuti  che  la  tangente  alla  curva  fa 
coll'asse  di  oo. 

Perchè  una  curva  in  un  punto  sia  convessa  o 
coricava  è  necessario  e  sufficiente  che,  supposto  che 
le  derivate  di  y  rispetto  ad  x,  cioè  y  y"  y^'  ...  y^^^^^ 
sì  annullino  nel  punto  x^,  e  che  i/^^^+i)  sia  la 
prima  di  tali  derivate  che  in  o:^  non  si  annulla, 
V ordine  m  sìa  un  numero  dispari. 

In  questo  caso  la  curva  sarà  convessa  o  con- 
cava rispetto  alleasse  di  x  secondochè  il  prodotto 

è  positivo  0  negativo. 

Perchè  il  punto  P  di  ascissa  Xq  sia  un  punto  di 
INFLESSIONE  della  curva,  è  necessario  che  per  x  =  Xq 
la  seconda  derivata  f'^{x)  si  annulli;  cioè  i  punti 
d^  inflessione  sono  compresi  fra  quelli  le  cui  ascisse 
annullano  la  seconda  derivata  di  y  rispetto  ad  oc. 


§  3.  —  Aree  piane,  archi,  volumi, 
E  aree  superficiali. 

Sia  data  una  curva  piana  di  equazione  y  =  f{x) 
(riferita  a  coord.  rettang.),  e  supponiamo  che  si 
consideri  un  ramo  di  curva  da  a;  =  a,  sino  ad  ^  =  P, 
tale  che  una  retta  parallela  all'asse  y  la  incon- 
tri sempre  una  volta  sola. 

Conduciamo  le  due  ordinate  nei  punti  estremi, 
di  ascisse  a,  6;  l'area  piana  compresa  fra  il  ramo 
di  curva,  l'asse  di  x,  e  le  due  ordinate  estreme  si 
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definisce  nel  seguente  modo  :  Si  divida  V  intervallo 
da  o(.  a  P  in  un  numero  qualunque  di  parti, 

^1  ^2  •  •  •  ^iU 

e  dai  punti  di  divisione  si  conducano  le  ordinate 
sino  alla  curva  ;  fì'a  due  ordinate  successive  sarà 
compreso  un  archetto  di  curva ^  su  cui  si  assuma 
un  punto  P  qualunque;  sia  Xr  V ascissa  del  punto 
scelto  sulV archetto  che  corrisponde  alVintervallo  3 ,.. 
Il  prodotto  òrf[Xr)  è  Varca  del  rettangolo  di 
base  Or  e  di  altezza  eguale  alV ordinata  del  punto  P. 
Il  limite  del  sommatorio 

l   lrf{0Cr) 

quando  gli  intervalli  parziali  S,.  si  fanno  indefi- 
nitamente decrescere  di  ampiezza,  e  quindi  il  loro 
numero  n  si  fa  crescere  alV  infinito,  è,  per  defini- 
zione V  AREA  PIANA  comprcsa  fra  la  curva  e 
Vasse  di  x. 

Analiticamente  Varca  suddetta  è  espressa  dalla 
f or  mola 


f 


f[x)dx. 


Un^area  qualunque  limitata  da  curve  piane, 
potrà  sempre  comporsi  mediante  aree  della  specie 
sopraindicata,  cioè  limitata  da  tratti  di  curve  e 
dalVasse    di  x. 

Fatta  la  stessa  costruzione  precedente,  si  con- 
duca la  tangente  alla  curva  nel  punto  di  ascissa 
Xr,  e  così  in  tutti  gli  analoghi,  e  si  consideri  il 
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segmento  di   tangente  limitato  dalle  due  ordinate 
'    passanti  per  gli  estremi  dell'  intervallo  o,-. 

Si   definisce    come   lunghezza    dell'  aeco  di 
CURVA,  0  semplicemente  arco  di  curva,  il  limite 
della  somma  di  tutti  tali  segmenti  di  tangente. 
V espressioìie  analitica  delVarco  di  curva  piana  è 


JV'+(^^)"-■ 


Chiamando  s  Varco  di  curva^  si  ha  la  relazione 
differenziale  : 

d  s'^  —  d  X-  A-  d  ìf\ 

Chiamando  0  l'angolo  che  la  tangente  alla  curva 
in  un  punto ^  fa  coli' asse  di  x,  si  ha: 

d  X 
cos  Q  =  -7— 

d  s 

sen  0  =  -  -  . 

d  s 


Definiamo  la  lunghezza  dell'arco  di  una  curva 
storta. 

Sieno  y  =  '^  CO.  z^=^'\  (•>')  le  equazioni  della 
curva  storta,  e  consideriamo  il  tratto  di  curva  che 
va  da  un  punto  di  ascissa  x  =  a,  sino  ad  un  punto 
di  ascissa  x  =  B,  supponendo  che  esso  sia  tale  che 
ogni  piano  di  ascissa  fra  et  e  ,B,  e  perpendicolare 
all'asse  x^  lo  incontri  in  un  punto  solo. 

Dividiamo,  come  avanti,  il  tratto  di  asse  da 
X  =  V.  ad  X  ---=  [i  in  intervalli  parziali  -^i  ^2  •  •  •  °^^  ^ 


XV 1^  3.  —  A7X0  di  curva.  641 

pei  punti  di  divisione  conduciamo  i  piani  perpen- 
dicolari all'asse  ^,  ,i  quali  spezzeranno  il  tratto 
totale  di  curva  in  tanti  tratti  parziali  ;  in  ciascuno 
di  questi  p.  es.  in  quello  che  si  proietta  in  K ,  sce- 
gliamo un  punto,  e  conduciamo  la  tangente  alla 
curva;  e  di  questa  tangente  consideriamo  il  seg- 
mento limitato  dai  piani  che  passano  per  gli  estremi 
del  segmento  B,.. 

Il  lìmite  della  somma  di  tutti  questi  segmenti^ 
quando  gli  intervalli  §r  diminuiscono  indefiniti- 
vamente  in  grandezza.^  è  la  lunghezza  dell'arco 

DELLA   CURVA   STORTA. 

La  espressione  analitica  delVarco  di  curva  è: 

donde 

ds^  =  dx^  +  dy^-tdz^ 

e  chiamando  (tx),  (ty),  (tz)  gli  angoli  di  dire- 
zione della  tangente  si  hanno  le  formole  (vedi 
anche  §  1)  : 

dx 
,os{tx)=^^ 

oos{ty)^j-^ 

dz 
cos  it  z)  =  -7—' 
d  s 


Passiamo  ora  ai  volumi  e  alle  aree  superficiali. 
Pascal.  ^^ 
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Consideriamo  una  porzione  finita  di  superfìcie 
limitata  da  una  linea  chiusa  (contorno)  che  si  pro- 
ietti in  una  linea  piana  chiusa  9  sul  piano  ^'  y  ; 
una  retta  passante  per  un  punto  del  piano  del- 
l'area piana  limitata  da  cp  incontri  sempre  in  un 
punto  solo  la  superficie  medesima. 

Si  formi  nel  piano  x  y,  un  rettangolo  coi  lati 
paralleli  ai  due  assi  x  e  y,  tangenti  alla  curva  <p, 
la  quale  sia  compresa  tutta  neir  interno  di  tal 
rettangolo,  e  sieno  a,  S  le  ascisse  dei  vertici  di 
questo,  e  oc',  iy  le  ordinate. 

Dividiamo  T  intervallo  dell'asse  ^  da  a  a  p  in 
intervalli  parziali  §1 . .  .  ^71,  e  l' intervallo  dell'asse 
?/  da  a'  a  p'  in  intervalli  parziali  §'1  ^'2  •  •  •  ^'*^,  ^ 
pei  punti  di  divisione  si  conducano  le  rette  rispet- 
tivamente parallele  agli  assi  -r,  y. 

Si  verrà  a  dividere  il  rettangolo  circoscritto  a 
cp,  in  tanti  rettangoli,  Farea  di  ciascuno  dei  quali 
è  §r  ^'s  ;  di  questi  si  considerino  solo  quelli  che  0 
sono  del  tutto  interni  all'area  9  ovvero  sono  spez- 
zati dalla  curva  a»,  e  si  trascurino  quegli  altri  ret- 
tangoli che  sono  del  tutto  esterni  all'area  cp. 

Per  un  punto  (  oOr  Vs  )  compreso  nel  rettangolo 
di  area  Sr  ^^s  (non  escluso  il  contorno)  si  conduca 
la  retta  parallela  all'asse  z  sino  a  che  incontri  la 
superficie,  in  un  punto  la  cui  altezza  sul  piano 
00  y  sarà 

Zrs-=f{Xry3  ) 

se  z=^f{xy)  è  l'equazione  della  superficie. 

Il  limite  della  somma  dei  volumi  di  tutti  i  pa- 
rallelepipedi retti  di  base  come  ^r  ^'s  e  di  altezza 
come  Zrsy  quando  gli  intervalli  3,  V  decrescono  in- 
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definitivamente  in  grandezza,  è  ciò  che  si  chiama  il 
»  VOLUME  compreso  fr,a  la  superfìcie^  e  il  piano  x  y. 
Tal  volume  ha  per  espressione  analitica 


^=^  I  I  f[^y)dxdy 


dove  V  integrale  doppio  è  esteso  a  tutta  V  area 
piana  limitata  della  curva  o  (v.  Repertorio^  T, 
pag.  186-187). 

Un  volume  qualunque  limitato  da  superficie 
potrà  sempre  comporsi  mediante  volumi  della  spe- 
cie sopraindicata^  cioè  limitati  da  porzioni  di  su- 
perfìcie e  dal  piano  x  y. 

Se  formiamo  il  parallelepipedo  retto  indefinito 
avente  per  base  il  rettangolo  ^r  o^,  le  facce  di 
questo  segheranno  sulla  superficie  un  quadrilatero 
curvilineo,  dentro  cui  è  il  punto  di  altezza  Zrs. 

Conduciamo  il  piano  tangente  in  questo  punto 
e  limitiamolo  alle  facce  del  medesimo  parallele- 
pipedo ;  il  limite  della  somma  delle  aree  di  tutti  i 
parallelogrammi  che  in  tal  maniera  vengono  a  for- 
marsi nei  vari  piani  tangenti^  quando  i  w-,  Vg  im- 
piccoliscono indefinitivamente  è  l'  area  superfi- 
ciale. 

La  sua  espressione  analitica  è 

l'integrale  doppio  essendo  esteso^  come  sopra^  a 
tutta  Varca  piana  limitata  dalla  curva  cp. 

Sino  a  poco  tempo  fa  l'area  delle  superficie 'si 
definiva,  nei  trattati  più  accreditati  (v.  p.  es.  Ser- 
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ket),  in  altro  modo,  come  il  limite  cioè  della 
somma  delle  facce  di  poliedri  a  facce  triangolari 
iscritti  nella  superficie  medesima.  Lo  Schwarz 
fece  vedere  che  quella  definizione  potea  riuscire 
in  certi  casi  illusoria  o  inesatta  {Opere^  voi.  Il, 
pag.  309;  v.  anche  la  2.^  ediz.  del  Coiirs  d^Analyse 
de  M.  Hermite,  Paris,  1883,  pag.  35-36,  in  cui 
comparve  per  la  prima  volta  la  nota  di  Schwarz). 
Se  Vasse  z  è  asse  di  rotazione  per  la  super- 
fìcie data^  la  quale  abbia  allora  per  equazione 

z  =  F{iWTy') 

il  volume  racchiuso  fra  due  piani  perpendicolari 
alleasse  di  rotazione  che  taglino  sulla  superficie 
due  paralleli  di  raggi  ri  r^  è  dato  da 


TT  {'\^r{r)dr, 


e  Varca  superficiale  compresa  fra   due  paralleli 
di  raggi  r^,  r^  è  data  dalla  f or  mola 


'-r 


r\!  1  i-  F''{r)dr. 


La  superficie  della  zona  sferica,  cioè  Varca  della 
minore  delle  due  porzioni  di  sfera^  limitata  da  un 
qualunque  cerchio  di  raggio  r  segnato  sulla  sfera^ 
è  data  da 


dove  E  è  il  raggio  della  sfera. 
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Facendo  rotare  un'ellisse  di  semiassi  a,  b{a>  h) 
intorno  all'  asse  maggiore  si  genera  un'ellissoide 
di  rotazione. 

La  super  fide  di  tale  ellissoide  limitata  da  due 
piani  perpendicolari  alVasse  di  rotazione^  di  cui 
uno  passi  per  il  centro^  e  distanti  fra  loro  della 
quantità  r^  è  data  dalla  formola 

b   r    f-z 2"!    ,     1   ^^  e     ] 

t:  —    r  V  ^    —  e  r^  +  ^^  —  are  sen  —  r  , 
al  z    e  a    \ 

dove 

,      a^  —  h^ 


Per  la  superficie  del  mezzo  ellissoide  si  ha 

-K  b^  -\ are  sen  e, 

e 

Il  volume  racchiuso  in  un   ellissoide  a  tre  assi 
4 
disuguali  è  dato  da    ^  '^ab  e,  se  a,  i,  e  sono  i  tre 

semiassi. 

Il  volume  racchiuso  da  un  iperboloide  ad  una 
falda  e  da  due  piani  paralleli  aWellisse  di  gola, 
e  distanti  delle  quantità  zhc  da  essa,  è  dato  da 

—■-^  a  bc 

se  a,  b  sono  i  semiassi  delV  ellisse  di  gola. 

Il  volume  racchiuso  da  un  paraboloide  ellittico 
e  da  un  piano  perpendicolare  air  asse  è  la  metà 
di  quello  del  cilindro  che  ha  la  stessa  base  e  al- 
tezza. 
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U  area  del  toro  generato  da  un  cerchio  di  rag- 
gio R  che  rota  intorno  ad  una  retta  distante  della 
quantità  a  dal  centro  del  cerchio  è  data  da 

A-^aR, 

TI  volume  racchiuso  dal  medesimo  toro  è 

2^'^aR\ 


(Aree  e  volumi  polari.)  Sieno  p  (raggio  vetto- 
re), 6  (amplitudine),  le  coordinate  polari  (v.  pa- 
gine 29-80)  di  un  punto  di  una  data  curva  nel 
piano,  Pi  P2  due  punti  di  questa  e  0  il  polo  del  si- 
stema di  coordinate  ;  il  tratto  di  curva  compreso 
fra  Pi  e  P2  sia  tale  che  una  qualunque  retta  per  0 
e  compresa  nelT  angolo  Pi  0  Pg  la  incontri  in  un 
punto  solo.  Si  divida  l'angolo  P^  0  P2  in  n  parti, 
w^  wg . . .  oj„^  e  il  tratto  di  curva  da  P^  a  P2  resti 
così  diviso  in  n  parti  dai  lati  degli  angoli  parziali; 
in  ciascuna  di  tali  parti  (p.  es.  quella  che  corri- 
sponde all'angolo  w^.  )  si  scelga  un  punto  qualun- 
que che  abbia  per  raggio  vettore  Pr  ,  e  si  descriva 
l'arco  di  cerchio  di  centro  0,  di  raggio  pr,  e  li- 
mitato ai  lati  dell'angolo  w,.  ;  H  limite  della  somma 
delle  aree  di  tutti  i  settori   circolari  come  quello 

avente  per  area    -  ^r  w^,  *  è  Inarca  compresa  fra 

la  curva  e  i  due  raggi  vettori  estremi  nei  punti 


*  Al  solito,  qui  e  in  tutti  i  casi  analoghi  intendiamo 
con  w,.  anche  il  numero  che  misura  la  lunghezza  dell'arco 
di  cerchio  di  raggio  1  e  che  comprenda  l'angolo  al  centro  m»-. 
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Tale  area  ha  per  espressione  analitica 
2 


Y.)    ^'' 


e, 

essendo  O^  ^2  ^'^  amplitiidini  dei  punti  Pi  P^,  ed 
intendendo  che  mediante  Inequazione  della  curva^ 
p  sia  espresso  in  funzione  di  0. 

Questa  definizione  di  area  è  d'accordo  con  quella 
data  avanti,  in  questo  senso,  che  se  un'area  si 
compone  con  aree  polari  della  specie  di  quelle 
suindicate;  e  indi  la  si  compone  con  aree  della 
specie  di  quelle  trattate  al  principio  del  paragrafo, 
i  risultati  ottenuti  mediante  V  applicazione  delle 
due  formole  sono  i  medesimi. 

In  un  modo  analogo  si  può  procedere  per  i  vo- 
lumi. Consideriamo  una  porzione  di  superficie,  un 
punto  della  quale  abbia  per  coordinate  polari 
(v.  pag.  51)  le  quantità  p,  0,  9. 

Consideriamo  il  cono  a  base  non  piana^  avente 
per  vertice  il  polo  0,  e  per  base  la  porzione  as- 
segnata di  superficie,  supponendo  che  questa  sia 
tale,  che  ogni  retta  passante  per  0  e  situata  nel- 
l'interno di  tal  cono,  la  incontri  sempre  in  nn 
punto  solo.  Supponiamo  diviso  l'angolo  solido  al 
vertice  0  del  cono  in  tanti  altri  angoli  solidi  par- 
ziali, ognuno  dei  quali  segherà  sulla  superficie  una 
parte,  su  cui  immaginiamo  assunto  un  punto  Prs; 
sia  pr»  il  raggio  vettore  di  questo  punto,  e  for- 
miamo il  cono  avente  per  angolo  al  vertice,  l'an- 
golo solido  parziale  dentro  cui  è  il  punto  Prs  e 
per  base  una  porzione  di  sfera  di  centro  0  e  di 
raggio  Qrs,  TI  limite   della  somma  dei  voluyni  di 
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tutti  questi  coni,  quando  decrescono  indefinita- 
mente gli  angoli  solidi  parziali  nei  quali  si  è  di- 
viso r  angolo  solido  totale,  col  quale  la  superfìcie 
è  guardata  dal  polo  0,  è,  per  definizione,  il  vo- 
lume compreso  fra  la  superficie  e  il  punto  0  (tal 
volume  può  chiamarsi  volume  polare). 
U espressione  analitica  di  tale  volume  è 


-\\\ 


f  sen  ^  d^  d^ 


intendendo  esteso  tale  integrale  doppio  al  com- 
plesso di  tutti  i  valori  0,  '^  che  corrispondono  a 
punti  della  porzione  considerata  di  superficie. 

Naturalmente  anche  qui  può  osservarsi  che  que- 
sta nuova  definizione  di  volume  non  è  in  disac- 
cordo coir  antica,  nel  senso  che  se  si  volesse  cal- 
colare il  volume  polare,  mediante  le  formolo  anti- 
che (cioè  scomponendo  il  volume  polare  in  somme 
e  differenze  di  volumi  dell'altra  specie  considerata 
di  sopra,  e  indi  applicando  le  altre  formolo  rela- 
tive a  quest'altra  specie  di  volumi),  i  due  risul- 
tati non  possono  che  coincidere. 

Noteremo  infine  le  formolo  che  danno  gli  archi 
di  curva  piana,  gli  archi  di  curva  storta,  e  le  aree 
superficiali,  mediante  coordinate  polari.  £J5Sé  sono; 


arco 


di  curva  piana  —         ^^  P  V  ^  +  P^It"  1 


arco  di  curva  storta 


f..^,,...(i^)%7.e..(^_.J 
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area  superficiale 


/|M...\/Fr(|ij]  ....+"(!-;)■ 


§  4.  —  Curvatura  delle  linee  piane  e  storte. 
Torsione.  Equazioni  intrinseche. 

Considerando  le  tangenti  in  due  punti  P,  P'  vi- 
cini di  una  curva  piana  o  storta,  l'angolo  da  que- 
ste formato  e  che  tende  a  zero  quando  i  due  punti 
di  contatto  tendono  ad  avvicinarsi,  si  chiama  an- 
golo di  contingenza.  Intenderemo  misurato  que- 
st'angolo mediante  l'arco  di  cerchio  di  raggio  1 
che  sottende  al  centro  un  angolo  eguale  a  quello 
di  contingenza  ;  la  misura  di  tale  arco  di  cerchio 
sia  rappresentata  con  0. 

Se  s  è  l'arco  intercetto  fra  i  due  punti  vicini, 
si  dirà  curvatura  della  curva  piana  o  storta  in 
un  punto  P,  il  limite  del  rapporto 


quando  P  tende  a  P,  mentre  il  rapporto  mede- 
simo si  suol  chiamare  curvatura  media  deWarco  s. 

Considerando  0  come  funzione  di  s,  la  curvatura 
potrà  anche  esprimersi  come  la  derivata  di  0  ri- 
spetto ad  s. 

L'inverso  della  curvatura  si  chiama  raggio  di 
curvatura. 
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Se  la  curva  piana  è  data  dalV equazione 
y=-f{x) 
la  curvatura  è  espressa  dalla  formala 


G  = 

1 

.     y" 

3 

(1  +  y'^f 

1 

se 

la 

curva 

piana  ha 

invece  ^ 

mr  i 

jquazioni 

X 

=  ?(0 

V 

=^{t) 

si 

ha 

G-- 

1 
'E 

dx 
_dt 

Tiri 

d'y 
df- 

1.  ')7\2 

dy 
'  dt 
(fili 

d'x 
dt^ 

im^mf 


Se  è  t='S  (arco  della  curva)  si  ha 

d}y  ^ 
1  __df^__  _d^ 
R  ~  d^  ~~      dy 

ds  ds 

R       V  UW  ^  \ds^ì 

In  coordinate  polari  p,  w,  sì  ha 

1     .P^  +  2p'^-pp" 
R~  i       ■ 
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La  relazione  analitica  esistente  fra  la  curvatura 
e  l'arco  di  curva  si  suol  chiamare  equazione  in- 
trinseca della  curva,  'come  quella  che  basta  per 
definire  la  forma  della  curva,  ma  non  per  fissarne 
la  posizione  nel  piano. 

Per  ima  curva  storta  la  curvatura  ha  la  se- 
guente espressione: 

c-L- 

^3  \/  (dyd^z-dzd^yY *  {dzd^x-dx<PzY^{dccd''y-dyd''xY 
ovvero,  se  s  è  la  variabile  indipendente, 


^-  ~R  -  V  Vd^ì  +  Us^ì  +  wì  • 

Se  da  un  punto  dello  spazio  conduciamo  le  pa- 
rallele a  tutte  le  rette  tangenti  ad  una  data  curva 
storta^  e  limitiamo  tali  parallele  ad  una  sfera  che 
abbia  per  centro  il  punto  fissato  dello  spazio,  si 
verrà  a  formare  sulla  sfera  una  curva  sferica  che 
si  chiamerà  V immagine  sferica  della  curva  storta 
data. 

Conducendo  da  un  punto  della  curva  data  la 
parallela  alla  tangente  nel  punto  corrispondente 
dell'immagine  sferica,  si  ha  la  normale  principale 
alla  curva  storta  data. 

Le  equazioni  della  normale  principale  sono: 

X—x        Y-y  _  Z- 

T  dx  ~~       dy'^    , 
d  .  -7-         d  ,  ~-        a  .  , 
d  s  d  s  d  s 
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e  i  suoi  coseni  di  direzione  sono: 

dx 

'  d  s 
cos  ;  =  n  — - — 

ds 

ds 
cos  v]  =  K  — = — 
ds 

^    d  z 
d .  -,— 

COS  s  =  iv  -— ; 

ds 

essendo  R  il  raggio  di  curvatura. 

Intenderemo  direzione  positiva  della  normale  ad 
una  curva  piana  in  P  o  della  normale  princi- 
pale ad  una  curva  storta  in  P,  quella  delle  due 
direzioni  della  normale,  tale  che  andando  da  P 
nel  senso  di  essa  si  incontrano  punti  che  stanno, 
coi  punti  della  curva  infinitamente  vicini  a  P,  da 
una  medesima  parte  della  tangente  in  P,  o  da 
una  medesima  parte  del  piano,  perpendicolare  alla 
normale  principale,  condotto  per  P 

E  intenderemo  poi  direzione  positiva  della  tan- 
gente alla  curva  piana  in  P,  quella  fra  le  due  di- 
rezioni della  tangente,  la  quale  viene  a  coincidere 
colla  direzione  positiva  dell'  asse  di  y  quando,  tra- 
sportando la  curva  nel  proprio  piano,  si  fa  coin- 
cidere la  direzione  positiva  dell'asse  di  oc  colla 
direzione  positiva  della  normale. 

Il  punto  sulla  direzione  positiva  della  normale 
alla  curva  piana,  o  della  normale  principale  alla 
curva   storta,    distante   da    P   per   una    quantità 
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eguale  ad  R  (raggio  di  curvatura)  si  dice  centro 
di  curvatura  corrispondente  al  punto  P, 

Nel  caso  di  una  curva  storta,  conducendo,  per 
il  centro  di  curvatura,  la  retta  perpendicolare  alla 
tangente  e  alla  normale  principale,  si  ha  la  retta 
polare;  e  la  retta  parallela  a  questa  e  passante 
pel  punto  della  curva  si  dice  binormale. 

Il  centro  di  curvatura  nel  caso  delle  curve  piane 
è  la  posizione  limite  del  punto  d^  intersezione  della 
normale  in  P,  colla  normale  in  un  punto  infini- 
tamente vicino  a  P. 

La  retta  polare  nel  caso  delle  curve  storte  è  la 
posizione  limite  della  retta  d' intersezione  del  piano 
normale  in  P  alla  curva^  col  piano  normale  in  un 
punto  infinitamente  vicino  a  P. 

Le  coordinate  del  centro  di  curvatura  nel  caso 
di  una  curva  piana  sono: 

d  s 
-^dx 

formole  che  valgono  quando  si  presuppongono  le 
superiori  convenzioni  sulle  direzioni  positive  della 
tangente  e  della  normale,  e  P  si  immagina  una 
quantità  essenzialmente  positiva. 

Le  coordinate  del  centro  di  curvattira  nel  caso 
di  una  curva  storta  sono: 

,   dx 

X.  —  X  ±:  R^  —- 

ds 
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y,  =  y±  R' 


a  s 
ds 
d  z 


d. 


Z^=:  Z    -àz  ir' 


d  s 


ds 


dove  il  segno  vieti  determinato  dalle  convenzioni 
da  farsi  sulla  direzione  positiva  della  tangente 
alla  curva  storta. 

Le  equazioni  della  retta  jjolare  sono: 

X-cr,        Y-y,_Z  -z, 


cos  X 


cos  y- 


cos  V 


dove  \  [^,  V    sono  gli   angoli  di  direzione   della 
retta  stessa^  e  hanno  i  valori 


cos  ^  —li 
cos  \f^  =  E 
cos  V  —  R 


dy  d^  z  —  d  zd'y 

J? 
dz  d^w  —  d  X  d^  z 

d^ 
dx  d^y  -  dy  d^  X 

d^ 


Il  piano  della  tangente  e  della  normale  princi- 
pale ad  una  curva  storta  si  chiama  piano  oscula- 
tore; la  sua  equazione  è: 


X~x     Y-y     Z—. 

dx         dy  dz 

d^x        d^y         d'z 


0. 
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Il  piano  osculatore  è  la  posizione  limite  del 
piano  che  passa  per  un  punto  della  curva  e  per 
altri  due  suoi  punti ^' quando  tali  altri  due  punti 
in  un  modo  qualunque  si  avvicinano  indefinita- 
mente al  primo. 

La  torsione  (detta  anche  2.^  curvatura)  ha  rap- 
porto colla  deviazione  della  retta  polare  nel  pas- 
sare da  un  punto  ad  un  altro  della  curva,  come 
la  curvatura  ordinaria  (detta  anche  1.^  curvatura 
0  curvatura  di  flessione)  ha  rapporto  colla  devia- 
zione della  tangente. 

Chiamando  ^  l'angolo  fra  due  rette  polari  cor- 
rispondenti a  due  punti  infinitamente  vicini  della 
curva  [o  meglio  l'arco  di  cerchio  di  raggio  1  che 
sottende  al  centro  queirangolo)  il  limite  del  rap- 
porto 


si  dice  torsione  della  curva  storta  in  un  punto. 
La  sua  espressione  analitica  è 

1  [dco^'^Y      (dcosif-V   ,   /dcosv\2 

dove  >^,  u,  V  sono  gli  angoli  di  direzione  della  retta 
polare^  e  T  si  chiama  raggio  di  torsione. 

Nella  teoria  delle  curve  storte  (curve  a  doppia 
curvatura)  sono  importantissime  le  cosiddette  for- 
mole  di  Frenei  o  Serret,  che  esprimono  i  diffe- 
renziali dei  nove  coseni 
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cos  y,  cos  P,  cos  /  (cos.  di  direz.  della  tangente) 

cos?,  cosv},  cos?    (cos.    di    direz.    della    normale 

principale) 

cos  ^y  cos  [/.,  cos  V  (cos.  di  direz.  della  retta  polare). 
Esse  sono 

rf  cos  a        l 
—^ —  =  D  cos  ; 
ds  R 

e?  cos  p        1 

=  -^  cos  y] 


ds  R 

d  cos  Y 1 

Ts~  ~~  R 


cos(^. 


d  cos  >^ 1 

ds     ~T 

d  cos  [J-        1 


TP,  COS  ; 


cos  •/] 


ds  T 

d  cos  V        1 


d  COS    ;  1  Ir 

— ^ =  —  -^   COS  a  —     ^  ^  COS  A 

ds  R  T 

d  cos  */]  1^1 

^  cos  ?  1  1 


XF/,  4.  —  Equazioni  intrinseche.        657 

.  Le  relazioni  analitiche  esistenti  fra  la  curvatura 
e  l'arco  s  della  curva  storta,  e  fra  la  torsione  e 
l'arco,  si  dicono  le  'equazioni  intrinseche  della 
curva  storta,  come  quelle  che  la  individuano  di 
forma,  ma  non  ne  fissano  la  posizione  nello  spazio. 
Date  ad  arbitrio  le  equazioni  intrinseche 

R^R{s\        T=T{s) 

di  una  ciirva^  esiste  sempre  la  curva  corrispon- 
dente^  e  il  problema  di  determinarla^  si  riduce  alla 
integrazione  di  un'^  equazione  del  tipo  di  Riccati 
(Darboux). 

Una  curva  di  cui  il  rapporto  delle  due  curva- 
ture è  costante  è  un^  elica  tracciata  su  di  un  ci- 
lindro (curve  tracciate  su  di  un  cilindro  e  che  ne 
tagliano  sotto  angolo  costante  le  generatrici)  ;  se, 
sono  in  particolare  costanti  le  due  curvature.,  il 
cilindro  è  circolare.  (Puiseux,  Creile,  VII;  Ber- 
trand, J(i.,  YIII.) 

IJ equazione  intrinseca  di  una  conica  è 

1     r  dR 


dove  A^  B  sono  due  costatiti. 

Le  equazioni   intrinseche  della  parabola  e  del- 
r  iperbole  equilatera  sono  rispettivamente 

1    r         dR 

3     I      l(R\l 


m 


F-' 

Pascal.  42 
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dR 


dove,  p,  a  sono  rispettivamente  i  parametri  della 
parabola  e  delV  iperbole  equilatera. 

Una  delle  equazioni   intrinseche  di  una  curva 
sferica  (situata  di  una  sfera)  è 


B    ,     d^ 

f  "^  ds 


[-'-£)-- 


Le  curve  di  cui  una  delle  equazioni  intrinseche 
è  una  relazione  lineare  fra  le  due  curvature,  si 
elicono  curve  di  Berte  and  [Creile,  XY). 

Esse  hanno  la  proprietà  notevole  che  le  loro 
normali  principali  sono  normali  principali  anche 
di  una  seconda  curva  che  si  dice  coniugata  della 
prima  (v.  anche:  Bonnet,  J.  Ec  poi.,  XXXII, 
1848;  Serret,  Creile,  XVI;  Compt,  Bend,,  1877; 
Oesàro,  Biv.  di  mat.,  II;  Mathesis^  II,  ecc.). 


I  primi  che  si  occuparono  ex  professo  della 
teoria  delle  curve  storte  furono  specialmente  Clai- 
RAVT  {Traité  des  coiirbes  à  doublé  courburCy  1731), 
TiNSEAu  {Mém.  des  Sav.  étrang,,  IX,  1781),  Monge 
(Mém.  des  Sav.  étrang.,  X,  1785;  Jonrn.  Ec.  pò- 
lyt.,  II,  1799),  Lancret,  [Mém.  de  Paris,  I,  1806, 
II,  1811),  Jacobi  (Creile,  XIV,  XVI),  Saint-Ve- 
NANT  {Journ.  Éc.  polyt.,  1845). 
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Le  celebri  forinole  di  Frenet  e  Serret  furono 
scoperte  quasi  contemporaneamente  da  questi  due 
autori  (Creile,  XYll\  1852  e  XVI,  1851).  * 

Della  cosiddetta  geometria  intrinseca  delle  curve j 
cioè  dello  studio  delle  curve  per  mezzo  delle  loro 
equazioni  intrinseche,  si  occuparono  specialmente 
HoppE  in  moltissimi  lavori  (Creile,  LX,  LXIII; 
Arch.  der  Math.,  1880-85-89,  ecc.),  Lie  (Christia- 
nia  Versi. ^  1882;  v.  anche  Vorlesung.  ìlber  coni. 
Gruppen^  ecc.  Leipzig,  1893);  un  recente  libro  di 
Cesàro  (Geom.  intrinseca.  Napoli,  1896)  è  dedi- 
cato completamente  a  tale  indirizzo  di  studi. 

I  principali  trattati  sulla  teoria  infinitesimale 
delle  curve  storte  sono  quelli  di  Schell  (Leip- 
zig, 1859,  2.^  ediz.,  1898),  P.  Serret  (Paris,  1860), 
JoACHMiSTHAii  (Leipzig,  1872),  oltre  i  trattati  di 
Geometria  differenziale^  cui  accenneremo  nei  pros- 
simi paragrafi. 


§  5.  —  Contatti  di  curve  e  superficie. 

Se  y  z=zf(x),  y=^  cp  (x)  sono  le  equazioni  di  due 
curve  piane.,  si  dirà  che  esse  hanno  in  un  punto 
di  ascissa  X  =  x^^  un  contatto  di  ordine  i  quando 
per  x=^Xq  si  ha: 

f    (^o)  =  ?    (^o) 

*  La  memoria  di  Fkenet  inserita  dopo  quella  di  Ser- 
ret nel  Gi'ornah  di  Creile,  era  però  stata  presentata  sino 
dal  1847  come  dissertazione  di  laurea  alla  Facoltà  di  Tolosa. 
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rK)=-^"(^o) 


Se  i  è  pari  le  due  curve  si  toccano  in  quel  punto 
intersecandosi^  e  se  i  è  dispari^  le  due  curve  non 
si  intersecano. 

Se  due  curve  /*,  9  hanno  fra  loro  in  un  punto 
un  contatto  d^ordine  i,  mia  terza  curva  '\'  che  ab- 
bia con  f  un  contatto  d^ ordine  k  <  i,  avrà  anche 
coir  altra  cp  un  contatto  dello  stesso  ordiate  h. 

Una  curva  avente  in  un  punto ^  con  un^  altra 
fissa^  un  contatto  di  ordine  i,  si  può  considerare 
come  la  posizione  limite  di  un^  altra  curva  che 
passi  per  i  +  1  punti  della  prima^  quando  questi 
i  +  1  punti  si  avvicinano  indefinitivamente. 

Una  curva  la  cui  equazione  contiene  i  costanti 
indeterminate,  si  dice  osculatrice  ad  un'altra  curva 
fissa,  quando  ha  con  questa,  in  un  punto,  un  con- 
tatto di  massimo  ordine  di  cui  essa  è  suscettibile, 
tenuto  conto  delle  costanti  che  sono  disponibili; 
in  generale^  tale  massimo  ordine  è  i—  ì;  in  par- 
ticolare, può  sicperare  questo  limite. 

Il  cerchio  osculatore  ad  una  curva,  in  un  punto 
è  il  cerchio  che  ha  colla  curva,  ìq  quel  punto, 
un  contatto  almeno  di  secondo  ordine. 

Il  cerchio  osculatore  ad  iena  curva  in  un  punto, 
è  il  cerchio  passante  per  quel  punto  e  che  ha  per 
centro  il  centro  di  curvatura  (cerchio  di  cur- 
vatura). 

Se  il  cerchio  osculatore  ha  colla  curva  in  un  punto 
UH  contatto  d'ordine  dispari  (quindi  superiore  al 
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secondo)  il  raggio   di  curvatura  in  quel  punto  è 
un  massimo  o  minimo. 


Sia  data  una  superficie  e  la  sua  retta  normale 
in  un  punto  P;  sia  data  ancora  una  curva  storta 
passante  per  il  punto  P  della  superficie,  e  di  essa 
si  faccia  sulla  superficie  la  proiezione  conducendo 
rette  proiettanti,  parallele  alla  normale  della  su- 
perficie. Si  dirà  che  la  curva  e  la  superficie  hanno 
in  quel  punto  P  un  contatto  d'^ordine  i  quando, 
la  curva  e  la  sua  proiezione  così  formata,  hanno 
in  P  un  contatto  d'ordine  i. 

Una  superficie,  la  cui  equazione  contiene  i  pa- 
rametri arbitrari,  si  dirà  osculatrice  ad  una  curva 
data  in  un  punto,  quando  ha  con  questa  il  mas- 
simo contatto  compatibile  col  numero  dei  para- 
metri arbitraria  L'' ordine  di  tale  massimo  contatto 
sarà  almeno  i —  1. 

Il  piano  osculatore  ad  una  curva  storta,  è  il 
piano  passante  per  un  punto  di  essa,  e  avente  con 
essa  in  tal  punto  un  contatto  almeno  di  2.^  ordine 
(v.  §  4). 

La  sfera  osculatrice  è  quella  avente  con  una 
curva  storta  in  un  punto  un  contatto  almeno  di 
terzo  ordine. 
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§  6.   -  Inviluppi  di  cueve  e  superficie. 
Superficie  sviluppabili. 

Se  l'equazione  /*=:0  di  una  curva  (o  di  una 
superficie)  contiene  un  parametro  indeterminato  a 
che  si  fa  variare  con  continuità,  generando  così 
una  serie  di  curve  (o  superficie),  e  se  consideriamo 
un  valore  determinato  di  a  e  poi  un  valore  variato 
a  +  A  a, 

l'intersezione  delle  due  curve  (o  superficie)  corri- 
spondenti, col  tendere  di  A  a  a  zero,  potrà  ten- 
dere in  generale  ad  una  posizione  limite;  l'assieme 
di  tutte  queste  posizioni  limiti  potrà  formare  una 
curva  (o  una  superficie)  che  si  chiamerà  V invi- 
luppo della  serie  di  curve  (o  superficie)  data.  Una 
curva  (o  superficie)  della  serie  si  chiama  invilup- 
pata, Nel  caso  delle  superficie  la  posizione  limite 
della  curva  intersezione  di  due  superficie  infinita- 
m.ente  vicine  della  serie,  si  chiama  caratteristica, 
(Monge). 

Per  trovare  V equazione  delV  inviluppo  deve  eli- 
minarsi il  parametro  a  fra  V equazione  data  e 
quella  che  si  ottiene   eguagliando   a  zero  la  sua 

d  f 
derivata  rispetto  ad  a  (f  =  0,  -—  =  0), 

a  a 

V  inviluppo  è  tangente  a  tutte  le  inviluppate 
lungo  la  caratteristica  corrispondente. 

La  caratteristica  situata  sopra  una  inviluppata 
incontrerà  l'inviluppata  vicina  in  certi  punti  che 
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potranno  tendere  a  posizioni  limiti,  quando  le  due 
inviluppate  si  avvicinano  indefinitamente;  l'assie- 
me di  queste  posizióni  limiti  forma  in  p:enerale 
una  curva  appartenente  all'inviluppo  che  si  chiama 
spigolo  di  regresso  delV  inviluppo. 

Ogni  caratteristica  è  tangente  allo  spigolo  di 
regresso. 

Le  equazioni  dello  spigolo  di  regresso  si  otten- 
gono eliminando  a  fra  le 

^        '        da      ""^       da' 

L^  inviluppo  di  un  sistema  semplicemente  infi- 
nito di  piani  è  una  superficie  che  si  chiama  su- 
perficie sviluppahile. 

Chiamando  r,  s,  t  le  derivate  seconde  di  z  ri- 
spetto a  X.  y,  ricavate  dall'equazione  della  super- 
ficie, psr  una  superficie  sviluppahile  si  ha 

rt  -s2  =  0. 

Le  superficie  sviluppabili  prendono  tal  nome 
dalla  proprietà  che  esse  hanno  di  potersi  disten- 
dere (sviluppare)  su  di  un  piano,  senza  ripiega- 
ture ne  rotture. 

Una  superficie  sviluppabile  è  il  luogo  delle  tan- 
genti di  ima  curva  storta^  la  quale  ne  è  lo  spigolo 
di  regresso,  mentre  le  sue  tangenti  sono  le  carat- 
teristiche della  sviluppabile, 

I  piani  tangenti  della  sviluppabile  sono  piani 
osculatori  dello  spigolo  di  regresso. 

L' inviluppo  dei  piani  normali  ad  una  curva 
storta  è  una  superficie  che  si  chiama  sviluppabile 
polare  della  curva  storta. 
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Le  caratteristiche  della  sviluppabile  polare  sono 
le  rette  polari  della  curva  data,  j 

Le  coordinate  di  un  punto  dello  spigolo  di  re- 
gresso della  sviluppabile  polare  sono: 

Xo  =  x+  E  cos l  -   T  ——  cos  ^ 
as 

?/o  —  ^  H  ^  cos  vj  —  T-j—  cos  [f- 

a  s 

Zq  —  z  +  li  cos  e  —  1  — —  cos  V. 
ds 

Lo  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  polare 
d^una  curva  storta  è  il  luogo  dei  centri  delle  sfere 
osculatrici  nei  punti  della  curva  stessa. 

L'inviluppo  dei  piani  tangenti  ad  una  curva 
storta  e  perpendicolari  alla  normale  principale,  è 
la  cosiddetta  sviluppabile  rettificante  alla  curva 
storta- 

Distendendo  su  di  un  piano  la  sviluppabile  ret- 
tificante di  una  data  curva  storta^  questa  (che 
appartiene  alla  sviluppabile)  si  trasforma  in  una 
retta. 


§  7.  —  Evolute  ed  evolventi. 

Se  data  una  curva  piana  o  storta,  immaginiamo 
attorno  ad  essa  avvolto  un  filo  flessibile  e  inesten- 
dibile, e  lo  svolgiamo  dalla  curva  stessa  in  modo 
che  esso  resti  sempre  teso  e  quindi  sempre  tan- 
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gente  alla  curva,  un  punto  qualunque  del  filo  de- 
scriverà una  curva  che  si  chiamerà  evolvente  della 
data,  e  questa  si  chiafherà  invece  evoluta  di  quella. 

La  tangente  alV evoluta  è  sempre  perpendicolare 
alla  tangente  dell'evolvente,  e  propriamente  la  tan- 
gente alV evolvente  è  parallela  alla  normale  prin- 
cipale delVevoluta, 

Data  una  curva  storta  o  piana  qualunque  le 
coordinate  di  un  punto  delVevoluta  sono 

x^  =  x  -\-  Rqo^\  +  J?  tg  (t  +  h)  cos  X 

y^  =^y  +  Ji  cos  vj  +  i?  tg  (t  +  Jc)  cos  [A 

z^  =^  z  -{■  R  cos  C  +  i?  tg  (t  +  ^)  cos  V 

dove 


[  ds 


e  k  è  una  costante  arbitraria.  Esistono  quindi  in- 
finite EVOLUTE  di  una  curva  data  piana  o  storta. 
Se  la  curva  è  piana  si  ha  '^  =  cost.  V angolo  che 
la  tangente  aW evoluta  forma  colla  normale  prin- 
cipale dell'evolvente  è  dato  da  '^  +  k. 

Se  la  curva  è  piana,  ponendo  t  4-  ^  =  0  si  ha^ 
fra  le  infinite  evolute^  la  evoluta  piana. 

Le  infinite  evolute  di  una  curva  sono  tutte  si- 
tuate sulla  sviluppabile  polare  deW evolvente,  e  sono 
propriamente  tutte  curve  geodetiche  (vedi  più  avanti) 
di  tale  superficie. 

Se  la  evolvente  è  storta^  esse  sono  tutte  storte. 

Se  la  evolvente  è  piana,  di  esse  ve  n^  è  una  piana, 
e  le  altre  sono  storte.  In  questo  caso  tunica  evo- 
luta piana  è  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  della 
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evolvente^  e  le  altre  sono  eliche  del  cilindro  che  ha 
per  base  tale  luogo. 

Le  tangenti  a  due  diverse  evolute,  e  uscenti  da 
uno  stesso  punto  della  evolvente  formano  fra  loro 
un  angolo  costante. 

Per  le  considerazioni  riguardanti  la  superficie  evo- 
luta di  una  superfìcie  data^  vedi  più  sotto  il  §  13. 

Dalla  costruzione  sopra  indicata  per  la  evol- 
vente, risulta  subito: 

Data  una  curva  vi  sono  infinite  evolventi  di  essa. 


L'evoluta  di  una  curva  piana  fu  considerata  per 
la  prima  volta  da  Huyghens  (Horologiiim  oscih 
latorium,  1673),  il  quale,  volendo  costruire  un 
pendolo  isocrono,  ebbe  l'idea  di  servirsi  dell'iso- 
cronismo della  cicloide  (v.  Gap.  XVII),  facendo 
appoggiare  il  filo  del  pendolo  su  due  semievolute 
della  medesima  curva;  di  qui  l'idea  di  studiare  le 
evolute  in  generale.  Di  queste  si  occupò  poste- 
riormente anche  Newton  nel  suo  Metodo  delle 
flussioni. 


§  8.  —  Coordinate  curvilinee.  Elemento  li- 
neare DELLE  SUPERFICIE.  FoRME  DIEFEREN- 
ZIALI  FONDAMENTALI  DELLE  SUPERFICIE.  RAP- 
PRESENTAZIONE CONFORME.  Rappresentazione 

SFERICA. 

Se  una  superficie  è  definita  dalle  tre  equazioni 

OJ  =  9  (w,  v) 
y^^lu,  v) 
^=X{u,  v) 
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dove  w,  v^  sono  due  parametri  arbitrari,  le  linee 
per  le  quali  u  =  cost.,  ovvero  v  =  cost.  rappresen- 
tano due  sistemi  di  linee  situate  sulla  superficie, 
e  che  si  intersecano  in  punti  di  cui  u,  v  si  chia- 
mano le  coordinate  curvilinee.  La  distanza  infini- 
tesima fra  due  punti  della  superficie,  di  coordi- 
nate rispettivamente 

u  -\-  d  u,        V  -V  dv., 

si  chiama  elemento  lineare  della  superficie.  Il  suo 
quadrato  è  dato  da 

ds^  =  Ed  u^  +  2Fdudv  ì-G  d  ve- 
dove 

dud  V      du  d  V      dti  d  v 

EG~F'>0. 

Indicando  con  (u  x]  (u  ?/)...  gli  angoli  di  dire- 
zione delle  tangenti  alle  linee  coordinate  v  ==-  cost , 
te  =  cost,  si  hanno  le  formole 

COS  {U  co)  =  -—r  w-      ,      COS  {v  .r)  ==  -— ^  -^^ 
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COS  (U  Z)  =  — TT  TT"      5      C^S  {V  Z)  =  -—r   TT- 

e  Taiigolo  U  fra  le  linee  coordinate  è  dato  da 


COS  i2  — 


F 


si  EG 


sen  ^i  — 


\/ EG~  F' 

yJlEG 


La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  le 
due  linee  w  =  cost,  i;==cost,  sieno  fra  loro  orto- 
gonali è  che  sia  F==0. 

Uelemento  d'area  della  superficie  è  dato  da 

si  EG-F^dudv. 

Indicando  con  X  Y  Z  i  coseni  di  direzione  della 
normale  alla  superficie  si  hanno  le  formole 

\l  EG  —  F^ 


^1 

8  te 

dz 

du 

dy 

dz 

dv 

dv 

r  = 


1 

si  EG-r' 


dz 

dx\ 

du 

du 

dz 

dx\ 

dv 

dv  i 

z  = 


1 

>J  EG  —  F^ 


\dx 

du 

dy 
du 

dx 
dv 

dy 
dv  . 
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La  forma  differenziale 

E  dir  \-2Fdudv  hGdv^ 

si  chiama  prima  forma  differenziale  fondamentale 
della  superfìcie  e  la  forma  differenziale 

'^  r=  -:ì  d  X  d  X—  J)  dti'  -^  2  D'  d  ud  v  +  D"  d  v^ 

si  chiama   2.^   forma  differenziale  fondamentale 
della  superficie. 

Le  D  hanno  i  valori 


d  u-  '  '  d  ti  d  i'  ' 

dove  il  simbolo  -  sta  a  significare  clie  bisogna 
fare  la  somma  dei  tre  valori  che  si  ottengono  mu- 
tando X,  X,  rispetto  in  y,  Y;  0,  Z. 

Fra  i  coefficienti  E,  F,  G,  I),  D',  D"  sussistono 
tre  relazioni  le  quali  nel  caso  in  cui  le  linee  coor- 
dinate sono  ortogonali,  cioè  in  cui  è  F=0,  sono  le 
seguenti: 


_d_iiy[\     d  ir>'\      D'    dsl È   D  gy/g^Q 
a  u  (y-^j  '  d  V  \]-g]    si  EG   d  V      E  'ìu   " 

d  V  [fEÌ    d  u  [slEJ    ^-EG    d  u      ~G     dV 

D"-DB"  _d^l  1    d^~G\    ,     a    /  1    d^l'E' 
\I'EG 


_L/ L^jy'_^\  I  A/i  ^V^'\ 
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Per  la  forma  di  queste  relazioni  nel  caso  gene- 
rale, mediante  i  simboli  di  Christoffel,  v.  Bian- 
chi, Geom.  diff.j  pag.  90-91. 

L'ultima  formola  corrisponde  ad  una  di  Gauss 
{Disq.  circa  sup,  curvas  ecc.^\  le  altre  due  corri- 
spondono a  formolo  trovate  prima  da  Mainardi 
(ist,  Lomh.^  IX,  pag.  395.  (1856));  e  più  tardi 
ritrovate  da  Codazzi  (Ann.  di  mat.^  II  (1868)  ; 
esse  vanno  sotto  il  nome  di  formole  di  Codazzi. 

Date  due  forme  quadratiche  differenziali 

f  =  Ed li'  +  2Fdudv-^  Gdv^ 
^  =  Ddti'  +  2D'dudv  +  D"  d  v' 

delle  quali  la  prima  sia  definita  (cioè  abbia  segno 
costante^  il  che  si  ha  quando  EG  —  F''>0)^  per- 
chè esista  una  superficie  che  le  ammetta  come  pri- 
ma e  seconda  forma  diff^erenziale  è  necessario  e 
sufficiente  che  sieno  soddisfatte  le  tre  formole  pre- 
cedenti (scritte  naturalmente  per  il  caso  generale)  ; 
in  tal  caso  la  superficie  è  unica  e  determinata 
nella  sua  forma,  ina  non  naticralmente  nella  sua 
posizione  nello  spazio^  e  per  trovare  effettivamente 
Inequazione  della  superficie  bisogna  integrare  una 
equazione  del  tipo  di  Riccati. 


Se  in    particolare   nella  prima   forma  differen- 
ziale fondamentale  di  una  superficie  è 

E^G,        F=0 

il  sistema  di  linee   coordinate   si  dice   ortogonale 
isotermo  e  u^  v  s\  dicono  parametri  isometrici. 

I  sistemi  isotermi  dividono  la  superficie  in  qua- 
dra ti  infinites im  i. 
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Le  linee  u^  v  costituiscano  un  sistema  isotermo 
a  parametri  isometrici^  cioè  la  prima  forma  diffe- 
renziale sia  ridotta  alla  forma 

ds'  =  E(du^  +  dv^). 
Ora  è  chiaro  che  se  pongo 

v^^  iv') 

dove  O  W  sieno  due  funzioni  arbitrarie,  le  linee 
coordinate  te  =  cost.,  v  -  cost.,  non  restano  sostan- 
zialmente mutate,  cioè  le  ii'  =  cost.,  v'  =  cost.  sono 
le  stesse  delle  precedenti;  però  in  coordinate  u\  v^ 
la  forma  diiBFerenziale  non  appare  più  sotto  forìna 
isometrica^  cioè  a  dire  si  ha 

e  i  coefficienti  di  d  u''^  e  d  v''^  non  sono  più  eguali, 
per  quanto  il  sistema  di  coordinate,  essendo  il 
medesimo  di  quello  di  prima,  sia  da  reputarsi  an- 
che isotermo. 

Si  presenta  quindi  qui  la  necessità  di  introdurre 
una  distinzione  in  riguardo  al  concetto  sopra  in- 
trodotto. 

Un  sistema  (w,  v)  si,  dirà  semplicemente  isoter- 
mo  se  sono  soddisfatte  le  condizioni 

^      r.  EU 

^      ^'        G        V 
dove  r/,  V  sono  funzioni  rispettivamente  di  sola  ?(, 
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e  di  sola  v^  e  si  chiamerà  invece  isotermo  a  pa- 
rametri isometrici  se  si  ha  dippiù  E  -  G, 

Ogni  sistema  semplicemente  isotermo  jonò  ridursi 
sempre  a  forma  isometrica. 

Si  può  sempre  in  <x>  modi  eseguire  un  tale  can- 
giamento di  variabili  (w,  v)  in  variabili  {u\  v^)  co- 
sicché il  nuovo  sistema  sia  isotermo. 

Dato  sulla  superficie  un  sistema  isotermo  (u,  v)j 
ogni  altro  sistema  isotermo  {u\  v')  si  ottiene  po- 
nendo la  variabile  complessa  u'  +  i  v'  funzione  della 
variabile  complessa  u  -{-  iv,  cioè  : 

u'  +  ìv'  =-'^  (u  +  i  v) 

dove  ^  è  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria. 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
le  linee  cp  =  cost.  insieme  colle  loro  traiettorie  or- 
togonali^ formino  un  sistema  isotermo  è  che  il  rap- 
porto dei  dice  parametri  differenziali  1.^  e  2.^  di 
'^  *  sia  funzione  di  cp  soltanto. 

Su  ogni  superficie  di  rotazione  i  meridiani  e  i 
paralleli  formano  un  sistema  isotermo. 


*  Per  la  definizione  generale  di  parametro  ditferenziale 
primo  e  secondo  di  una  funzione  ?,  vedi  liepert.  I,  xmg.  239^ 
240.  Essi  si  indicano  coi  simboli  -^if  e  c^.,'f  e  sono,  nel  no- 
stro caso: 


^1?  = 


^%9- 


\ò  v]  oucv  \du} 

d        du  d  V  ,     d        ó  V  du\ 


\J  ÈG  -  W'  ^''  \J  EG-F^       ^^  sJeG-'F' 
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Se  una  superficie  è  tale  che  il  suo  elemento 
lineare  può  ridursi  alla  forma  (  11+  V)  {dir  +  dv^) 
(love  U  V  sono  funziolii  rispett.  di  sola  ti  e  di  sola 
i\  allora   si   dice,   che  /a  superficie  è  del  tipo  di 

LiOUVILLE. 

Alle  superficie  di  LiouviUe  appartengono ,  le  qua- 
driche  e  le  superficie  di  rotazione. 

Keceuti  lavori  sulle  superficie  di  Liouville  sono 
quelli  di  Koenigs  (Compt.  Rend.^  1889);  Staeckel 
{Math.  Ann.,  XXXV),  Ricci  {Rend,  Lincei,  1893). 


Supponiamo  dato  un  sistema  di  coordinate 
(u,  v)  isotermo  sulla  superficie,  e  ridotto  a  forma 
isometrica,  in  modo  cioè  che  sia 

ds'^-l(du'^  +  dv^l 

e  interpretiamo  u,  v  come  le  coordinate  cartesiane 
ortogonali  di  un  punto  di  un  piano.  Ad  ogni  punto 
della  superficie  corrisponderà  un  punto  del  piano, 
e  si  ha  così  una  rappresentazione  piana  di  una 
porzione  di  superficie. 

Una  tale  rappresentazione  è  conforme,  cioè  gli 
angoli  corrispondenti  sono  eguali. 

In  generale  sieno  u,  v  coordinate  isometricìic 
sulla  superficie  o  su  di  una  sua  parte;  per  avere 
la  pia  generale  rappresentazione  conforme  di 
qìiella  superficie  su  di  ttn  piano^  su  cui  le  coor- 
dinate cartesiane  si  chiamino  x^  y,  basta  porre  la 
variabile  complessa  u  V  i  v  ,  funzione  arbitrar  ice 
della  variabile  complessa  x  -\-  i  y,  ovvero  delV altra 
.r  —  iy  ;  nel  primo  caso  gli  angoli  corrispondenti 
sono  eguali  e  diretti  nello  stesso  senso  e  nelV altro 
caso  sono  eguali  e  diretti  in  senso  contrario. 

Pascal.  43 
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Se  poi  si  ha  una  seconda  superficie  o  porzione 
di  superficie  su  cui  le  coordinate  isometriche  sieno 
u'  v\  per  avere  la  più  generale  rappresentazione 
conforme  di  ima  superfìcie  siilValtraf  basta  porre 
la  variabile  complessa  u  -+-  i  v  funzione  arbitraria 
di  lina  delle  due  altre  ii'  +  i  v'  ovvero  u  —  i  v'  (Cfr. 
su  ciò  anche  le  pag.  386-387  del  Repertorio  voi.  I). 


Una  rappresentazione  di  una  porzione  di  super-  j 
ficie  sulla  sfera  si  ottiene  facendo  corrispondere  ai  ; 
punti  della  superfìcie,  quelli  di  una  sfera  in  modo  = 
che  nei  punti  corrispondenti  le  due  superfìcie  ab- 
biano normali  parallele  ;  propriamente,  dal  centro  ^ 
di  una  sfera  conduciamo  i  raggi  paralleli  alle  di-  \ 
rezioni  positive  delle  normali  nei  vari  punti  della  '[ 
superficie;  gli  estremi  di  tali  raggi  saranno  i  cor- 
rispondenti sulla  sfera,  dei   punti  della  superficie. 
Tale  rappresentazione  si  suol  chiamare  la  rappre- 
sentazione sferica  di  Gauss. 

Una  tale  rappresentazione  non  è  in  generale 
conforme;  essa  è  conforme  solo  per  le  superfìcie  a 
curvatura  media  nulla  (minime),  (v,  più  sotto) ^  e 
per  la  sfera, 

I  coefficienti  e,  /*,  g  della  forma  differenziale 
(in  coordinate  u,  v)  che  dà  il  quadrato  dell'eie- 
mento  lineare  della  sfera  rappresentativa,  sono 
dati  dalle  formole: 

e=  -{KE+HD) 
f=~{KF+HD') 
g=-{KG  +  HD'') 
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essendo  * 

i)  D''  -  7)'2  2  FD'-ED"  —  GB 

~  ¥6?  —  7^^^  '    '     ~  E  G^F^  ' 

La  forma  differenziale 

e  d  ìi^  +  2fdudv  +  gdv^ 

si  suol  chiamare  la  terza  forma  differenziale  re- 
lativa alla  superficie. 

Per  le  proprietà  della  rappresentazione  sferica 
relativamente  alle  linee  di  curvatura,  assintoti- 
che,  ecc.  v.  il  paragrafo  seguente. 


I  primi  lavori  sulla  teoria  diff*erenziale  delle 
superficie  sono  dovuti  ad  Eulero  e  Meusnier, 
cui  si  devono  le  prime  ricerche  sulla  curvatura 
delle  superficie  {Mém.  de  Berlin,  1760;  Savants 
Étrang.,  1785).  I  due  lavori  fondamentali  di  Geo- 
metria differenziale  furono  indi  quelli  celebri  di 
MoNGE  {Application  de  Vanalyse  à  la  Geometrie, 
Paris,  1807-1809;  cfr.  l'edizione  del  1850  curata 
da  Ltouville)  e  di  Gauss  {Disquisitiones  gene- 
rales  circa  siiperficies  ciirvas,  Op.,  IV).  Trala- 
sciando di  citare  le  altre  memorie  particolari,  che 
citeremo  a  loro  luogo,  diremo  solo  che  i  più  re- 
centi ed  estesi  trattati  di  Geometria  differenziale 
sono  specialmente  quelli  di  Darboux  {Tìu  gene- 
rale des  surfaces,  Paris,  1887-1896),  e  di  Bianchi 
(Pisa,  1894). 

Nelle  opere  più  recenti  sono  adoperati  per  i  cal- 
coli, i  cosiddetti  simboli  di  Christofeel  (Creile, 

*  (Per  i  significati  di  A"  e  -ff  v.  più  sotto  il  §  10.) 
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LXX)  che  riportiamo  qui  per  comodità  degli  stu- 
diosi : 


a)  Simboli  di  1.'^  specie: 

11]  _  1  dE                   [12 
\\~  2  du       '            Il 

_  1  dE 

2  di^ 

11]       dF       1  dE        [22 
2  J  ""  dn        2  dr   '     [l 

_dF     1  dG 

"  dv       2du 

12]  _  1  dG                   [22 
2  J  ~  2  du       '            12 

1  dG 
~  2  fv 

h)  Simboli  di  2.^  specie: 

(11)        du       dv        du 


{  1  )  2{EG  —  F'j 

^F^1^2E^~^^--E^~^ 
(11) 8  «  d  u         d  V 

ì  2  )'"    ~"      2{EG'^-^F'j 

(12)  8» du 

11)       "2  ("^7?  --  Wf 

12)^     ^8m  g  r 

2  i        2"(/4'(7  -  /''^') 

22  9  »  0  i7  du 


1  )  2{EG—-F') 
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i  2  )  2  {E  a      F') 

Le  derivate  dei  coefficienti  D,  I)\  D"  della  se- 
conda forma  differenziale,  si  esprimono  mediante 
le  D  stesse  e  i  simboli  di  Christofè^el  con  for- 
molo osservate  da  Weingarten  (  v.  Bianchi, 
Geni,  diff'.,  pag.  123). 

Dalle  cose  esposte  in  questo  para^^rafo  risulta 
die  gli  studi  suirelemento  lineare  delle  superficie, 
e  sulle  coordinate  curvilinee  sono  affini  a  quelli 
sulle  forme  differenziali  quadratiche,  sui  parametri 
differenziali,  ecc.  Per  la  bibliografia  relativa  a 
(luesti  studi  rimandiamo  ])erciò  al  Cap.  IX,  §  4 
del  volume  I  di  quest'opera.  Ricorderemo  solo  che 
in  tale  ordine  di  idee  sono  fondamentali  le  me- 
morie di  Belteami  (Gtorn.  di  Batt.,  Il;  uinn. 
di  maL,  I,  1867;  Mem.  Bologna,  1869;  Matli. 
Ann.,  I). 


§  9.  —  Linee  tracciate  sulle  superb^icie  Li- 
nee IH  curvatura.  Tangenti  coniugate.  Li- 
nee geodetiche.  Linee  assintotiche. 

Una  linea  tracciata  su  di  una  superficie  si  dirà 
Unea  di  ciirvatura  quando  le  normali  alla  super- 
ficie condotte  per  i  punti  di  essa  sono  le  tangenti 
di  una  linea  storta,  cioè  formano  una  superficie 
sviluppabile. 
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Le  linee  di  curvatura  formano  un  doppio  si- 
stema ortogonale^  cioè: 

Per  ogni  punto  di  mia  superfìcie  passano  sem- 
pre due   linee   di  curvatura  fra   loro  ortogonali. 

Scrostandosi  lungo  una  linea  di  curvatura  deve 
aversi 

dx:dy\d  z'— d  X:  d  Y:dZ. 

Vequazione  differenziale  delle  linee  di  curva- 
tura è 

{FD''  -GD')d  v^  +  {ED"  —  G  D)  d  u  dv  + 

+  {ED'-~FD)dti^  =  0 

dove  D,  D\  D'^  hanno  i  valori  assegnati  prece- 
dentemente (v.  §  8). 

La  precedente  equazione  jmò  anche  scriversi 


Edu  +  F  dv,    F  du  +  G    dv 
l)du-\-D'  dv,    D'du  +  ir  dv 


0. 


Se  !2=f(^y)  è  l'equazione  della  superficie,  e 
se  si  chiamano  p^  q  le  derivate  prime  di  z  ri- 
spetto a  X  Q  y^  Q  r,  s,  t  le  derivate  seconde,  la 
equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura  è 

[il  *  p'^)  s-pq r]  d x^  +  [(1  ^p^) t  -  [\  *  q^)  r^^d x d  y  -\- 

-\-[pqt-{l  +  q'')s\dy^^O. 

Sulla  sfera  e  sul  piano  ogni  linea  è  linea  di 
curvatura. 

Le  linee  di  curvatura  di  una  sviluppabile  sono 
le  generatrici  e  le  loro  traiettorie  ortogonali. 
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Se  due  superfìcie  si  intersecano  lungo  una  linea 
di  curvatura  per  entrambe j  esse  si  tagliano  sotto 
angolo  costante. 

Viceversa.,  se  le  due  superfìcie  si  tagliano  sotto 
angolo  costante .^  e  la  loro  intersezione  è  linea  di 
curvatura  per  una  di  esse  lo  sarà  anche  per  Valtra. 

Nella  rappresentazione  sferica  di  Gauss,  il  si- 
stema di  linee  della  superfìcie  che  si  conserva  or- 
togonale è  quello  delle  linee  di  curvatura. 


Si  dicono  superfìcie  modanate  (moulures  secondo 
Monge)  quelle  che  hanno  le  linee  di  curvatura  di 
un  sistema  in  piani  normali  alla  superfìcie. 

Una  superfìcie  modanata  è  generata  dal  movi^ 
mento  di  una  linea  piana,,  il  cui  piano  rotola  senza 
strisciare  su  di  una  superfìcie  sviluppabile. 


Se  in  un  punto  di  una  superficie  conduciamo  le 
due  linee  di  curvatura,  le  tangenti  ad  esse  in  quel 
punto,  e  la  normale  alla  superficie,  il  piano  con- 
dotto per  la  normale  e  per  una  delle  tangenti  in- 
dicate, taglia  la  superficie  lungo  una  curva  che  si 
chiama  sezione  normale  principale  in  quel  punto. 

Di  qui  si  ha  che  in  ogni  punto  di  una  superfi- 
cie esistono  due  sezioni  normali  principali  che  si 
tagliano  ad  angolo  retto. 

I  raggi  di  curvatura  in  quel  punto  r^  ^2  di  que- 
ste due  sezioni  normali  principali  si  chiamano 
raggi  principali  di  curvatura  della  superficie^  e 
i  centri  di  curvatura  delle  medesime  sezioni  nor- 
mali sono  i  due  centri  di  curvatura  della  super- 
ficie in  quel  punto.  Se  questi  sono  da  parti  oppo- 
ste rispetto  al   punto   della  superficie  i   raggi  di 
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ciirvatare  principali  saranno  naturalmente  da  con- 
siderarsi di  segni  opposti. 

Se  le  linee  coordinate  u^  v,  sono  le  linee  di  cur- 
vatura della  superficie  sì  hanno  le  relazioni 

/)=~^,    7/  =  0,    ir  =  —  ~,    F=^0 

7-2  ri 

dove  Ti  r^  sono  i  raggi  di  curvatura  delle  sezioni 
normcdi  tangenti  rispettivamente  alle  linee  v  -■  cost, 
tt  ^^  cost. 

I  raggi  principali  r^  r^  sono  dati  dalle  radici 
deir  equazione 

(D  D"  -  D'')  r^  +  (Eiy  +  l)G--2  FD']r  + 

+  {E  G  -  F')  =  0. 

II  raggio  di  curvatura  di  una  qualunque  se- 
zione normale  della  superficie  si  esprime  mediante 
Vi  r-2  colla  formola 

1        cos^O       sen^O  t   u.  i      \ 

-.  = i (form,  di  mUeroJ 

h  r^  Vi 

dove  0  è  V angolo  che  il  piano  della  sezione  fa  col 
piano  di  quella  sezione  normale  pm«6'Ì2?<^/6  cui 
corrisponde  il  raggio  di  curvatura  r^. 

Con  questa  forinola  i  raggi  di  curvatura  delle 
sezioni  normali  si  esprimono  sempre  mediante  i 
principali. 

Col  seguente  altro  teorema  i  raggi  di  curva- 
tura di  qualunque  linea  tracciata  su  di  una  su- 
perficie si  esprimono  mediante  quelli  delle  sezioni 
normali. 

Il  raggio  di  curvatura  di  una  qualunque  linea 
tracciata  su  di  una  superficie   è   eguale  a  quello 
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della  sezione  normale  tangente  alla  ciirva^  molti- 
plicato per  il  coseno  ilelV angolo  che  il  piano  della 
sezione  normale  fa  col  jnano  osculatore  della  curva 
{teorema  di  Meusniee,). 

Se  7\  r^  sono  ambedue  del  medesimo  segno,  il 
punto  corrispondente  della  superficie  si  dice  punto 
ellittico;  se  ^*i  =  r2  il  punto  si  dice  circolare  o 
ombelico  \  se  ^1,^2  sono  di  seguo  opposto,  il  punto 
si  dice  pùnto  iperbolico;  e  se  uno  di  questi  due 
raggi  ò  infinito,  il  punto  si  dice  parabolico. 

Nel  caso  del  punto  ellittico^  la  superfìcie^  nel- 
r  intorno  del  punto^  giace  tutta  da  una  medesima 
parte  del  piano  tangente;  nel  caso  del  punto  iper- 
bolico la  superficie^  nelV  intorno  del  punto^  giace 
ora  da  una  parte  ora  daWaltra  del  piano  tan- 
gente. 

Se  D  1)^'  —  D'^  è  maggiore  di  zero^  il  punto  è 
ellittico  ;  se  la  stessa  quantità  è  minore  di  zero, 
il  piunto  è  iperbolico. 

La  distinzione  qui  fatta  di  punti  in  ellittici,  pa- 
rabolici, iperbolici  corrisponde  a  quella  fatta  per 
le  superfìcie  algèbriche  nel  Gap.  IX,  §  1  (p.  290- 
291)  ;  per  indicatììice  di  Dupin  (v.  Id)  può  as- 
sumersi quella  di  equazione 

ri        rg 

situata  nel  piano  tangente  alla  superficie^  e  per  la 
quale  gli  assi  coordinati   ?,  /]   coincidono  rispett. 
colle  direzioni  delle  tangenti  alle  due  linee  di  cur- 
vatura passanti  per  quel  punto. 
Il  quadrato  di  un  semidiametro  p  di  questa  el- 


682        XVI,  9.  —  Indicatrice  di  Dupin. 

lìsse,  inclinato  dell'angolo  0  all'asse  ^i,  è  dato   da 

1  cos^  0       sen^  0 

p2  r2  ri 

e  paragonando  questa  forinola  con  quella  di  Eu- 
lero si  ha  p'-^^J?;  cioè:  il  quadrato  di  un  semi- 
diametro delV  indicatrice  di  Dupin  eguaglia  il 
raggio  di  curvatura  della  sezione  normale  con- 
dotta per  il  diametro  medesimo  ;  questo  teorema  è 
di  Dupin,  [Développements  de  géom.  Paris,  1813) 
ed  esso  può  considerarsi  come  un'interpretazione 
geometrica  della  formola  di  Eulero;  di  qui  è  ve- 
nuta la  denominazione  di  indicatrice  di  Dupin. 

Due  diametri  coniugati  (v.  pag.  140)  nella  indi- 
catrice di  Dupin,  si  dicono  due  tangenti  coniugate 
alla  superficie.  Un  doppio  sistema  di  linee  sulla 
superficie  si  dirà  coniugato,  se  in  ogni  punto  della 
superficie,  le  tangenti  alle  due  linee  che  vi  pas- 
sano sono  coniugate. 

Chiamando  0,  6'  (/U  angoli  delle  due  tangenti 
coniugate^  colla  linea  di  curvatura  v,  si  ha  la  re- 
lazione 

tg0.tg6'  =  -''^ 

Per  un  sistema  coniugato  deve  essere  sempre 
D'  =  0,  e  se  D'  =  0  il  sistema  di  linee  {u^  v)  è 
coniugato. 

Nella  rappresentazione  sferica  di  Gauss  (v.  §  8), 
r angolo  di  due  direzioni  coniugate  o  viene  con- 
servato 0  cangiato  nel  suo  supplementare  secon- 
docliè  il  punto  della  superficie  è  iperbolico  o  ellittico. 
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Il  seguente  teorema  può  dare  anche  una  nuova 
definizione  di  tangenti  coniugate: 

Due  tangenti  ad  una  superficie  in  un  punto  P 
sono  coniugate,  se  tracciata  per  P  sulla  superficie 
una  linea  tangente  ad  una  di  esse  la  sviluppabile 
circoscritta  alla  superficie  lungo  quella  linea.,  ha 
per  generatrice  Valtra. 

Il  sistema  delle  linee  di  curvatura  è  V unico  che 
è  contemporaneamente  ortogonale  e  coniugato. 


•e 


Le  linee  assintotiche  sono  quelle  linee,  tracciate 
sulla  superficie,  tali  che  il  piano  osculatore  della 
linea  in  ogni  punto  coincide  col  piano  tangente 
alla  superficie. 

Le  assintotiche  formano  un  sistema  doppio;  per 
ogni  punto  della  superficie  ne  passano  due,  in  gè 
nerale  non  ortogonali.  In  ogni  punto  la  tangenti 
ad  un^assintotica  coincide  colla  propria  coniugata 

Le  tangenti  alle  due  assintotiche  in  ogni  punto 
coincidono  cogli  assintoti  delV indicatrice  di  Dupin. 

Per  un^assintotica  deve  essere  soddisfatta  la 
relazione 

D  d  u^  +  2  D'  d  u  dv  +  U'  d  v^  =^  0. 

Se  si  chiamano  al  solito  con  jp,  q  ;  r,  5,  t  le  de- 
rivate prime  e  seconde  di  z  rispetto  ad  c^  e  J/  ri- 
cavate dall'equazione  della  superficie,  V equazione 
differenziale  delle  assintotiche  è 

rdoo^  +  2sdxdy  +  td  y^  =  0. 

Le  assintotiche  sono  reali  solo  nei  punti  ijjer- 
bolici  della  superficie.,  e  sono  immaginarie  nei  punti 
ellittici. 
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Per  uria  superficie  sviluppabile  i  due  sistemi  di 
linee  assintotiche  coincidono  (colle  generatrici  della 
sviluppabile  stessa). 

Il  quadrato  della  torsione  delle  assintotiche  in 
un  punto  è  eguale  alla  curvatura  totale  della 
superficie  (v.  §  10)  nel  punto,  presa  con  segno 
contrario; 

1  1 


rp2  ^.    ^. 


(teor.  di  Enneper); 


1  '2 


quindi  anche: 

In  ogni  punto  della  superficie  le  due  assinto- 
tiche che  vi  j^^f'^saMO  hanno  torsioni  eguali  in  va- 
lore assoluto. 

Le  trasformazioni  proiettive  conservano  i  si- 
stemi coniugati^  e  le  linee  assintotiche;  e  le  tra- 
sformazioni per  raggi  vettori  reciproci  conservano 
le  linee  di  curvatura  (Darboux). 

Nella  rappresentazione  sferica  di  Gauss  le  di- 
rezioni delle  assintotiche  vengono  deviate  di  un 
angolo  retto. 

Supponiamo  che  sulla   sfera   rappresentativa  si 

chiamino  u\  v'  le  linee  che  sono   immagini  delle 

linee  assintotiche  su  di  una  superficie;  indicando 

(  12  r    (  12  )' 
allora  con  ^1     lo        ^   simboli    di    Christoffel 

(v.  §  8)  relativi  all'elemento  lineare  sferico  si  ha 

la  relazione  semplice: 

d  (  12  r  ^  a_  (  12  ]' 
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Se  ima  superficie  si  riferisce  ed  sistema  delle  sue 
linee  assintotiche  il  quadrato  delV elemento  lineare 
prende  la  forma      *" 

p2  {e  d  u^  —  2  fd  ti  d  v  f  g  d  v^) 

dove  p^  "^  —  ri  r^  ed  e^  /*,  g  sono  i  coefficienti  della 
terza  forma  differenziale  fondamentale  (v.  §  8). 

Per  una  superficie  rigata  (v.  Cap.  XIII,  §  6)  le 
assintotiche  di  un  sistema  sono  le  generatrici 
stesse. 

Il  rapporto  anarmonico  dei  4  punti  ove  una 
generatrice  incontra  quattro  assintotiche  fisse  del- 
r altro  sistema  è  costante  (teor,  di  Paul  Serret), 


Se  (li  una  linea  L  tracciata  su  di  una  superficie 
per  un  punto  P,  ne  facciamo  la  proiezione  orto- 
gonale sul  piano  tangente  in  P,  e  di  questa  pro- 
iezione consideriamo  la  curvatura  in  P,  questa 
curvatura  si  chiama  la  curvatura  geodetica  o 
tangenziale  o  di  sviluppo  nel  punto  7^  della  linea 
tracciata  sulla  superficie ,  e  il  centro  di  cur- 
vatura della  proiezione  di  L  nel  piano  tangente 
si  dice  centro  di  curvatura  geodetica  della  linea  L 
in  P. 

La  curvatura  geodetica  di  una  linea  Ij  su  di 
una  superficie  è  eguale  alla  curvatura  ordinaria 
della  linea  piana  in  cui  L  si  trasforma  quando 
si  sviluppi  in  un  piano  la  sviluppabile  circoscritta 
alla  superficie  lungo  la  linea  L;  di  qui  il  nome  di 
curvatura  di  sviluppo. 

Dato  sulla  superficie  un  sistema  qualunque  «,  v, 
di  linee  coordinate,  e  una  linea  qualunque  di  cui 
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l'equazione  è  9  («(,  v)  =  0,  la  curvatura  geodetica 

—  di  tal  linea  <p  in  un  punto  è 

9v 


1 


\/EG  —  F' 


dv 


Hi 


ìHW-'-mi^'^'im 


Questa  forinola  si  suol  chiamare  la  formala  di 

BONNET. 

Il  raggio  di  curvatura  geodetica  di  un  paral- 
lelo su  di  ima  superficie  di  rotazione  è  eguale  cdla 
porzione  di  tangente  al  meridiano  compreso  fra  il 
punto  di  contatto  e  Vasse  di  rotazione. 


Una  linea  tracciata  su  di  una  superficie,  e  che 
sulla  superfìcie  segna  il  più  breve  cammino  che 
unisce  due  qualunque  dei  suoi  punti,  a  distanza 
sufficientemente  piccola,  si  chiama  una  geodetica 
della  superficie. 

Per  una  linea  geodetica  la  normale  principale 
in  ogni  punto  coincide  colla  normale  della  super- 
ficie. Questa  proprietà  può  assumersi  come  altra 
definizione  delle  linee  geodetiche. 
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Le  linee  geodetiche  sono  quelle  in  cui  la  curva- 
tura geodetica  in  ogni  punto  è  nulla. 

Una  geodetica  è  in  generale  individuata 
quando  ne  sono  fissati  due  plinti^  e  quindi  anche 
quando  è  fissato  un  punto  per  cui  deve  passare  e 
la  direzione  della  sua  tangente  in  tal  punto. 

La  curvatura  geodetica  di  una  linea  in  un  punto 
si  può  anche  definire  nel  seguente  modo  (donde  il 
suo  nome): 

Si  considerino  due  punti  P  F'  infinitamente  vi- 
cini sulla  curva  e  in  P P'  le  geodetiche  tangenti; 
il  limite  del  rapporto  delVangolo  che  queste  fanno 
fra  loro^  alV  arco  PP'  della  linea^  quando  P'  si 
avvicina  indefinitiv amente  a  P  è  la  curvatura  geo- 
detica della  linea  in  P.  In  tal  modo  la  definizione 
di  curvatura  geodetica  è  la  naturale  estensione 
della  definizione  di  curvatura  delle  linee  piane. 

Si  deve  a  Beltrami  [Giorn.  di  Batt,,  II)  un 
teorema  per  la  determinazione  del  centro  di  cur- 
vatura geodetica  di  una  linea  in  un  punto. 

Disegniamo  sulla  superficie  un  sistema  oo^  di 
linee  geodetiche  g^  e  una  linea  l  a  tangenti  co- 
niugate colle  g  ;  le  tangenti  alle  g  nei  punti  della 
linea  /  generano  una  sviluppabile,  con  uno  spigolo 
di  regresso  s.  Ad  ogni  punto  di  l  corrisponderà 
così  un  punto  di  8,  considerando  come  corrispon- 
dente ad  un  punto  P  di  /,  quel  punto  M^  in  cui 
la  generatrice  della  sviluppabile,  passante  per  P 
tocca  lo  spigolo  di  regresso. 

Il  punto  M  è  centro  di  curvatura  geodetica  in 
P  della  linea  passante  per  P  e  perpendicolare  alla 
geodetica  che  anche  vi  passa. 
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IJeqnrizioìie  dlfferenzicile  delle  linee  geodetielie 
è  (Gauss). 

sj  EG  -  F'd^  =  ~    j]—-du+  w-d  v[    h 

^   l  dE  ^         dF  ^  \  dG  , 

+  TT  -r~  d  ti  —  ^     d  u  —   ^   ^ —  d  V 
^   2    dv  du  2  du 

dove  9  è  Vangalo  che  la  geodetica  fa   colle  linee 
li  =  cost.,  e  quindi 

1    (  j^du  .    j^dv\ 
^^\      ds  d  si 

,      s/FG-F''  d  V 

sen  0  = p — -  . 

si  F         d  s 

Se  le  linee  ii^  v  sono  ortogonali  si  lui: 

d^  =  -=z:  — - —  d  u =z (/ V. 

sjG    dv  ^E   d^t 

Nel  caso  in  cui  il  sistema  delle  linee  u^  v  sia 
ortogonale  isotermo^  V equazione  differenziale  delle 
linee  geodetiche  è 

si  Jjjd^^=^  —:, —  d  u ,—  d  V, 

d  V  d  u 

Per  lina  superficie  del  tipo  di  Liouville  (y.  §  8), 
in  cui  cioè  r  elemento  lineare  è  ridnrihile  alla 
forma 

[oc  {li)  \  S  (v)]  (d  u^  -f  d  v^) 
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Vequazione  delle  geodetiche  è 

r        du       rC       jlj> 
J  h(u)  -  a  "^  J  \/  B  (v)  +  a  ^  ^ 

dove  a,  h  sono  due  costanti  d'^  integrazione.  Come 
si  vede  dunque  in  tal  caso  Tequazione  delle  geo- 
detiche si  sa  immediatamente  integrare. 

Per  le  sviluppabili  Vequazione  differenziale  delle 
geodetiche  si  integra  con  due  quadrature. 

In  ogni  punto  di  una  geodetica  tracciata  sic  di 
una  superfìcie  di  rotazione  *  è  costante  il  prodotto 
del  raggio  del  parallelo  per  il  seno  delV angolo  di 
inclinazione  sui  meridiani  (teorema  di  Clairaut). 

Se  una  linea  di  curvatura  è  geodetica,,  essa  è 
piana;  e  ogni  linea  geodetica  piana  è  linea  di 
curvatura. 

Gli  archi  intercetti  sulle  geodetiche  da  due  loro 
traiettorie  ortogonali  sono  di  eguale  lunghezza. 
Perciò  le  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  di 
oo^  linee  geodetiche  si  dicono  linee  geodeticamente 
parallele. 

Si  dice  distanza  geodetica  di  due  punti  la  lun- 
ghezza dell'arco  di  geodetica   che  passa  per  essi. 

Una  linea,  sulla  superficie,  i  cui  punti  hanno  la 
stessa  distanza  geodetica  da  un  punto  fisso  della 
superficie  stessa,  si  dice  un  cìrcolo  geodetico. 

Una  linea  i  cui  punti  hanno  distanze  geodetiche 
tali  da  due  punti  fissi,  che  le  loro  somme  o  le 
loro  differenze  sieno  costanti,  si  dice  una  ellisse 
0  un^  iperbole  geodetica. 


*  Le  superficie  di  rotazione,  come  abbiamo  detto  al  §  8, 
sono  superficie  del  tipo  di  Lioiiville. 

Pascal.  44 
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Le  superficie  del  tipo  di  Lioiiville  sono  quelle 
sulle  qncili  esiste  itn  sistema  ortogonale  isotermo 
di  ellissi  e  iperboli  geodetiche  (Dini,  Aìin.  di  mat.^ 
Ili,  1869). 

Si  dice  triangolo  geodetico  quello  formato  da 
tre  archi  di  curve  ^^eodetiche. 

Chiamando  con  Gauss,  curvatura  totale  di  una 
area  superficiale  il  valore  dell'integrale  doppio  : 


/ 


Kd<i 


esteso  all'area,  dove  ^  è  la  cosiddetta  curvatura 
della  superficie  in  ciascun  punto  (v.  §  10)  e  ci^  <j  ò 
l'elemento  di  area  superficiale,  si  ha  il  teorema 
(di  Gauss): 

La  curvatura  totale  di  un  triangolo  geodetico  è 
eguale  all'eccesso  della  somma  dei  suoi  tre  angoli 
sopra  due  angoli  retti.  Donde  (se  iiT^cost.): 

Sopra  una  superficie  a  curvatura  costante  l'area 
di  ogni  triangolo  geodetico  è  proporzionale  alV ec- 
cesso della  somma  dei  suoi  tre  angoli  su  due  an- 
goli retti  (v.  il  teor.  analogo  d'ALBERTO  Girard 
per  i  triangoli  sferici,  pag.  90). 

Questo  teorejna  fu  generalizzato  da  Sch ering 
(GotL  NacL,  1867). 

Per  la  geometria  dei  triangoli  geodetici  si  veg- 
gano Christofeel  {Beri.  Abìi.,  1868),  Weingar- 
TEN  [Beri,  Berich.,  1882),  v.  Mangoldt  {Creile, 
XCIV). 

Di  una  linea  tracciata  su  di  una  superficie  si 
dice  torsione  geodetica  in  un  punto  la  torsione 
della  geodetica  tangente  ad  essa  in  quel  punto. 
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La  torsione  geodetica  di  una  linea  coincide  colla 
torsione  ordinaria  per-  tutte  e  sole  quelle  Vmee  la 
cui  normale  'principale  è  inclinata  di  nn  angolo 
costante  sidla  su2)er fide  ;  in  particolare  per  le  geo- 
detiche e  2)er  le  assintotiche. 

Chiamando   7^,  -—  le  torsioni  geodetiche  delie 

1  te       J  0 

linee  coordinate  ^(,  v^  si  ha 

1        GD'  —  FD'' 


Ttc       G\lEG-r' 
1  FD-EU 


Tv       E\/EG  —  F' 
La  relazione  fra  la  torsione  geodetica  —  e  la 

assoluta  —  di  una  linea  qualunque  l  è 

1     ___   1         ^  co 

Ti  ~~  T  '^ds 

dove  w  è  r angolo  compreso  fra  la  normale  prin- 
cipale della  linea  l  e  la  normale  alla  superficie^  e 
s  è  Varco  della  linea  h 

Le  linee  di  curvatura  sono  quelle   che  in  ogni 
punto  hanno  la  torsione  geodetica  eguale  a  zero. 


Abbiamo  in  altro  luogo  definita  la  linea  di  strin- 
gimento di  una  superficie  rigata  (v.  Gap.  XIII, 
§  6);  ora  aggiungiamo: 

Per  ogni  punto  della  linea  di  stringimento  di 
una  superficie  rigata  è  nidla  la  curvatura  geode- 
tica delle  traiettorie  ortogonali  alle  generatrici. 
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Sulle  geodetiche  dell' ellissoide  notiamo  i  se- 
i^uenti  teoremi  : 

Ogni  geodetica  uscente  da  un  ombelico  delVel- 
lissoide  passa  per  V  ombelico  diametralmente  op- 
posto. 

Due  ombelichi  opposti  possono  riunirsi  con  in-  ] 
finiti  archi  geodetici  i  quali  hanno  tutti  la  stessa  \ 
lunghezza  (come  nella  sfera). 

Congiungendo  per  mezzo  di  linee  geodetiche  un 
punto  M  di  un  ellissoide  con  due  ombelichi  non 
opposti^  le  direzioni  delle  linee  di  curvatura  pas- 
santi per  M  sono  le  bisettrici  degli  angoli  delle 
due  linee  geodetiche. 

Per  ogni  linea  geodetica  tracciata  su  di  un  el- 
lissoide è  costante  il  prodotto  della  distanza  del 
centro  dal  piano  tangente  in  un  punto  della  geo- 
detica., per  la  lunghezza  del  diametro  parallelo  alla 
tangente  della  geodetica  nel  medesimo  punto. 


La  considerazione  delle  linee  di  curvatura  fu 
cominciata  da  Monoe  (cit.  §  8);  a  DcrriN  {Bé- 
velop,  de  géom.  Paris,  1813)  si  deve  la  considera- 
zione delle  assintotiche  e  delle  direzioni  coniugate^ 
come  anche  la  introduzione  della  indicatrice  che 
j)orta  il  suo  nome. 

Sulle  linee  di  curvatura  si  sono  succeduti  poi 
moltissimi  lavori  da  vari  punti  di  vista;  Brioschi 
(Ann.  di  l'ortolini^  IV,  1853),  Ribaucouìi  (Compt. 
Rend.,  1872),  Darboux  (M,  1877,  1881),  ecc. 

Sulle  linee  di  curvatura  passanti  per  un  ombe- 
lico, citeremo  i  lavori  di  Cayley  (Phil.  Mag..,  1863; 
Quart.  Journ.,  XF,  1870),  Pkost  (Irf.,  XJ,  Hoppe 
{Arch,  f.  Math.^hXXy  1883).  Numerose  sono  state 
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le  rieerclie  sulle  superficie  aventi  linee  di  curva- 
tura piane  o  sferiche;  Serret  {Creile,  XVIII), 
BoNNET  {Journ,  Éc.' polyt.,XXXllly  1853),  Dmi 
(Ann.  di  mai.,  I  ;  Meni.  Soc.  dei  Quaranta,  III,  1869, 
ecc.),  Enneper  (Creile,  XCIV),  e  molti  altri. 

Le  linee  ^*"eodetiche  furono  considerate  da  Gauss; 
esse  furono  chiamate  linee  minime  da  Legendre, 
e  il  nome  di  geodetiche  fu  loro  dato  da  Liouville. 
I  lavori  più  antichi  sulle  geodetiche,  oltre  quelli 
di  Gauss,  sono  quelli  di  Steiner  (Beri.  Ber., 
1839),  Jacobi  (Creile,  XIX)  che  fece  la  determi- 
nazione delle  geodetiche  sull'ellissoide,  Minding 
{Creile,  XX),  Liouville  (v.  VAppl.  de  V Analyse 
à  la  Géom.  di  Monge,  Paris,  1850;  ediz.  curata 
da  Liouville),  Brioschi  (Ann.  di  Tori.,  IV),  Bel- 
TRAMi  (Ist.  Lomb.,  1868),  ecc.  Lavori  più  recenti 
sono  quelli  di  Weingakten  {Beri.  Ber.,  1882), 
Brill  (Milnch.  Ahh.,  1883),  Ricci  (Ist.  Veneto, 
1893-94).  Sulla  storia  delle  geodetiche  v.  Stae- 
CKEL  (Leip.  Ber.,  1893).  Per  le  geodetiche  del- 
l'ellissoide vedi  anche  il  2.^  volume  del  trattato 
sulle  Funz.  ellitt.  di  Halphen). 


§  10.  —  Curvature  belle  superficie. 
Applicabilità  delle  superficie. 


Le  espressioni 

K 


1 

r^ro 

ri        n. 


694      XF7,  10.  —  Cìirvature  delle  superfìcie, 

si  chiamano  rispett.  ciirvcitura  totale  (o  integra)  di 
Gauss    e   curvatura   media    della    superfìcie    uel 
punto  considerato. 
Si  hanno  le  f or  mole: 

DD"  -  m 
~'  EG  —  F' 

2Fjy-ED"-GD 
EG~F^ 

Un'altra  curvatura  per   una   superficie  è  stata 
introdotta  da  Casorati  ed  ha  per  espressione 

{Acta  Math.,  XIV;   v.  anche  Ca- 


2  W  ^r,'ì 


TALAN,   ibid.^   XY). 

La  curvatura  K  si  può  esprimere  con  una  f or- 
mola  nella  quale  entrano  solo  i  coefficienti  della 
primM  forma  differenziale  : 
1 


K  = 


2{FG-F^) 

d 


d  r F_     dj^ 1 a  GÌ 


d_  r 2 


_d_F  _      _ J. dE  _ 

F       dm  \ 

EfEG-F^  dn\\' 

Se  Vequazione  della  superfìcie  è  data  solfo  la 
forma 

e  se  si  pone 

dz  dz 
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s/  lianno  le  formole: 

(1  I  p^  +  ^T 

La  cnvvainra  K  è  positiva  nei  punti  ellittici j 
negativa  nei  punti  iperbolici^  zero  nei  punti  pa- 
rai) olici. 

La  curvatura  K  di  una  superficie  rigata  è  sem- 
pre negativa  o  zero. 

Se  lungo  ima  generatrice  essa  non  è  zero^  è 
massima  in  valore  assoluto  nel  punto  centrale 
fv.  Gap.  XIII,  §  6)  e  va  diminuendo  allontanan- 
dosi da  questo  sulla  generatrice  stessa. 

Una  superficie  a  curvatura  K  eguale  a  zero  in 
tutti  i  punti.,  è  ima  sviluppabile  e  reciprocamente. 

La  curvatura  K  di  Gauss  si  può  esprimere  me- 
diante le  curvature  geodetiche  — ~,  —  delle  due  li- 

pu      Pv 

nee  coordinate^  colla  formola  (di  Liouville,  J. 
de  Liouville^  XVI) 

^ i (  1^   _^A{^  j_.  A  il  ] 

\l  EG  -  F^  [dudv      du   pu       d  v   pv  ) 

essendo  il  Vangalo  formato  dalle   due  linee  coor- 
dinate. 

La  curvatura  totale  di  una  superfìcie  si  può  an- 
che definire  come  V inversa  del  ììnììfe  del  rapporto 
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delVarea  infinitesima  superficiale  alVarea  sferica 
corrispondente  nella  rappresentazione  sferica  della 
superficie. 


Se  fra  i  punti  di  due  superficie  si  può  stabilire 
una  corrispondenza  tale  che  gli  elementi  lineari 
corrispondenti  risultino  eguali,  le  due  supei^cie 
si  dicono  appilicahili  Vnna  sull'altra. 

Se  due  superficie  sono  applicabili  Tuna  sull'al- 
tra, colla  flessione  si  può  distendere  una  di  esse 
(o  una  porzione  di  una  di  esse)  senza  rotture  e 
senza  duplicature,  sull'altra. 

La  curvatura  totale  di  una  superfìcie.,  in  cia- 
scun punto  non  cangia.^  per  qualsiasi  flessione 
della  superficie  stessa;  ovvero,  ciò  che  è  lo  stesso, 
due  superfìcie  applicabili  hanno  eguali  curvature 
totali  nei  punti  corrispondenti.  Perciò  si  suol  dire 
che  la  curvatura  K  è  un  invariante  di  flessione. 

Flettendo  la  superfìcie.,  non  muta  la  curvatura 
geodetica  di  una  qualunque  linea  tracciata  sidla 
superfìcie j  e  quindi,  in  particolare,  le  geodetiche 
della  superficie  si  mutano  nelle  geodetiche  della 
superfìcie  trasformata. 

La  eguaglianza  della  curvatura  totale  delle  due 
superficie  in  ciascuna  coppia  di  punti  corrispon- 
denti, noji  è  sufficiente  perchè  le  due  superficie 
sieno  applicabili;  esso  diventa  solo  suflSciente  se  in 
ciascun  punto  delle  due  superficie  la  curvatura  è 
costante,  cioè  : 

Due  superficie  colla  medesima  curvatura  totale 
COSTANTE  sono  Sempre  applicabili  in  infiniti  modi 
Vnna  sull'altra'.,  quindi: 

Una  superfìcie  sviluppabile  (curvatura  eguale  a 
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zero)  è  sempre  applicabile  sul  piano,  e  una  super- 
fìcie a  curvatura  costante  positiva  è  sempre  appli- 
cabile su  di  nna  sfera. 

Ogni  superficie  a  curvatura  costante  ammette  <x)^ 
flessioni  in  sé  stessa. 

Ogni  superficie  che  ammette  oc  flessioni  conti- 
nue in  se  stessa  è  applicabile  su  di  una  superficie 
(li  rotazione. 

Si  dicono  elicoidi  le  superficie  generate  da  una 
linea  piana  o  storta  la  quale  roti  intorno  ad  un 
asse,  che  a  sua  volta  strisci  contemporaneamente 
su  se  stesso,  in  modo  che  sia  costante  il  rapporto 
delle  due  velocità    (di  rotazione  e  di  traslazione). 

Ogni  elicoide  è  sempre  applicabile  sic  di  una 
superficie  di  rotazione;  le  eliche  si  distendono  sui 
paralleli  (teor.  di  Boim). 

Se  di  una  superficie  fi^essibile  si  mantiene  fissa 
una  curva,  la  superficie  non  si  può  deformare  al- 
menochè  quella  curva  non  sia  un^assintotica. 

È  possibile  in  due  modi  diversi^  deformare  una 
superficie  in  modo  che  una  sua  curva  0  assuma 
una  forma  arbitraria  l\  purcliè  la  prima  curva- 
tura di  r  sia  in  ogni  punto  maggiore  della  cur- 
vatura geodetica  di  G  nel  punto  corrispondente. 

Si  può  deformare  in  infiniti  modi  una  super- 
ficie in  modo  die  una  sua  linea  qualunque  di- 
venti linea  di  curvatura  della  superficie  deformata, 

E  impossibile  deformare  una  superficie  S  in 
modo  che  le  assintotiche  diventino  le  assintotiche 
anche  della  superficie  deformata,  almenochè  S  non 
sia  una  rigata,  e  le  assintotiche  die  si  conside- 
rano non  sieno  le  sue  generatrici  rettilinee  (v.  §  9). 

Se  due  superficie  rigate,  die  non  risultano  per 
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deformazione  da  una  stessa  superficie  di  2,^  grado^ 
sono  appliccibili  Vima  sidValtra^  le  generatrici  del- 
Vnna  debbono  distendersi^  dopo  la  deformazione^ 
SIC  quelle  delValtra  (teor.  di  Bonnet). 

Si  chiama  cono  direttore  di  una  superficie  ri- 
gata il  cono  formato  dalle  rette  condotte  da  un 
punto  e  parallele  rispett.  alle  generatrici  della  su- 
perficie stessa. 

Ogni  superficie  rigata  si  può  sempre  deformare 
in  modo  che  il  cono  direttore  acquisti  una  forma 
arbitraria. 

Ogni  superficie  rigata  può  flettersi  in  modo  che 
una  linea  tracciata  ad  arbitrio  su  essa  diventi  li- 
nea assintotica. 

Deformando  la  superficie  rigata  si  può  sempre 
fare  che  una  sua  geodetica  si  trasformi  in  una 
retta. 

K  possibile  in  (x>^  modi  deformare  una  rigata 
in  modo  che  una  qualunque  sua  curva  diventi 
piana. 

Le  uniche  superficie  rigate  applicabili  sopra  su- 
perficie di  rotazione  sono  le  deformate  delV elicoide 
rigata  ad  area  minima  *  (v.  più  sotto)  e  delVi- 
perboloide  di  rotazione. 

Della  curvatura  delle  superficie  si  erano  già  oc- 
cupati Eulero  e  Meusnier;  ma  Gauss  risolvette 
il  problema  nel  §  Vili  delle  citate  Disquisitiones 
ecc.  A  Gauss  si  deve  anche  la  scoperta  che  la 
curvatura  K  non  muta  per  flessione  della  super- 


*  Questo  elicoide  può  essere  generato  da  uua  retta  che 
roti  uniformemente  intorno  ad  un  asse  ad  essa  perpendico- 
lare, mentre  questo  asse  striscia  uniformemente  su  se  stesso. 
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fiele.  Suir applicabilità  delle  superficie,  fra  i  primi 
lavori  importanti  sono  da  notarsi  quelli  di  Min- 
DiNG  {Creile,  XIX),  Bour  (École polyU,  LIX,  1861), 
BoNNET  (Jrf.,  LXI,  LXII),  Codazzi  {Meni.  pres. 
Paris,  XXYIl),  ecc. 

Altri  lavori  furono  quelli  di  Weingarten 
(Creile,  LIX,  C),  Rtbaucour  [Compi.  Rend.^  LXX), 
DiNi  {Giorn,  di  Batt.,  II),  ecc. 

Per  la  flessione  delle  superfìcie  rigate  uno  dei 
primi  lavori  è  quello  di  Minding  [Creile^  XVIII); 
è  poi  fondamentale  il  lavoro  di  Beltrami  {Ann* 
di  mal.,  VII,  1865). 

Recenti  lavori  di  Weingarten  sulla  teoria  del- 
F  applicabilità  delle  superficie,  fondata  su  di  un 
metodo  nuovo,  sono  quelli  nei  Compi.  Rend.,  CXII, 
pag.  607,  706,  e  Ada  maili,,  XX;  un'esposizione 
del  nuovo  metodo  di  Weingarten  si  trova  in 
Darboux,  IV,  pag.  308. 


§11.  —  Superficie  a  curvatura  totale  costante. 
Superficie  pseudosferiche. 

Una   superficie    a   curvatura   costante  negativa 

K= — ^_  si  suol  chiamare   ima  superficie  pseii- 

R^ 
dosf erica  di  raggio  R.  Si  chiama  oriciclo  una  curva 
di  una  superficie  pseudosferica,  e  che  abbia  la  cur- 
vatura geodetica  costante,  eguale  a  — . 

Il 

Velemenio  lineare  di  ogni  superficie  a  curvatura 
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costante  positiva  K=^    :^^^si  può  ridurre  alla  forma 
ds'^^=  dii^  -\-  cos^  ^  dv"^, 

Uelemento  lineare   di  ogni  superficie  a  curva- 

tura  costante  negativa  K  =^  ~  ^B;  ^i  V^^^  ridurre 

K 

a  ciascib^ia  delle  seguenti  tre  forme  : 

ti 

ds^=^dn'^  -\-  eosh^     -  d  v'^     (tipo  iperholico) 
d  s^  =  d  u'^  +  e^  dv^  (tipo  parabolico) 

ni 

ds^=^d  u^  +  R^  senli^    -  d  v^  (tipo  ellittico). 

Per  la  prima  forma,  le  linee  coordinate  sono  le 
geodetiche  ortogonali-  {v  ~  cost.)  ad  una  geodetica 
fissata  L,  e  le  loro  traiettorie  ortogonali  {u  =^  cost.)* 

Per  la  seconda  forma,  le  linee  v  =  cost.  sono  le 
geodetiche  ortogonali    di    una  linea  L  avente  la 

curvatura  geodetica  costante  —  (oricicli)  e  le  li- 

K 

nee  u  =  cost.  sono  le  loro  traiettorie  ortogonali. 

Per  la  terza  forma,  lo    linee  v  =-  cost.  sono  le 

geodetiche  uscenti  da  un  punto,  e  le  linee  ii  ^  cost. 

sono  le  loro  traiettorie  ortogonali. 


*  Un  simile  sistema  di  coordinate  si  assume  anche  per 
ridurre  l'elemento  lineare  delle  superfìcie  a  curvatura  co- 
stante positiva^  alla  forma  superiormente  indicata. 
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ly elemento  lineare  di  ogni  superfìcie  a  curva- 
tura costante  positim,  ed  eguale  ad  1,  riferita 
alle  sue  linee  di  curvatura,  può  porsi  sotto  la 
forma 

d  s^  =  seiili^  w  d  u^  i  cosh^  co  d  v^ 

dove  w  soddisfa  la  relazione 

d^  0)       d'^oi  .  1 

— ò  +  -7-^  "=^  ~"  Seuil  :o  costi  (•>. 
d  ir       d  v^ 

L'elemento  lineare  d'ogni  superficie  pseudosfe- 
rica,  di  raggio  1,  riferita  alle  sue  linee  di  curva- 
tura può  porsi  sotto  la  forma 

d  s^  =  cos'^  w  d  u^  -1  sen^  w  d  v^, 
dove  w  è  dato  da 

— r.  —  -:. — ..  =  seu  w  cos  (o. 
d  u'       d  v' 

Data  una  superficie  a  curvatura  costante,  esiste 
su  essa  sempre  un  sistema  di  coordinate,  in  modo 
che  le  geodetiche  si  esprimono  con  equazioni  li- 
neari fra  le  coordinate,  e  viceversa,  una  super- 
ficie è  a  curvatura  costante  se  su  essa  le  geodeti- 
che possono  rappresentarsi  con  equazioni  lineari 
(teor.  di  Beltrami).  Questo  teorema  si  estende 
agli  spazi  superiori. 

Consideriamo  ora  le  superficie  pseudosferiche  di 
rotazione.  11  loro  elemento  lineare  riferito  ai  me- 
ridiani e  ai  paralleli  e 


ds^^^d  ti^  -i 


[u  _  liP 

ce^  +  c'e    ''\  dv\ 
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Secondochò  e,  c\  sono  dello  stesso  segno,  una 
di  esse  zero,  o  infine  di  segno  contrario,  si  hanno 
tre  tipi  di  superfìcie  pseitdosf eriche  di  rotazione. 
Questi  tre  tipi  prendono  il  nome  da  quello  della 
forma  che  assume  l'elemento  lineare  riferito  ai 
meridiani  e  paralleli  scelti  come  linee  coordinate. 
1.  Tipo  iperbolico.  Le  costanti  e,  e'  sono  dello 
stesso  segno  :  V  elemento  lineare  riferito  ai  meri- 
diani e  paralleli  è  dato  da 

ds^^^^dn^  +  >^^  cosh'^  ~  d  v^, 
K 

Tale  superfìcie  è  generata  dalla  curva 


u 


w  —  l  cosh  --,        2/  —  j  V/ 1  —  P^  senh^  -^  d  u 

che  rota  intorno  trasse  di  y. 

2.  Tipo  2mrabollco,  Una  delle  costanti  e,  e  è 
zero,  Velemento  lineare  riferito  ai  meridiani  e 
paralleli  è  dato  da 

'In 

ds^  =  du^  +  e^  d  v^. 

Tale  superfìcie   è   generata  dalla  curva  (trat- 
trice) 


che  rota  intorno  Vasse  y. 

Questa  curva  gode  della  proprietà  che  la  por- 
zione della  sua  tangente  intercetta  fra  II  punto  di 
contatto  e  Vasse  y  (che  è  un  assintoto)  è  costante 
(eguale  ad  B)  (v.  Gap.  XVII). 
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La  superficie  di  questo  tipo  si  dice  pseudosfera. 
3.  Tipo  ellittico. r Le  due  costanti  e,  c^  sono  di 
segìio  coìUrario.  ^elemento  lineare  riferito  ai  rne- 
ridiani  e  ai  paralleli  è  dato  da 

d  s^  -^  d  u^  +  y^  senh^  -^r  d  v^^ 
Tale  superfìcie  è  generata  dalla  curva 


00  =  1  senh  -,        y  ^-      y  1  —  d2  ^^^^^  -pdu 
che  rota  intorno  Passe  y* 


Le  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica 
hanno  in  ogni  punto  la  torsione  costante  (En- 
neper). 

In  ogni  quadrilatero  curvilineo  compreso  fra 
quattro  assintotiche  di  una  superfìcie  pseudosfe- 
rica^  gli  angoli  opposti  sono  eguali  (Dini). 

Fra  le  superficie  pseudosferiche  sono  notevoli 
quelle  di  Dmi  {Compt.  Bend.,  1865)  e  quelle  di 
Enneper  [Gott,  Nach.,  1868)  di  cui  è  caso  parti- 
colare la  superficie  studiata  da  Bianchi  {Diss, 
Pisa,  1879;  3£ath,  Ami.,  XVI). 

Fra  le  superficie  a  curvatura  costante  positiva 
sono  notevoli  quelle  anche  di  Enneper  di  cui  ò 
caso  particolare  quella  di  Kuen  [Milnch.  Berichte^ 
1884). 

Tutte  queste  superfìcie  a  curvatura  costante  ne- 
gativa 0  positiva,  hanno  la  proprietà  comune  di 
possedere  un  sistema  di  linee  di  curvature  piane. 

Le  coordinate  di  un  punto  delle   superficie  di 
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Enneper  si  esprimono  per  funzioni  ellittiche  di 
due  parametri;  invece  per  le  altre  superficie  so- 
praindicate bastano  le  funzioni  circolari. 

La  superficie  pseudosferica  di  Bini  è  generata 
da  una  trattrice  che  si  muove  con  movimento  eli- 
coidale intorno  al  proprio  assintoto  (v.  sopra). 
Essa  è  dunque  un  elicoide. 

Un  sistema  delle  sue  linee  di  curvatura  è  for- 
mato dai  meridiani  (trattrici);  V altro  sistema  è 
formato  di  curve  descritte  su  sfere  aventi  il  cen- 
tro snlVasse;  queste  ultime  sfere  tagliano  ortogo- 
nalmente ^elicoide. 

Data  una  superficie  pseudosferica  di  raggio  B, 
se  su  di  essa  si  considera  ìin  sistema  di  geodetiche 
parallele.,  e  su  ogni  tangente  di  queste  si  stacca 
un  segmento  lungo  quanto  R  a  cominciare  dal 
punto  di  contatto^  il  luogo  dei  punti  estremi  di 
tutti  questi  segmenti  è  una  nuova  superficie  pseu- 
dosferica col  medesimo  raggio.  La  data  e  la  nuova 
superfìcie  formano  le  due  falde  dell'  evoluta  di 
una  medesima  superfìcie  le  cui  normali  sono  le 
sopradescritte  tangenti  (Bianchi). 

Cou  questo  teorema,  da  una  superficie  pseudo- 
sferica se  ne  possono  ricavare  infinite  altre;  la  tra- 
sformazione racchiusa  dal  precedente  teorema  si 
suol  chiamare  trasformazione  complementare  (Bian- 
chi) ;  essa  ò  un  caso  particolare  di  una  trasforma- 
zione più  generale  che  si  chiama  trasformazione  di 
Baecklund  {Lunds  Univ.  Arsskrift^  XIX,  1883; 
Math.  Ann.  IX,  XIX). 

Se  si  applica  la  precedente  trasformazione  ad 
una  pseudosfera  (superficie  di  rotazione  generata 
da  una  trattrice)  si  ha  la  superficie  considerata  da 
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Bianchi  e  che  (come  abbiamo  detto)  è  caso  par- 
ticolare di  altre  considerate  da  Enneper,  aventi 
la  proprietà  di  possedere  un  sistema  di  linee  di 
curvatura  piane.,  come  Velicoide  del  Dini. 

Le  coordinate  di  un  punto  della  superfìcie  in 
discorso  si  esprimono  in  funzione  di  due  para- 
metri u.,  V.,  colle  formole 

x  =  2  It  -— , — ^ ^-~  (cos  V  +  V  seu  v) 

l  +  v^  sen'^  u 

senu 

y  =^z  K  r— 7— o ^9—  (sen  v  +  v  qo^v) 

1  -t  v^  sen"^  u 

z  =  K     log  tg        u  +  TT  -^^ 2 

Essa  ha  una  curva  doppia. 

Modelli  in  gesso  di  questa  superfìcie,  come  an- 
che dell'elicoide  di  Bini,  si  trovano  nella  raccolta 
edita  da  L.  Brill  a  Darmstadt  ;  essi  sono  anche 
posseduti  dall'Istituto  matematico  dell'Università 
di  Pavia.  Nella  stessa  raccolta  sono  compresi  an- 
che modelli  delle  superfìcie  a  curvatura  costante 
positiva  di  Enneper  e  Kuen  (sopranotate). 


Si  può  stabilire  una  trigonometria  pseudosfe- 
rica come  si  stabilisce  la  trigonometria  sferica,  con- 
siderando all'uopo  archi  di  geodetiche,  in  luogo 
di  circoli  massimi- 

la  generale  si  può  dire: 

Le  formole  trigonometriche  relative  ad  un  trian- 
golo geodetico  pseudosferico  si  deducono  da  quelle 
della  trigonometria  sferica  ordinaria.^  cangiandovi 

Pascal.  45 
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R  (raggio  della  sfera)  in  R\l — 1.  Questa  osser- 
vazione fu  fatta  per  la  prima  volta  da  Mtnding 
[Creile,  XIX,  XX}. 

Inoltre  : 

I  teoremi  della  geometria  non  euclidea  trovano 
nn^  effettiva  interpretazione  sulle  superficie  pseiido- 
sf diche.  Vedi  su  ciò  Beltrami  (Saggio  ecc,  Giorn. 
di  Batt.,  VI,  1868). 


Sulle  superficie  a  curvatura  costante,  oltre  i  la- 
vori già  citati,  ricorderemo  ancora  i  lavori  di  Bel- 
TKAMi  {Ann,  di  mat.,  VII),  Dmi  {Giorn,  di  Batt., 
Ili),  Bianchi  {Math,  Ann.,  XVI;  Giorn,  di  Batt., 
XX;  Bend.  Lincei,  1892, 1899),  Hazzidakis  [Creile, 
LXXXVIII),  Weingarten  (Creile,  XCIV,  XCV), 
Dabboux  {Compt.  Bend,,^lSS3',  Ann,  Éc.  norm., 
1890),  GuiCHARD  [Ann»  Ec.  norm.,  1890),  ecc.  Un 
lavoro  recentissimo  sulla  teoria  delle  superficie  a 
curvatura  costante,  dal  punto  di  vista  di  un  me- 
todo nuovo  di  Weingarten  per  la  teoria  dell'ap- 
plicabilità (v.  citazione  al  §  10),  è  quello  di  Bian- 
chi {Ann,  di  mat.,  serie  3.*,  II). 

Per  le  trasformazioni  delle  superficie  a  curva- 
tura costante  positiva,  oltre  il  lavoro  di  Haz- 
zidakis (clt.)  vedi  le  recenti  note  di  Bianchi 
[Rend.  Lincei,  1899). 
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§  12.  —  Superficie  a  curvatura 
media  costante.  superficie  minime. 


Le  due  superfìcie  parallele  ad  una  superfìcie  S 
a  curvatura  costante  positiva  K^^--.  e  distanti 
da  essa  della  quantità  ±  i?,  sono  a  curvatura  me- 
dia costante  H=^±:  -.  (Bonnet.) 

Reciprocamente  ogni  superfìcie  a  curvatura  me- 
dia costante  zt  -^  ite  ha  una  parallela^  alla  di- 
stanza Rea  curvatura  assoluta  costante   —^. 

R^ 

Considerando  come  corrispondenti  i  punti  delle 
tre  superficie  situati  sulla  medesima  normale,  la 
rappresentazione  delle  due  superfìcie  a  curvatura 
media  costante  V ima  sidV altra  è  conforme;  e  la 
rappresentazione  di  una  di  queste  su  S  è  tale  che 
a  due  direzioni  ortogonali  su  essa  corrispondono 
sempre  su  S  due  direzioni  coniugate  (v.  Chini, 
Giorn.  di  Batt.,  XXVII,  1889). 

IJelemento  lineare  di  ogni  superfìcie  a  curva- 
tura media  costante  ±  —,  riferita  alle  sue  linee 
K 

di  curvatura  u^  Vj  assume  la  forma 
ds^--R'e±^Hdii'-^dv') 


-r. — ^  +  V. — o  =  "~  senh  0  cosh  0. 
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dove  0  soddisfa  alla  relazione 

d  n^       d  v^ 

Quindi  : 

Le  linee  di  curvatura  di  ogni  superfìcie  a  cur- 
vatura media  costante  formano  un  sistema  iso- 
termo. 

Ogni  superfìcie  a  curvatura  media  costante  può 
deformarsi  serbando  la  stessa  curvatura  media, 
in  guisa  che  le  nuove  linee  di  curvatura  sieno  le 
traiettorie  sotto  angolo  costante  chlle  antiche 
(Bonnet). 

Le  superficie  di  rotazione  a  curvatura  inedia  co- 
stante si  ottengono,  secondo  il  teorema  di  Bonnet, 
da  una  deformata  di  rotazione  della  sfera  di  rag- 
gio i?,  tagliando  sulle  normali  da  una  parte  e  dal- 
l'altra delle  lunghezze  eguali  ad  R. 

Si  hanno  in  tal  maniera  due  tipi  di  superficie 
di  rotazione  a  curvatura  media  costante,  e  sono 
rispettivamente  Fonduloide  e  il  nodoide. 

Per  definire  la  curva  meridiana  di  tali  super- 
ficie serve  il  seguente  elegante  teorema  di  De- 
launay: 

Le  curve  meridiane  dell' onduloide  e  del  nodoide 
sono  le  curve  descritte  nel  piano^  dal  fuoco  di  un 
ellisse  0  di  unHperhole  che  rotola  senza  strisciare 
su  di  una  retta  (che  è  poi  Vasse  di  rotazione)* 

Facendo  invece  rotare  la  curva  descritta  nel 
piano  dal  fuoco  di  ima  parabola  che  rotola  senza 
strisciare  su  di  una  retta^  intorno  a  questa  retta 
medesima^  la  superficie  di  rotazione  che  si  genera 
è  a  curvatura  media  anche  costante^  ma  zero.  Essa 
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è  il  CATENOIDE  ^(clie  è  perciò  una  superficie  ad 
area  minima,  v.  più  sotto). 

Si  dicono  superficie  ad  area  minima  o  elassoidi 
quelle  che  fra  tutte  le  superfìcie  terminate  al  me- 
desimo contorno,  e  infinitamente  poco  diverse  da 
esse,  racchiudono  la  minima  area. 

Indicando  con  p,  q,  r,  5,  t  le  derivate  parziali 

'      d^'    '    '     dxdy    '  drf 

ricavate  dalV equazione  z  =- f{xy)  della  superficie, 
Vequazione  a  derivate  parziali  delle  superficie  ad 
area  minima  è 

dX\/{+p'^  +  q'i     '    8y  v^l  ^p2_|_^2 

ovvero: 

{ì+q^)r  —  2pqs  +  a  +  p^jt  =  0. 

Nelle  superficie  ad  area  minima  i  raggi  prin- 
cipali di  curvatura  sono  in  ogni  punto  eguali  e 
di  segno  contrario,  ovvero  la  curvatura  media 
H  È  ZERO.  Viceversa  ogni  superficie  a  curvatura 
MEDIA  ZERO,  è  ad  area  minima. 

La  rappresentazione  sferica  per  una  superficie 
minima  è  una  rappresentazione  conforme  {Bo^ì^bt), 

ly unica  superficie  ideale  sviluppabile  ad  area  mi- 
nini  a  è  il  piano. 

Su  di  una  superficie  minima  le  assintotiche  for- 
mano un  doppio  sistema  ortogonale^  e  le  linee  di 
curvatura  un  doppio  sistema  ortogonale  isotermo. 
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Le  coordinate  di  un  punto  di  ima  superficie  ad 
area  minima  sono  date  dalle  f or  mole  (di  Weier- 

STKASS) 

X  =  parte  reale  di      (1  -  x^)  F{i)  d  t 

y=     .        .      j  ì(1^t2)ì^^(t)c^x 


[2tF(t) 


d 


T. 


dove  ì^{t)  è  una  qualunque  funzione  della  varia- 
bile  complessa  t;  ad  ogni  F  corrisponde  una  de- 
terminata superficie  yninima^  e  viceversa. 

Indicando  con  t^,  jp\  (t^)  le  variabili  complesse 
coniugate  rispett.  delle  variabili  t,  jF^t),  V elemento 
lineare  della  superficie  ad  area  minima  è  dato  da 
d s2  -^  (1  +  X  T, )2 F.-z)  F,  (Ti)  dTd^, 

e  il  raggio  principale  posUivo  di  curvatura  da 

Le  formole  di  Weierstrass  possono  porsi  ancora 
sotto  la  forma: 

X  =  parte  reale  di  (  1  —  t^j  ^"  (t)  i-  2  t  cp'(t)  -  2  q  (ti)  } 
y=      .  .       U*  (1  +  t2)  f  (t)  - 2 i t  cp^  (t)  -- 2 i'f  (t; 

dove  ^  (-e)  è  a  sua  volta  ima  funzione  arbitraria. 
Tutte  le  superficie  minime  algebriche  si  otten- 
gono da  queste  formole  ponendo  per  f  (t)  una  fun- 
zione algebrica  di  t^ 
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Se  due  superficie  minime  sono  applicabili  runa 
sulValtra^  la  funzione  F  corrispondente  alVuna 
superficie,  deve  essere  eguale  alla  funzione  F  re- 
lativa alValtra^  moltiplicata  per  V esponenziale  e^'% 
dove  ^  è  ima  costante  arbitraria  reale.  Così  si  ot- 
tengono le  deformazioni  più  generali  di  ima  su- 
perficie ad  area  minima  per  le  quali  si  conservano 
ad  area  minima. 

Due  superficie  minime  che  così  si  ottengono  si 
dicono  associate. 

Ponendo  oc  =  ~ -  le  due  superficie  minime  si  di- 

cono  coniugate  in  applicabilità  (Bonnet). 

Le  superficie  ad  area  minima  applicabili  sopra 
superficie  di  rotazione,  e  quindi  in  infiniti  modi 
su  sé  stesse,  si  ottengono  dalle  formole  di  Weier- 
STRASS  ponendo 

dove  Jc  è  costante  reale,  e  C  costante  qualunque» 
Per  k  =  —  2  si  hanno  superficie  elicoidi, 
ly unica  superficie  rigata  ad  area  minima  è  Veli- 

coide  di  equazione: 

y 

z:=z7n  are  tg  "   .  {Elicoide  rigata  ad  area  minima; 

X 

teor,  di  Catalan.) 
La  superficie  di  equazione 


z 


\/  x^  +  y^  =  m  cosh  —  (catenoide  o  alisseide) 


m 


è  una  superficie  ad  area  minima;  ''•  essa  è  quella 


*  Per  la  costruzione  della  curva  meridiana  del  catenoide 
yedi  più  sopra,  pag.  708. 
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superfìcie  di  rotazione  su  cui  è   applicabile  Veli- 
coide  rigata  del  teor.  precedente  ;  essa  è  runica  su- 
perficie di  rotazione  ad  area  minima. 
Ponendo  nelle  formole  di  Weierstrass 

si  ha  una  superficie  minima  algebrica,  che  si  chia- 
ma la  superficie  minima  dì  Henneberg  ;  essa  è 
ima  superficie  ad  una  faccia  sola  (y.  Gap.  XVIII)  ; 
è  della  5.*  classe  e  del  15,^  ordine. 

In  generale  ponendo  per  i^^(t)  una  funzione  tale 
che  indicando  con  i^o(^)  1^  funzione  che  da  essa 
si  ottiene  mutando  tutti  i  coefficienti  nei  loro  con- 
iugati, si  abbia 


^»-^^-^ 


le  superficie  che  si  ottengono  sono  ad  una  faccia 
sola. 
Ponendo 

FÌT)  =  S 

si  ha  la  superficie  di  cui  le  coordinate  di  un  punto 
sono: 

ir  =  3  a  +  3  oc  62  _  aS  t  —  ce  +  i  p 

Z  =  3  (a2  -  p2^^ 

Questa  superficie  minima  $i  chiama  là  superficie 
di  Enneper, 
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Essa  è  del  9.^  ordine  ;  le  sue  linee  di  curvatura 
sono  cubiche  piane  di  genere  zero^  e  le  sue  linee 
assintotiche 

a  —  p  =  cost.        a  +  B  =  cost. 

sono  cubiche  gobbe. 

La  superfìcie  di  Enneper  è  applicabile  su  di  una 
superfìcie  di  rotazione. 

Essa  è  V  inviluppo  dei  piani  perpendicolari  nel 
punto  medio  alle  congiungenti  i  punti  di  due  pa- 
rabole aventi  il  medesimo  fuoco  (Darboux). 

Tutte  le  associate  (v.  pa^.  711)  della  superfìcie 
di  Enneper.^  hanno  la  medesima  forma  di  essa. 

Ponendo 

♦  1 


\/ 1  ~  14  T^  --f-  T» 

si  ha  la  cosiddetta  superfìcie  minima  di  Schwarz^ 
terminata  dal  quadrilatero  storto  formato  colle  due 
coppie  di  spigoli  opposti  di  un  tetraedro  regolare. 

Que*sta  superfìcie  risolve  per  un  caso  speciale  il 
cosiddetto  problema  di  Plateau,  cioè  il  pro- 
blema: dato  un  contorno  chiuso  costruire  una  su- 
perficie minima  terminata  in  quel  contorno  e  priva 
all'interno  di  punti  singolari. 

Sperimentalmente  il  Plateau  risolvette  il  pro- 
blema immergendo  un  filo  di  metallo  foggiato 
come  il  contorno  assegnato,  in  un  liquido  speciale 
leggermente  vischioso,  composto  p.  es.  di  glicerina  ; 
la  lamina  sottilissima  di  liquido  che  resta  attac- 
cata al  contorno,  si  foggia,  per  i  principi  di  mec- 
canica, precisamente  come  una  superficie  ad  area 
minima, 
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Fra  le  superficie  minime  noteremo  infine  quella 
cosiddetta  di  traslazione  di  Schekk  la  quale  si 
ottiene  cercando  le  soluzioni  della  forma 

^  =  ?  (^)  +  ?  {y) 

della  equazione  differenziale  delle   superficie   mi- 
nime. Essa  ha  per  equazione  : 

[Creile,  XIII, 
18B5). 


^  =■  —    log  cos  [a  x)  —  log  cos  {a  y) 


Se  lina  superficie  minima  ha  le  linee  di  ctirva- 
tura  di  un  sistema,  piane,  anche  quelle  delVaUro 
sistema  saranno  piane. 

Ogni  retta  giacente  sopra  una  superficie  minima 
è  asse  di  simmetria  per  la  superficie. 

Se  un  piano  taglia  ortogoìialmente  in  ciascuno 
dei  punti  d^  intersezione,  una  superficie  minima.^ 
esso  è  piano  di  simmetria  per  la  superficie. 

Affinchè  una  superficie  sia,  applicabile  su  di 
una  superficie  ad  area  minima,  è  necessario -e  suf- 
ficiente che  la  forma  differenziale  che  ne  rappre- 
senta V elemento  lineare^  moltiplicata  per  sj  —  K 
dove  K  è  la  curvatura  totale,  sia  zero  (Ricci). 


Se  si  esclude  un  caso  molto  particolare  trattato 
da  Eulero  (Methodus  inveniendi,  ecc.,  1744)  fu 
Lagrange  {Mise.  Taur.,  II)  che  trattò  per  il 
primo  delle  superficie  minime  come  applicazione 
del  calcolo  delle  variazioni. 

L'equazione  differenziale  delle  superficie  minime 
fu  indi  studiata  da  Meusnier,  Monge,  Legendre, 
Ampère, 
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Altri  lavori  fra  i  più  notevoli  furono  quelli  di 
PoissoN  {Creile,  Vili),  Scherk  (cit.),  Steiner 
(Beri.  Berich.,  1840)  che  trovò  un  teorema  sulle 
superfìcie  parallele  alle  superficie  minime,  Bon- 
NET  {Compi,  Rend.,  1853),  Enneper  {Zeitschr.  fiir 
Math,,  IX,  1864),  Weierstkass  {Beri.  Berieh., 
1866),  RiEMANN  (Gott.  Abhand.,  XIIT,  1867),  Bel- 
TRAMi  (Meni.  Bologna,  1868),  Schwarz  {Berlin. 
Berich.,  1872;  Creile,  LXXX;  Opere,  I),  Lie 
{Math.  Ann.,  XTV),  ecc. 

Per  altre  indicazioni  storiche  e  per  una  tratta- 
zione completa  delP argomento  rimandiamo  all'o- 
pera del  Darboux  {Th.  des  surfaces,  ecc.,  I);  un 
riassunto  storico  si  trova  anche  nella  citata  Me- 
moria di  Beltrami. 

Nella  collezione  di  modelli  editi  da  L.  Brill 
si  trovano  molti  modelli  in  gesso  di  superficie  mi- 
nime; alcuni  di  essi  sono  anche  posseduti  dall'I- 
stituto matematico  di  Pavia. 


Delle  superficie  a  curvatura  media  costante  trat- 
tarono specialmente  Delaunay  {Creile,  VI),  Sturm 
(Ibid.),  Jellet  {Id.,  XVIII),  DiNi  {Ann.  di  mat.^ 
VII),  ecc. 


§  13.  —  Superficie  evolute. 

Il  luogo  dei  due  centri  di  curvatura  principali 
nei  punti  di  una  superficie  (v.  §  9)  si  dico  super- 
ficie evoluta  della  data,  la  quale  dicesi  evolvente. 

Si  dice  poi  evoluta  inedia  quella  inviluppata  dai 
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piani  perpendicolari  alle  normali  alla  superfìcie 
nei  punti  medi  del  segmento  limitato  dai  due  cen- 
tri di  curvatura  (Ribaucoue). 

Ciascuna  delle  due  falde  dell'evoluta  può  anche 
considerarsi  come  il  luogo  dello  spigolo  di  regresso 
della  sviluppabile  formata  dalle  normali  alla  su- 
perficie lungo  i  punti  di  una  linea  di  curvatura  di 
ciascuno  dei  due  sistemi. 

Tali  spigoli  di  regresso  sono  linee  geodetiche 
per  la  superficie  evoluta. 

Sulla  superficie  evoluta  le  linee  corrispondenti 
alle  linee  di  curvatura  dèlia  data  formano  un  si- 
stema coniugato  (v.  §  9). 

Per  una  superficie  tale  che  esista  una  relazione 
fra  i  suoi  raggi  principali  di  curvatura^  le  linee 
assintotiche  sulle  due  falde  delVevoluta  si  corri- 
spondono e  reciprocamente. 

Per  tali  superfìcie  *  il  prodotto  delle  curvature 
totali  nei  punti  corrispondenti  delle  due  falde  del- 
Vevoluta G  — -^  dove  ri  7^2  ^^^^  ^  ^^^^  raggi 

di  curvatura  della  superfìcie  data.,  in  ciascun 
punto  (Halphen). 

In  particolare:  per  le  superfìcie  a  curvatura  K 
costante  e  per  esse  soltanto  le  assintotiche  sulle  due 
falde  delVevoluta  non  solo  si  corrispondono  fra 
loro,  ma  corrispondono  alle  assintotiche  della  su- 
perfìcie. 

Per  le  due  falde  delVevoluta  delle  superfìcie  i 
cui  raggi  di  curvatura  sono  legati  dalla  relazione 


*  Alcuni  le  BOgliono  chiamare  superfìcie   W  (v.  pag.  7I7( 
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f'i  —  r2  =  cost.  e  solo  per  esse^  le  linee  di  curva- 
tura si  corrispondono,. 

Ciascuna  falda  delVevoluta  di  una  superficie  di 
cui  i  raggi  di  curvatura  sono  legati  da  una  re- 
lazione^ è  applicabile  su  di  una  superficie  di  ro- 
tazione; e  viceversa,  salvo  le  superficie  rigate  luogo 
delle  normali  principali  alle  curve  a  torsione  co- 
stante (applicabili  sul  catenoide),  ogni  altra  su- 
perficie applicabile  su  di  una  superficie  di  rota- 
zione^ può  considerarsi  come  una  falda  delVevo- 
luta di  una  superficie  di  cui  i  raggi  di  curvatura 
sono  legati  da  una  relazione  (teorema  di  Wein- 
garten). 

Ciascuna  falda  delV  evoluta  di  una  superficie 
pseudosferica  è  applicabile  sid  catenoide. 


Sono  state  studiate  da  Appell  le  superficie  in 
cui  revoluta  media  si  riduce  ad  un  punto  (Americ. 
J.,  X)  e  da  GouESAT  (Ibid.)  quelle  i  cui  raggi  di 
curvatura  soddisfanno  a 

ri  +  r2  —  w.  0 

essendo  |^-  una  costante  e  o  la  distanza  dell'origine 
dal  piano  tangente. 

IJ evoluta  media  di  una  superficie  di  Goursat  è 
ancora  una  superficie  di  Goursat. 


Delle  superficie  i  cui  raggi  principali  di  curva- 
tura sono  legati  da  una  relazione  si  occuparono 
Weingarten  {Creile,  LXIl,  CHI),  per  cui  (come 
abbiamo  notato)  quelle  superficie  furono  da  alcuni 
chiamate  superficie  TF;  indi  Halphen  {Bidl.  Soc. 
math.,  IV),  LiE  {Bidl.  des  sciences  math.,  IV), 
Beltrami  {Ann.  di  mat.^  VII),  Dini  [Id.,  Id.),  ecc. 
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Il  LiPSCHiTZ  {Acta,  X;  Compt,  Eend,,  1887) 
e  LiLiENTHAL  {Ada,  XI)  trattarono  il  caso  iu  cui 
è  costante  la  differenza  dei  due  raggi  di  curva- 
tura principali. 

Le  superficie  canali  entrano  come  caso  parti- 
colare fra  le  superficie  TF,  come  quelle  in  cui  è 
costante  uno  dei  raggi  di  curvatura.  Evidente- 
mente altri  casi  particolari  sono  le  superficie  mi- 
nime, e  le  superficie  a  curvatura  (assoluta  o  me- 
dia) costante. 


§  14.  —  Sistemi  tripli  di  superficie 
ortogonali. 

Supponiamo  assegnati  tre  sistemi  ciascuno  di  oo^ 
superficie,  e  tali  che  per  ogni  punto  di  una  certa 
regione  dello  spazio  passi  una  sola  superficie  di 
ciascuno  dei  tre  sistemi.  Facendo  corrispondere 
univocamente  ciascuna  superficie  di  ciascuno  dei 
tre  sistemi  ai  valori  di  tre  parametri  px,  p2,  Ps, 
questi  possono  intendersi  come  coordinate  curvi- 
linee del  punto  dello  spazio.  I  tre  sistemi  di 
superficie  formano  ciò  che  si  chiama  un  sistema 
triplo  di  superficie. 

Se  X,  ?/,  z  sono  le  coordinate  cartesiane  dei 
punti  dello  spazio  e 

Pi  =^fi(ooyz) 


H\ 
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sono  le  equazioni  delle  tre  superficie,  risolute  ri- 
spetto ai  parametri  p^^.  le  x.^  t/,  z  possono  intendersi 
espresse  mediante  le  p,  e  una  relazione  fra  le  p 
corrisponde  all'equazione  di  una  superficie  in  coor- 
dinate curvilinee  p. 

Il  quadrato  della  distanza  fra  due  punti  infi- 
nitamente vicini  dello  spazio  espresso  in  coordi- 
nate curvilinee y  sarà  dato  dalla  formola 

ds'  =  H,'dp,'  +  H^'dp2'  +  II,'d^'.s  + 

+  2  //,2  <^  Pi  ^  P2  +  2  /h3  dpidp^  +  2  /?23  d  p2  d  p3 

dove 

la  ?i } 

0  ?i  a  ?j 

intendendo  col  simbolo  -  che  si  debba  fare  la 
somma  dei  tre  termini  che  si  ottengono  mutando 
00  rispett,  in  y  e  in  z. 

Tale  distanza  si  dice  Y  elemento  lineare  dello 
spazio. 

Se  Jii2  =  7^23  ==  7^3  ""-"^  0,  allora  ciascuna  delle  su- 
perficie di  un  sistema  è  ortogonale  a  ciascuna  de- 
gli altri  due  sistemi;  e  reciprocamente;  in  tal  caso 
il  sistema  triplo  si  dice  sistema  triplo  ortogonale. 

Per  i  sistemi  tripli  ortogonali  è  fondamentale 
il  teorema  di  Dupin: 

In  ogni  sistema  triplo  ortogonale  la  linea  di  in* 
tersezione  di  due  superficie  di  diverso  sistema  è 
linea  di  curvatura  per  ambedue. 

Inoltre,  più  completamente: 
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La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  a 
due  sistemi  di  superficie  ortogonali  fra  loro^  possa 
associarsene  un  terzo  ortogonale  con  ambedue^  è 
che  i  due  primi  si  incontrano  lungo  linee  di  cur- 
vatura (Dakboux,  Ann.  Ec.  norm.^  1866). 

Ogni  sistema  <x>^  di  sfere  o  piani  appartiene  a 
infiniti  sistemi  tripli  ortogonali. 

Ogni  sistema  di  superficie  parallele  appartiene 
ad  un  sistema  triplo  ortogonale  ;  le  superficie  degli 
altri  due  sistemi  sono  le  sviluppabili  luogo  delle 
normali  lungo  le  linee  di  curvatura  delle  prime 
superficie. 

Per  nn  sistema  triplo  ortogonale^  le  H  come 
funzioni  delle  p,  soddisfanno  alle  sei  equazioni 
differenziali,  dette  di  Lamé: 

d^Hi     _    1    BHkdHi    ,     1  dHj  dHi 


d  py  d  9h       Hk    d  ?j     d?k    '  Hj    d  fa.    d  ?j  ' 

d  ?i  \Hì    d?i)      d  9k  \m  ~~d9ic  )  ^ 

1     d  Hi  S  Hk      ^ 
H^j    o?j     d?j 

Queste  condizioni  cui  devono  soddisfare  le  H^ 
sono  necessarie  e  sufficienti  perchè  si  abbia  un  si- 
stema triplo  ortogonale  ;  se  esse  sono  soddisfatte^ 
esiste  uno  e  uno  solo  sistema  triplo  ortogonale  che 
vi  corrisponde. 

Con  una  trasformazione  dello  spazio^  per  raggi 
vettori  reciproci.,  un  sistema  triplo  ortogonale^  si 
trasforma  in  un  aitilo  anche  triplo  ortogonale» 

Uno  dei  più  semplici  e  mag-giormente  studiati 
sistemi  tripli  ortogonali  è  quello  del  sistema  di 
guadriche  confocali. 
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Esso  è  formato  dalle  tre  superficie  {a^>h^>  c^) 

(r+Pi       6- +  Pi       e- +  Pi 

^2  ^,2  -     ^2 

+  z;2^-T-  +  :rT^  =- 1,  (-  b'<  p,<  -  e') 


a^  +  p2        P  -I-  p2       c^  +  P2 

X'^  -?/-  :2^ 

a^  +  ?3       b^  ^'  P3       e'  +  Ps 

di  cui  la  prima  è  im  ellissoide,  la  seconda  è  un 
iperboloide  ad  ima  falda^  e  la  terza  è  un  iperbo- 
loide a  due  falde  (v.  anche  pag.  188-189). 

Le  coordinate  corrispondenti  a  tal  sistema  tri- 
plo ortogonale  si  sogliono  chiamare  coordinate  el- 
littiche (Lame). 

Velemento  lineare  in  coordinate  ellittiche  è  dato 
dalla  relazione 

,7 .2  —  1   r  _   JPi  -  P2)ÌPi  —  h)         ^  .,  2   , 


+  Pi)  [b'  +  Pi)  (c^  ^  Pi) 

(P2  —  h)  (P2  -  Pi) 

-Ì-P2)(6^+P2)(C^'- 
(P3  ~  Pi)  (P3  —  P2) 


,  (P2  —  P3)  (P2  —  Pi)  .      .     , 

"^(a^+P2)(6^+P2)(c^^+P2)        ^'    '^' 


^^P3' 


La  teoria  delle  coordinate  curvilinee  nello  spa- 
zio fu  introdotta,  prima  pel  caso  speciale  delle 
coordinate  ellittiche,  da  Lamé  {Menu  prés.^  V, 
1833  ;  Creile^  II),  e  indi  dal  medesimo  Autore  per 
il  caso  generale  delle  coordinate  ortogonali  {Creile^ 
V,  XVI;  Legons  sur  les  coordonnées  ciirvilignes^ 
Paris,  1859). 

Pascal.  46 
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Altri  layori  furono  quelli  di  Aoust  {Creile, 
LVIII,  Ann,  di  mal,,  1.-  s,  VI;  2."  s.,  II,  III, 
Y),  Brioschi  (M,  2/^  s.,  I),  Codazzi  {Id.,  1.*  s., 
Vili,  2.-  s.,  I,  II,  IV,  V},  Daeboux  [Ann,  Éc, 
norm.,  1866,  1878),  Roberts  (Creile,  LXII),  ecc. 

Lavori  più  recenti  sono  quelli  di  Bianchi  {Giorn. 
di  Batt,  XXI,  XXII;  Ann.  di  mat.,  2.*  s.,  XIII, 
XIV,  XVIII,  XIX,  Bend,  Lincei,  1885, 1886, 1890; 
Mem,  Lincei,  1887,  ecc.).  In  questi  lavori  sono 
denominati  sistemi  tripli  di  Weingarten  quei  si- 
stemi ortogonali  (la  cui  esistenza  fu  riconosciuta 
per  la  prima  volta  da  AVeingarten)  contenenti 
un  sistema  di  superficie  pseudosferiche  (o  anche 
a  curvatura  costante  positiva)  tutte  col  medesimo 
raggio. 

Una  classe  importante  di  tali  sistemi  fu  cono- 
sciuta, sin  dal  1870,  da  Ribaucour  [Compi,  Bend., 
LXX).  Il  teorema  fondamentale  di  Weingarten 
relativo  a  tali  sistemi  si  trova  per  la  prima  volta 
riportato  in  una  Nota  di  Bianchi  {Bend.  Lincei, 
25  febbr.  1885,  15  marzo  1885). 

Un  libro  recente  di  Darboux  {Legons  sur  les 
sistèmes  orthog.,  ecc.  Paris,  1898)  è  dedicato  com- 
pletamente alla  teoria  dei  sistemi  tripli  e  delle 
coordinate  curvilinee  nello  spazio. 


§  15.  —  Congruenze  di  rette. 

Al)biamo  già  definito  in  altro  luogo  (v.  Capi- 
tolo XI Vj  le  congruenze  di  rette  nello  spazio, 
(dette  anche  sistemi  di  raggi)  cioè  gli  assiemi  di 
<x)2  rette  (ragp,  Strahlen)  dello  spazio. 
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Oltre  che  dal  punto  di  vista  di  Geometria  della 
retta,  tale  teoria,  la  quale  ha  intimi  legami  colla 
teoria  delle  superficie,  è  stata  profondamente  stu- 
diata dal  punto  di  vista  della  Geometria  infini' 
tesimale,  immaginando  che  la  congruenza  sia  qua- 
lunque (sia  0  no  algebrica). 

Immaginiamo  segata  la  congruenza  con  una  su- 
perficie, e  consideriamo  come  punto  di  partenza 
su  di  un  raggio  della  congruenza,  uno  dei  punti 
in  cui  quel  raggio  incontra  la  superficie. 

Siene  xyz\e  coordinate  di  tal  punto  e  X,  F, 
Zf  i  coseni  di  direzione  del  raggio. 

Scegliendo  un  sistema  di  coordinate  curvilinee 
li,  V  sulla  superficie,  porremo  :  * 


E, 


d  u  d  V 


V  d_x  ax^  ^^     ^  ax  dj^  ^ . 

d  w  d  V         '  d  te   d  V 

\d  VI  '  d  V  d'it 

^dXdoo^ 
hv  dv 

e  introdurremo  le  due  forme  differenziali  fonda- 
mentali  : 

Edu'-  +  2Fdudv  +  G  dv''  =  d  s^^  =^^(d  Xf 
edti^  +  if-^f)  dudv  +  gdv^~  ^  dxd  X 


*  I  simboli  i  8Ì  intendono  estesi  alle  tre  lettere  x,  .//, 
ovvero  X,  r,  Z,  in  modo  facile  ad  intendersi. 
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di  cui  la  prima  rappresenta  il  quadrato  dell' ele- 
mento lineare  della  rappresentazione  sferica  della 
congruenza,,  cioè  di  quella  curva  che  si  ottiene 
su  di  una  sfera  di  raggio  1,  conducendo  per  il  cen- 
tro della  sfera  il  raggio  parallelo  al  raggio  della 
congruenza,  e  considerando  il  punto  in  cui  quel 
raggio  incontra  la  sfera,  come  corrispondente  al 
raggio  della  congruenza. 

Indicando  con  dp  la  minima  distanza  (infinite- 
sima) fra  un  raggio  (^(,  v)  della  congruenza,  e  un 
altro  ad  esso  infinitamente  vicino  [u  -\~  dn,  v  -\-  d  v) 
si  ha 

1  \Edu  r  Fd'V,Fdu  +  Gdv 

dp  = — 

\J  EG  —  r'dsi  \e  d  u  +  fd  v,  f  du-hg  d  v 

e  se  è  r  V ascissa  del  piede  di  tal  minima  distanza 
sul  raggio  (^^,  v)^  è 

_       edu-  +  (f  -}-  f')dudv-i-gd  v^ 
*'  "^  "~     Ed  II'  -r2Fdudv  ^  Gd  v^  ' 

Su  ogni  raggio,  e  per  ogni  raggio,  della  con- 
gruenza sono  da  distinguersi  i  due  punti  limiti, 
i  due  fuochi^  il  punto  centrale^  o  niedio^  idue  piani 
principali,  i  due  piani  focali^  ecc.  per  le  cui  defi- 
nizioni rimandiamo  al  Gap.  XIY. 

Le  ascisse  r^  r2  dei  due  punti  limiti  sono  date 
dalle  radici  delV equazione  : 

(E  G    -  F')  r'  -\-\gE-if  4  f)  F  -  eG]r  + 


•^eg 


r-^T- 
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e  le  ascisse  p,  p2  dei  due  fuochi  sono  date  da 

{EG  -  F')  r  i   [ff  E—  (f  t  f)  F+eG]p  + 

^-eg-ff'^0. 

Chiamando  w  V angolo  che  la  minima  distanza 
dp  del  raggio  {ii^  v)  dal  raggio  [ti  -\-  dn^v  -\-  dv) 
forma  con  quella  il  cui  piede  cade  nel  punto  li- 
mite^  si  ha 

r  =  ri  cos^^  w  +  r2  seu^  w  (form.  di  Hamilton) 

Indicando  con  2  d  la  distanza  dei  dne  punti 
limiti^  è  con  2ò  la  distanza  dei  dne  fuochi,  si  ha  : 


i{EG—F''y 

Chiamando  y  l'angolo  dei  piani  focali  si  ha 

yjd^  —  l^  8 

cosY=--^— ,        senY  =  -. 


In  un  punto  P  di  un  raggio  della  congruenza 
conduciamo  un  piano  tu  perpendicolare  al  raggio,  e 
tracciamo  in  -^  attorno  F  una  curva  infinitesima  e 
che  racchiuda  un^area  A.  Sulla  sfera  rappresen- 
tativa, i  raggi  corrispondenti  a  quelli  uscenti  dai 
punti  di  e  determineranno  una  curva  chiusa  sfe- 
rica infinitesima  c\  di  area  A'. 

A' 
Il  limite  del  rapporto  -     si  chiama  la   densità 

della  congruenza  nel  punto  P. 

La  densità  della  congruenza  in  un  punto  P  si- 
tuato su  di  un   raggio   /,  è  eguale  alV inversa  del 


726    XF/,  15,  —  Densità  della  congruenza, 

prodotto  delle  distanze  di  P  dai  due  fuochi  si- 
tuati su  l. 

Consideriamo  il  fascetto  dei  raggi  partenti  dalla 
periferia  della  curva  e;  essi  formano  ciò  che  si 
chiama  un  fascio  infinitamente  sottile  di  raggi 
(Unendlich  dilnnes  Strahlenbilndel)  di  cui  la  retta 
l  si  chiama  asse. 

Segandolo  col  piano  passante  per  P  e  perpen- 
dicolare al  raggio  fondamentale  Z,  si  ha  per  se- 
zione la  curva  e;  segandolo  con  un  altro  piano 
parallelo  al  primo  e  passante  pel  punto  P^  di  Z, 
si  ha  un'altra  sezione  Cj  ;  le  aree  comprese  da  tali 
due  curve  sono  fra  loro  inversamente  proporzio- 
nali alle  densità  nei  rispettivi  punti  P  e  Pi. 

Se  l'ascissa  di  P  sul  raggio  l  è  r,  la  densità  in 
P  è  data  dalla  formola 

EG-'F^)r'^[gE-{f*f)F^eG]r^eg-ff'' 

La  densità  è  sempre  reale;  inoltre  quando  i 
fuochi  sono  reali^  la  densità  e  positiva  pei  punti 
esterni  al  segmento  dei  fuochi^  negativa  per  i 
punti  interni^  infinita  nei  fuochi^  ed  ha  il  più 
grande  valore  negativo  nel  punto  medio  del  rag- 
gio; se  poi  i  fochi  sono  immaginari  la  densità  è 
sempre  positiva  e  raggiunge  il  suo  massimo  nel 
punto  medio  del  raggio. 

Data  una  congruenza  di  raggi  sono  da  consi- 
derarsi cinque  superficie  che  hanno  colla  con- 
gruenza notevoli  relazioni;  esse  sono  le  superficie 
generate  dai  due  punti   limiti,   dai  due  fuochi,  e 
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dal  punto  medio.  Si  cliiamano  rispettivamente  sw- 
perficie  limiti,  superficie  focali,  superficie  media, 

I  raggi  della  congruenza  sono  le  tangenti  co- 
muni alle  due  superficie  focali. 

Si  chiamano  rigate  di  una  congruenza  quelle 
le  cui  ^i^eneratrici  sono  raggi  della  congruenza; 
rigate  principali  della  congruenza  quelle  rigate 
della  congruenza,  le  cui  linee  di  stringimento  coin- 
cidono col  luogo  dei  punti  limiti  dei  raggi  che  ad 
essa  appartengono. 

Esistono  due  serie  di  rigate  principali. 

Fra  le  rigate  della  congruenza  vi  sono  infinite 
sviluppabili;  propriamente  ve  ne  sono  due  serie. 

Si  chiamano  congruenze  normali  quelle  i  cui 
raggi  sono  normali  ad  una  medesima  superficie. 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  una 
congruenza  sia  normale  è  che  i  fochi  coincidano 
coi  punti  limiti.^  ovvero  che  i  piani  focali  sieno  fra 
loro  perpendicolari. 

Per  una  congruenza  normale  le  due  superficie 
focali  coincidono  colle  due  falde  deWevoluta  della 
superficie  normale  alla  congruenza;  e  la  densità 
nei  punti  di  tale  superficie  normale  coincide  colla 
curvatura  totale  della  medesima. 

Se  una  congruenza  normale  di  raggi  luminosi 
subisce  un  numero  qualunque  di  riflessioni  e  ri- 
frazioniy  essa  rimane  sempre  tma  congruenza  nor- 
male (teor.  di  Malus-Dupin)  (v.  anche  il  §  3  sulle 
caustiche  nel  Cap.  XVII\ 

A  questo  teorema  celebre  è  affine  un'altro  tro- 
vato poi  da  Beltkami  {Ricerche  di  analisi.^  ecc, 
Giorn.  di  Batt.,  II,  III),  e  che  dice  che  se  si  im- 
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maginano  partenti  dai  punti  di  una  superficie  S 
i  raggi  l  di  una  congruenza  normale.,  costruita 
la  superficie  normale  alla  congruenza  la  quale 
tagli  i  raggi  l  in  punti  P,  e  indi  deformata  la 
superficie  /S,  in  modo  che  essa  porti  con  sé  i  raggi 
della  congruenza  invariabilmente  connessi  con  essa^ 
la  nuova  congruenza  che  si  viene  ad  avere  è  an- 
cora normale.,  e  il  luogo  delle  nuove  posizioni  dei 
pu^nti  P  è  la  superfìcie  ad  essa  ortogonale. 

Se  in  ima  congruenza  di  raggi  sono  costanti 
nello  stesso  tempo  la  distanza  dei  fuochi  e  quella 
dei  punti  limiti^  le  due  superficie  focali  sono  su- 
perficie pseudosferiche  di  raggio  eguale  alla  di- 
stanza dei  punti  limiti  (Bianchi,  Ann.  di  mat.^  XY). 

Queste  congruenze  sono  state  chiamate  da  Bian- 
chi, congruenze  pseudosferiche. 

Una  congruenza  per  la  quale  si  ha 

f-hf 
e:—-'-:g^E:F:G 

2        ^ 

si  chiama  una  congruenza  isotropa  di  Ribatjcour. 
La  superficie  inviluppata  dai  piani  perpendi- 
colari ai  raggi  di  una  congruenza  isotropa  nei 
loro  punti  medi.,  è  una  superfìcie  d^area  minima 
(Rtbaucour\ 


Insieme  alla  teoria  delle  superficie  erano  state 
studiate  da  Monge  e  dai  suoi  discepoli  le  con- 
gruenze formate  dalle  normali  di  una  superficie; 
su  queste  congruenze  il  Malus  trovò  il  teorema 
sopranotato  pel  caso   ili  cui  si  abbia  inizialmente 
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un  sistema  di  rag^i  partenti  da  un  punto  (J.  Ec. 
polii.,  XIV,  cah.,  1808),  teorema  che  fu  poi  com- 
pletato da  DupiN  nel  modo  sopraindicato  (Applic. 
de  géom.  etc,  pour  faire  suite  mix  Développ.  de 
géom.  Paris,  1822). 

Le  congruenze  generali  furono  poi  considerate 
da  vari  autori,  Gergonne,  Quetelet  e  special- 
mente da  Hamilton  {[risii.  Trans.,  XV,  XVI, 
XVII,  1828-37),  e  indi  la  loro  teoria  fu  ripresa  e 
felicemente  sviluppata  da  Kummer  {Creile,  LVII, 
1860;  Beri  Monatsh.,  1859-60). 

A  questi  lavori  successero  molti  altri.  I  più  re- 
centi sono  quelli  di  Weingarten  [Creile,  XC  Vili), 
Bianchi  (ciU),  Guichard  Ann,  Ée.  norm.,  3.^  s., 
VI,  Compi .  Rend,,  1890-92),  ecc. 


CAPITOLO  XVII. 

Principali  generazioni  e  trasformazioni 

metricamente  specializzate  di  curve  e  superficie. 

La  geometria  di  curve  speciali. 


§  1.  —  Curve  e  superficie  inverse  ed  argue- 
SIANE.  Trasformazione  per  raggi  vettori 
RECIPROCI.  Trasformazione  Arguesiana. 

A  pag.  243  abbiamo  già  detto  che  la  trasfor- 
mazione per  raggi  vettori  reciproci  o  inversione 
si  può  ottenere  come  caso  particolare  di  una  tra- 
sformazione birazionale  quadratica,  ponendo  i  tre 
punti  fondamentali  della  trasformazione,  due  nei 
due  punti  ciclici  del  piano,  e  il  terzo  nell'origine 
delle  coordinate  cartesiane. 

Geometricamente  questa  trasformazione  può  es- 
sere definita  nel  seguente  modo: 

Si  abbia  nel  piano  un  cerchio  di  raggio  R  il 
cui  centro  è  nelF  origine  0  delle  coordinate  ;  ad 
un  punto  del  piano  il  cui  raggio  vettore  sia  r,  e 
l'argomento  cp,  si  faccia  corrispondere  il  punto  di 

argomento  cp  e  di  raggio  vettore  -     .  Il  raggio  R 
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si  chiama  modulo  della  inversione.,  e  il  punto  0 
si  chiama  polo.,  o  centro  d^  inversione. 

Se  invece  di  operare  nel  piano,  si  opera  analo- 
gamente nello  spazio  con  una  sfera  fondamentale 
di  raggio  i?,  si  ha  la  trasformazione  per  raggi 
vettori  reciproci  nello  spazio. 

Da  una  curva  o  superficie  si  ottiene  così  un'al- 
tra curva  0  superficie  detta  inversa  della  prima. 

Al  punto  0  corrisponde  la  retta  air  infinito^  o 
il  piano  air  infinito. 

I  soli  punti  che  si  corrispondono  a  sé  stessi  sono 
quelli  del  cerchio  o  della  sfera. 

Ad  una  retta  passante  per  il  polo  0,  corrisponde 
sé  stessa. 

Ad  una  retta  qualunque  corrisponde  un  cerchio 
passante  per  0.  Nel  caso  della  trasf.  piana  Vasse 
radicale  dei  due  cerchi^  quello  di  centro  0  e  que- 
sto passante  per  0,  è  la  retta  data. 

Ad  un  cerchio  qualunque  corrisponde  un  altro 
cerchio  avente  col  cerchio  fondamentale  (nel  caso 
della  trasf,  piana)  il  medesimo  asse  radicale  che 
il  cerchio  dato.  E  facile  immaginare  la  estensione 
di  questi  teoremi,  al  caso  della  trasformazione 
nello  spazio. 

Una  proprietà  importantissima  di  questa  trasfor- 
mazione è  che  essa  é  una  trasformazione  confor- 
me,^ cioè  conserva  gli  angoli. 

E  notevole  il  teorema: 

La  normale  ad  una  curva  in  un  punto  P,  e 
quella  alla  curva  inversa  nel  punto  corrispon- 
dente (>,  si  incontrano  in  un  punto  della  perpen- 
dicolare elevata  a  P  Q  dal  suo  punto  medio. 

Una  curva  o  superficie  che  ha  la  proprietà  di 
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trasformarsi  in  se  stessa  per  una  particolare  tra- 
sformazione per  raggi  vettori  reciproci  si  suole 
chiamare  anallamatica. 

Le  curve  storte  anallamatiche  di  4.®  ordine  sono 
le  cicliche^  così  chiamate  da  Darboux  {Sur  une 
classe  remarquahle^  ecc.  Paris,  1896),  cioè  le  in- 
tersezioni di  una  sfera  e  di  una  quadrica. 

Le  superficie  anallamatiche  di  4.^  ordine  sono 
le  cididl  (v.  Gap.  XII,  §  7). 

MouTARD  ha  mostrato  che  ogni  anallamatica  è 
V  inviluppo  di  una  serie  di  cerchi  ortogonali  ad 
un  cerchio  fisso^  avente  il  suo  centro  al  centro  di 
inversione  e  per  raggio  il  modulo  d^  inversione 
(v.  le  citaz.  di  Gap.  XII,  §  7). 


Si  suol  chiamare  trasformazione  argiiesiana  (dal 
nome  di  Desargues)  la  trasformazione  quadratica 
specializzata  metricamente  secondo  la  seguente 
costruzione  geometrica: 

Dato  un  triangolo  fondamentale  A  B  C^  \\  cor- 
rispondente di  un  punto  P  si  ottiene  congiungendo 
P  coi  tre  vertici,  e  indi  costruendo  le  rette  sim- 
metriche di  A  P,  B  P^  CP  rispetto  alle  bisettrici 
dei  tre  angoli  del  triangolo;  il  punto  d'incontro 
di  quelle  tre  rette,  è  il  punto  corrispondente  a  P. 

La  trasformata  per  una  tale  trasformazione,  di 
una  curva  data  si  chiama  P  argiiesiana  di  quella 
cnrva. 

Il  cerchio  circoscritto  al  triangolo  AB  C  è  V ar- 
giiesiana della  retta  alV  infinito  del  piano,  U  ar- 
giiesiana di  un  diametro  del  medesimo  cerchio  è 
un'  iperbole  equilatera. 

Per  tale   trasformazione  si  vegga  Gayley  {J. 
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de  Lioitville,  1849),  Mathieu  {Nouv.  Ann.^  1865, 
pag.  393,  481,  529),  ^altel  {Mémoires  de  Belg., 
1872),  ecc. 

La  denominazione  si  deve  a  quest'ultimo  autore; 
tale  trasformazione  era  stata  studiata  già  da  Stei- 
ner e  Magnus. 


§    2.     -    PODAEIA   DI   UNA    CURVA    PIANA 
O    DI    UNA   SUPEREICIE. 

Si  dice  podaria  o  pedale  (o  anche  podaria  pò- 
sitiva  0  diretta)  di  un  punto  P  rispetto  ad  una 
curva  piana f  il  luogo  geometrico  dei  piedi  delle 
perpendicolari  abbassate  dal  punto  dato  sulle  tan- 
genti alla  curva. 

La  curva  data  si  dice  inversamente  podaria  ne- 
gativa 0  inversa  rispetto  alla  podaria  già  definita. 

Analoghe  definizioni  potrebbero  darsi  per  le  pò- 
darie  di  una  superficie. 

La  normale  in  un  punto  alla  jwdaria  passa 
per  il  punto  medio  della  congiungente  il  punto 
fisso  col  punto  considerato  della  curva. 

La  podaria  d^iin  punto  P  rispetto  ad  una  curva 
C  è  la  trasformata  per  raggi  vettori  reciproci  della 
curva  polare  reciproca  di  C  per  rapporto  ad  un 
cerchio  qualunque  descritto  con  centro  P. 

Chiamando  s\  p^  l'arco  e  il  raggio  di  curvatura 
della  pedale,  ed  s,  p  quelli  della  curva  data,  r  la 
distanza  del  punto  P  dai  punti  Q  della  curva,  0 
l'angolo  di  PQ  colla  tangente  in  Q,  l'equazione 
intrinseca  della  podaria  si  ottiene  eliminando  s  fra 
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le  equazioni 

s'^  (^ds,         p'=- ~ -,. 

J    P  2  r  —  p  sen  0 

Sulle  pedali  è  notevole  il  seguente  teorema  di 
Steiner  (Creile,  XXI). 

Se  di  una  curva,  chiusa  e  senza  flessi,  si  co- 
struisce la  podaria  rispetto  ad  un  punto  P  qua- 
lunquCf  e  se  poi  quella  medesima  curva  iìnmagi- 
nata  rigidamente  congiunta  a  P,  si  fa  rotolare 
su  di  una  retta  cosicché  P  descriva  una  cosidetta 
curva  cicloidale  o  rulletta  (v.  §  6),  Varco  di  que- 
sta è  eguale  al  corrispondente  arco  della  pedale; 
e  Varea  racchiusa  fra  la  rulletta  e  la  retta  è  dop- 
pia delV  area  racchiusa  dalla  podaria. 

Inoltre  : 

Se  si  fa  rotolare  la  podaria  rispetto  a  P,  sulla 
rulletta  descritta  dal  punto  P,  nel  modo  dianzi 
detto,  il  luogo  del  punto  P  è  una  retta  (teor.  di 
Habich). 

L'inversa  del  raggio  vettore  d'una  curva  piana 
è  eguale  alla  differenza  delle  inverse  dei  raggi  di 
curvatura  della  podaria  e  della  rulletta  della  stessa 
curva,  la  podaria  essendo  determinata  per  rap- 
porto air  origine  dei  raggi  vettori,  e  la  rulletta 
essendo  quella  generata  da  questo  stesso  punto  ri- 
gidamente connesso  alla  curva,  la  quale  rotoli  su 
di  una  retta. 

Per  un'altra  relazione  fra  la  podaria  e  la  cau- 
stica Y.  il  §  3. 
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§  3.  —  Curve  e  superficie  caustiche. 

Caustica  di  una  curva  piana  è  l'inviluppo  dei 
raggi  riflessi  o  rifratti  da  quella  curva*,  (detta 
curva  dirimente)  quando  i  raggi  incidenti  su  que- 
sta partono  da  un  punto,  a  distanza  finita  o  infi- 
nita (punto  raggiante).  Di  qui  la  distinzione  di 
caustiche  per  riflessione  (o  catacaustiche^  o  caie- 
stiche  'catottriche)  e  caustiche  per  rifrazione  (o  dia- 
caustiche,  o  caustiche  diottriche). 

Si  può  estendere  il  concetto  di  caustica  in  que- 
sto senso,  che  invece  di  immaginare  che  i  raggi 
incidenti  partano  da  un  punto,  si  immagina  più 
generalmente  che  essi  partano  normalmente  ad 
una  data  curva,  formano  cioè  ciò  che  si  dice  un 
sistema  normale.  Inoltre  si  possono  naturalmente 
estendere  queste  considerazioni  nello  spazio,  e  im- 
maginare un  sistema  doppiamente  infinito  di  raggi 
incidenti  (partenti  da  un  punto,  o  normali  ad 
una  superficie)  cioè  una  cosiddetta  congruenza 
normale  di  raggi  incidenti  (v.  il  Gap.  XVI),  e 
ìndi,  data  un'altra  qualunque  superficie,  conside- 
rare il  luogo  dei  punti  di  incontro  dei  raggi  da 


*  Come  8i  sa  dalla  fisica  elementare,  dato  un  raggio  in- 
cidente in  un  punto  P  di  una  curva,  un  raggio  si  dice  ri- 
flesso dalla  curva,  quando  esso  e  il  raggio  incidente  formano 
il  medesimo  angolo  colla  normale  alla  curva  in  P;  e  si  dice 
rifratto,  quando  e  costante  il  rapporto  dei  seni  degli  angoli 
che  il  raggio  incidente  ed  esso  formano  colla  medesima  nor- 
male (tale  rapporto  si  dice  indice  di  rifrazione). 
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questa  riflessi  o  rifratti  e  infiaitamente  vicini  fra 
loro. 

Il  teorema  di  Malus-Dupin  relativo  alle  con- 
gruenze normali  di  raggi  (v.  Gap.  XVI)  contiene 
evidentemente  come  caso  speciale  il  seguente:  che 
dato  nel  piano  un  sistema  normale  di  raggi  (cioè 
normale  ad  una  curva),  dopo  un  qualunque  nu- 
mero dì  riflessioni  o  rifrazioni,  si  ha  sempre  un 
sistema  normale^  cioè  esisterà  sempre  una  curva 
avente  quei  raggi  riflessi  o   rifratti  per  normali. 

In  tal  maniera  le  caustiche  piane  si  presentano 
come  le  evolute  di  certe  curve  chiamate  da  Que- 
TELET,  caustiche  secondarie  o  anticaustiche. 

Si  hanno  i  seguenti  teoremi   generali  di   Ger- 

G  ONNE : 

I.  La  caustica  per  riflessione  per  un  sistema 
normale  di  raggi,  è  la  evoluta  della  curva  che  si 
ottiene  come  inviluppo  dei  cerchi  aventi  i  loro  cen- 
tri sidla  curva  riflettente,  e  tangenti  alla  curva 
cui  sono  normali  i  raggi  incidenti. 

II.  La  caustica  per  rifrazione  per  un  sistema 
normale  di  raggi  è  la  evoluta  della  curva  che  si 
ottiene  come  inviluppo  dei  cerchi  aventi  i  loro  cen- 
tri sulla  curva  rifrangente  e  di  cui  i  raggi  sono 

1 
nel  rapporto  —  (essendo  n  Vindice  di  rifrazione) 

alla  distanza  degli  stessi  centri  dalla  curva  a  cui 
tutti  i  raggi  incidenti  sono  normali. 

Se  i  raggi  incidenti  partono  da  un  punto  P  a 
distanza  finita  e  per  curva  ad  essi  normale  si  sce- 
glie la  circonferenza  di  raggio  zero  con  centro  in 
P,  si  hanno  teoremi  trovati  da  Quetelet;  se  P 
è  a  distanza  finita  o  infinita  e  per  curva  normale 


XVII,  3.  —  Curve  e  super f.  caustiche.    737 

si  sceglie  la  circonferenza  di  centro  P  e  raggio 
qualunque  ovvero  rispptt.  una  retta  perpendicolare 
alla  direzione  dei  raggi  incidenti,  si  hanno  teoremi 
che  erano  stati  trovati  rispett.  da  Gergonne  e 
Sarrus  prima  che  Gergonnb  avesse  trovati  i  sur- 
riferiti eleganti  teoremi. 

Estensioni  di  tali  teoremi  al  caso  delle  super- 
ficie caustiche  di  cui  le  anticaustiche  possono  an- 
che considerarsi  come  inviluppi  di  sfere,  si  trovano 
fatte  da  Gergonne  stesso  in  un  lavoro  contenuto 
nel  voi.  XV  (pag.  13,  307)  degli  Aìdì.  de  Gerg,; 
noi  ci  dispensiamo  dall' enunciarli. 

U angolo  formato  dalla  tangente  della  caustica 
secondaria  col  raggio  vettore  condotto  dal  punto 
raggiante  è  eguale  a  quello  che  la  tangente  alla 
curva  dirimente  fa  col  raggio  vettore  condotto  an- 
che dal  punto  raggiante, 

U angolo  compreso  tra  i  raggi  vettori  della  cau- 
stica secondaria  e  della  curva  dirimente  è  eguale 
alV  angolo  di  rifrazione. 

La  podaria  di  un  punto  fisso  rispetto  ad  una 
curva  data  è  la  caustica  secondaria  per  riflessione 
dolina  curva  simile  alla  data,  supposto  il  punto 
raggiante  nel  purto  fisso.  (Dandelin,  Mém.  Ac. 
de  Belgique,  IV;  Genocchi,  Ann.  di  Tortolini, 
VI,  pag.  117;  E.  Weyr,  Zeitsch.  filr  Math.,  1869, 
pag.  376.) 

Tscjiirnausen  considerò  per  il  primo  (1682)  la 
caustica  piana  formata  per  i  raggi  paralleli  riflessi 
da  un  cerchio,  e  la  sua  ricerca  fu  trovata  erro- 
nea da  Cassini,  Mariotte,  De  La  Hire  commis- 
sari dell'Accademia  delle  scienze  di  Parigi.  Indi  si 
Pascal.  47 
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occuparouo  delle  caustiche  i  Bernoulli,  Hópi- 
TAL,  ecc. 

Malus  nel  1810  si  occupò  per  il  primo  della 
teoria  generale  dello  superficie  caustiche,  e  trovò 
dei  bei  teoremi,  a  cui  non  potette  dare  la  gene- 
ralità che  nel  1822  dette  loro  il  Dupin  {Ann.  de 
Gerg.,  XIV,  pag.  129). 

I  teoremi  sulle  anticaustiche,  quando  i  raggi  in- 
cidenti partono  da  un  punto,  preveduti  da  Ger- 
GONNE  sin  dal  1815  (Ann.  de  Gerg.^  V,  pag.  283; 
XI,  pag.  229  ;  XIV,  pag.  1)  furono  trovati,  per  il 
caso  particolare  in  cui  la  curva  dirimente  è  un 
cerchio,  da  Quetelet  [Id.^  XV,  pag.  205),  e,  per 
il  caso  di  una  curva  dirimente  qualunque,  dal  me- 
desimo Autore  (Mém.  Acad.  Bruxelles^  III,  pag.  89). 

Nel  frattempo  Saiìrus  si  occupò  del  caso  dei 
raggi  incidenti  paralleli^  e  Geugonne  dette  prima 
una  forma  più  generale  alla  costruzione  trovata 
da  Quetelet,  e  indi  trovò  i  teoremi  più  generali 
surriferiti  (per  il  caso  cioè  di  un  sistema  qualun- 
que normale  di  raggi  incidenti). 

Nel  lavoro  di  Gergonne,  che  è  a  pag.  345  e 
seg.  del  Yol.  XV  degli  Annales^  FA.  fa  la  storia 
di  tali  ricerche  e  riferisce  anche  il  risultato  che 
era  stato  ottenuto  da  Sarrus. 

Altri  lavori  sul  medesimo  soggetto  furono  quelli 
di  Timmermans  {Corresp.  matlL^  I,  pag.  336)  sulle 
superfìcie  anticaustiche,  di  Cayley  {Phil.  Trans.^ 
CXLVII,  pag.  273)>  ecc. 

Una  bibliografia  sulle  caustiche  si  trova  nel- 
V  Interni,  des  math.,  1895,  pag.  321. 
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§   4.    —    ClTRVE   E    SUPERFICIE   PARALLELE 
E   CORVÈ   E   SUPERFICIE   CONCOIDI. 

Data  una  curva  piana,  una  curva  ad  essa  pa- 
rallela è  r  inviluppo  delle  rette  perpendicolari  alle 
normali  della  curva  e  distanti  da  questa,  in  am- 
bedue le  direzioni,  per  un  segmento  fìsso  -Jz  k. 

Così  due  curve  piane  parallele  sono  anche  equi- 
distanti» 

Due  curve  piane  parallele  hanno  gli  stessi  cen- 
tri di  curvatura. 

Alle  volte  la  curva  parallela  ad  una  data  si 
scinde  in  due  parti,  in  quella  cioè  corrispondente 
a  +  A',  e  in  quella  corrispondente  a  — /ì;,  in  gene- 
rale si  hanno  però  due  rami  della  medesima  curva. 

Per  la  teoria  delle  curve  parallele  v.  Salmon- 
FiEDLER,  Ehene  Curven^  ecc.,  §  118  e  seg.,  Ce- 
sIro,  Geom,  intrinseca^  pag.  29,  ecc. 

È  evidente  che  in  modo  analogo  possono  defi- 
nirsi le  superficie  parallele. 


Si  chiamano  concoidi  le  curve  ottenute  da  una 
data  nel  seguente  modo  :  Sia  0  un  punto  del  piano 
e  P  un  punto  di  una  curva  data;  sul  raggio  vet- 
tore 0  P  si  prendano  da  una  parte  e  dalFTiltra 
di  P  due  segmenti  di  lunghezza  ±  k. 

Il  luogo  degli  estremi  di  tali  segmenti  ò  la  curva 
concoide. 

In  modo  analogo  possono  definirsi  le  superfìcie 
concoidi. 
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È  facile  la  costruzione  della  normale  alle  con- 
coidi; basta  condurre  per  0  la  perpendicolare  al 
raggio  vettore  e  cercare  rincontro  S  di  essa  colla 
normale  alla  curva;  le  normali  alla  concoide  nei 
due  punti  che  corrispondono  a  P,  passano  per  S. 

In  altri  termini: 

La  concoide  ha  in  ogni  punto  la  stessa  sunnor- 
male  polare  della  curva  data. 

Per  la  costruzione  del  centro  di  curvatura  di 
una  concoide  vedi  V  Interni,  des  math.^  1894,  pa- 
gina 155;  1895,  p^g.  112,  224. 

Una  curva  concoidale  è  poi  definita  nel  seguente 
modo  : 

Si  abbiano  tre  curve  /*,  'f,  ^i^;  si  conduca  una 
tangente  ad  /",  che  incontri  a>  e  •}  in  due  punti 
A^  jB,  e  si  taglino  su  questa  tangente,  a  partire 
dal  punto  di  contatto,  da  una  parte  e  dall'altra, 
due  segmenti  eguali  ad  A  B.  Il  luogo  degli  estre- 
mi di  tali  segmenti  è  la  curva  concoidale. 


§  5.  —  Curve  settrici. 

Si  chiamano  settrici  le  curve  luogo  dell'interse- 
zione A  di  due  rette  rotanti  con  velocità  uniformi 
intorno  due  punti  fissi,  P,  P\ 

Se  le  due  velocità  di  rotazione  sono  rispetta  nel 

n 
rapporto  - .  (dove  n'  <  nj,  V angolo  supplementare 
n 

n 
di  A  A'  P  sta  air  angolo  P  A  A^  nel  rapporto  —,. 

La  curva  settrice  passa  n  —  1  volte  per  P,  n' —  1 
volte  per  P\  e  n'  volte  per  i  punti  ciclici  del  piano. 
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Per  n^  =  1  o  n  ^=^  n  —  1  si  hanno  curve  uni- 
cursali. 

Per  n'  =^=  1  e  n  =  3  si  ha  la  trisettrice  di  Mac- 
laurin  (vedi  §  9). 

Per  >2'  =  2,  n  =  S  si  ha  la  lumaca  di  Pascal 
(v.  §  11)  che  può  chiamarsi  una  curva  sesquiset- 
trice. 

Il  nome  di  settrici  viene  a  queste  curve  dalla 
relazione  che  esse  hanno  col  problema  della  divi- 
sione dell'angolo;  propriamente  se  n^  =  1  tali 
curve  possono  servire  alla  divisione  dell'angolo  in 
n  parti  eguali;  se  n^  =  n — 1,  esse  possono  ser- 
vire alla  divisione  dell'angolo  in   un  numero  fra- 

n 

zionario t  di  parti. 

n  —  l 

Per  tali  curve  v.  Schoute   (/.  des  math,  spe- 

ciales^  1885). 


§  6.  ~  Curve  cicloidali  o  bullette. 
Curve  di  sdrucciolamento. 

Si  chiamano  cicrve  cicloidali  o,  con  parola  ri- 
cavata dal  francese,  rullette^  le  curve  generate  da 
un  punto  del  piano  di  una  curva,  la  quale  rotola, 
senza  strisciare,  su  di  un'altra  curva  fissa  (base 
della  rulletta). 

Si  chiamano  poi  curve  di  sdrucciolamento  (i  Fran- 
cesi dicono  glissettes)  quelle  generate  da  un  punto 
del  piano  di  una  curva  la  quale,  restando  inva- 
riata di  forma,  si  muove  mantenendosi  tangente 
a  date  curve  o  passando  per  dati  punti. 
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Se  ^^  =  1/  f  (y)  è  V  equazione  della  citrva  di  sdruc- 
ciolamento luogo  di  un  punto  P  del  piano  di  una 
curva  la  quale  è  costantemente  tangente  ad  una 

d  y 
retta  fissa  in  un  pmito  fisso,  sarà  -^—  ==  —  f  (y) 

a  X 

V  equazione  differenziale  della  rulletta  del  mede- 
simo punto  quando  si  fa  rotolare  quella  curva 
su  quella  retta.  (Brocahd,  Nouv,  Corresp.,  IT, 
1876,  pag.  377,  383.) 

La  normale  alla  rulletta  passa  per  il  punto  M 
di  contatto  fra  la  curva  fissa  e  la  curva  mobile. 

Il  centro  di  curvatura  della  rulletta  si  trova 
nel  seguente  modo:  si  congiunga  il  punto  P  della 
rulletta  col  centro  di  curvatura  della  curva  mo- 
bile fino  air  incontro  in  R  colla  perpendicolare 
abbassata  per  il  punto  M  a  P  M.  Congiungendo 
indi  E  col  centro  di  curvatura  della  curva  fissa, 
questa  retta  incontra  P  M  nel  centro  di  curvatura 
richiesto. 

Per  un'altra  proprietà  della  rulletta  iu  rapporto 
alla  podaria  v.  il  §  3. 

La  prima  rulletta  che  fa  studiata  fu  quella  di 
un  punto  di  un  cerchio  quando  la  base  ò  una  retta; 
essa  fu  considerata  da  B.  Pascal  nel  1659  e  si  chia- 
ma cicloide  propriamente  detta  (v.  §  12). 

Per  le  rullette  e  le  curve  di  sdrucciolamento 
citeremo  la  mono^^rafia  abbastanza  completa  di 
Besant  {Notes  on  Roulettes  and  GUssettes^  Cam- 
bridge, 1870);  V.  anche  vari  articoli  nei  Nouv, 
Ann,.,  1871  e  le  indicazioni  contenute  nel  libro 
recente  litografato  di  Brocard  (Notes  de  bibliogr. 
des  courbes  géométriques^  Bar  le  Due,   1897). 
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§  7.  —  Superficie  di  rotazione; 
cilindriche;  coniche;  conoidi. 

U  equazione  in  termini  finiti  di  una  superficie 
di  rotazione  è  sempre  della  forma  (se  V  asse  z  è 
l'asse  di  rotazione) 

z=^'Hoo'  +  y') 

dove  cp  è  il  simbolo  di  una  funzione  arhitraria. 

Chiamando  p^  q  le  due  derivate  parziali  di  1.^ 
ordine  di  0,  rispetto  ad  a:  e  1/,  V  equazione  a  de- 
rivate parziali  della  superfìcie  di  rotcczione  è 

py  —  qor  =  0. 

1/ equazione  di  una  superficie  cilindrica  è  della 
forma 

^{x  —  a  0,  y  —  J  2;)  =  0 

e  V equazione  differenziale  della  stessa  è 

ap  f  h  q=^\, 

^'equazione  di  una  superficie  conica  è  della 
forma 

\Z  -  Zq       z  -  ^0/ 

essendo  {xq  y^^  z^  il  vertice. 
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V  equazione  differenziale  della  superficie  co- 
nica è 

p(^  —  ^o)  +  q  (y  —  2/0)  -=  ^  -  ^0. 

Si  chiama  superficie  conoide  una  superficie  ge- 
nerata da  una  retta  che  si  appoggia  ad  una  retta 
fissa  e  si  mantiene  parallela  ad  un  piano  fìsso. 

Se  la  data  retta  è  l'asse  0  e  il  dato  piano  è  il 
piano  xy^  V  equazione  differenziale  del  conoide  è 

px  +  qy  =  0, 

e  Inequazione  in  termini  finiti  è 


-m 


In  generale,    ^  equazione   differenziale   del  co- 
noide è 

p{az  —  oc)  -\-  q{hz  —  y)=Q 
e  V equazione  in  termini  finiti  è 


\m  -    az) 


§  8.  —  Coniche. 

Alle  coQsiderazioni  geometriche  e  analitiche  svi- 
luppate sulle  coniche  in  un  capitolo  apposito  (Ca- 
pitolo IV)  aggiungeremo  ora  i  seguenti  altri  risul- 
tati metrici  che  dipendono  specialmente  dalla  loro 
geometria  infinitesimale. 
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La  loro  equazione  intrinseca  l'abbiamo  notata 
nel  Gap.  XVI. 

La  podaria  del  fuoco  di  una  conica  è  una  cir- 
conferenza» 

Il  raggio  di  curvatura  in  un  punto  di  un''  el- 
lisse di  semiassi  a  e  b  è  proporzionale  al  cubo 
della  normale  (terminata  alVasse  maggiore), 

V  evoluta  di  un'  ellisse  di  equazione 

^'  +  §  =  1,  {a>b) 

a^       V 

ha  per  equazione 

LI.  — 

(ax)^  +(by)^=[a^-P)^. 

V area  di  tutta  V ellisse  è  data  da  -^  ab,  e  quella 
3 

della  sua  evoluta  è  -^'^  a  b. 
o 

L'arco  di  ellisse  è  dato  da  un  integrale  el- 
littico DI  2.*  specie  : 

,>      , —  (   ^       a^-èn 

s  =  a  ì      V  1  ~~  ^"  sen"^  ?  ^  'f ,         \  e'^  =^ ^~  I 

ò 

essendo  cp  la  cosiddetta  anomalia,  cioè  V  angolo 
dato  dalle  formole 

X  =  a  sen  ^p,         y  —  b  cos  -f  ; 

(disegnando  il  cerchio  concentrico  all'ellisse  e  dì 
raggio  a,  l'angolo  9  è  l'angolo  che  fa  con  y,  il 
raggio  vettore  di  quel   punto   del  cerchio  che  ha 

per  coordinate  x,  e  j  y,  se  o\  y  sono  le  coordi- 
nate del  punto  dell'ellisse). 
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Il  perimetro  di  tutta  V  ellisse  si  può  esprimere 
colla  serie 

Dato  un  arco  di  ellisse^  se  ne  può  trovare  un 
altro  in  modo  che  la  differenza  dei  due  è  rettifi- 
cabile (esprimibile  i in  mediatamente  mediante  un 
segmento  di  retta)  (teor,  di  Fagnano,  Prod.  ma- 
tem.  Pesaro,  1750,  v.  II). 

Propriamente,  si  considerino  due  punti  P,  (), 
su  di  un  quadrante  delF  ellisse  tali  che  le  loro 
anomalie  cp,  '}  sieno  legate  dalla  relazione 

tg  cp .  tg  '\  —  -. 

Se  si  indicano  con  B  e  A  rispettivamente  gli 
estremi  di  quel  quadrante,  e  si  conducono  le  tan- 
genti all'ellisse  iu  P  e  ^,  e  dal  centro  le  perpen- 
dicolari su  tali  tangenti,  e  sieno  Pj  Qi  i  piedi  di 
queste  perpendicolari,  la  differenza  fra  gli  archi 
PB  e  QA  è  data  dalle  lunghezze  P P\  ovvero 
Q  Qi  (tali  due  lunghezze  sono  eguali). 

Per  la  costruzione  del  punto  Q.  dato  che  sia  il 
punto  P  notiamo  la  seguente  costruzione  di  Eu- 
lero (Nova  Comm.  Petr.^  1761):  Si  conduca  la 
tangente  in  P  sino  a  che  incontri  l'asse  minore 
(passante  per  B)  in  P;  indi  si  prenda  sulla  tan- 
gente la  lunghezza  R  PM=a;  il  punto  del  qua- 
drante che  ha  la  stessa  ascissa  del  punto  M  è  il 
richiesto  Q, 


XV  11^  8.  —  Arco  di  iperbole,  747 

Su  queste  ricerche  vedi  le  note  II  e  III  alla  fine 
dell'opera  di  Enneper.  (Ellip.  Fiinct.  Halle,  1890). 

V  arco  di  iperbole  di  equazione 

a^       b^~    ' 
si  esprime  colla  formola: 

a  I  s^n-Wl    -Psen^cp^  _  1    f''' ,; ^  v/l-Psen^?  + 
I  k  cos  cp  ^  -^ 

Z/2  p  d^ 1 

^  J    v^  1  —  P  sen'^  cp  J  ' 

dove  cp  è  Vanomalia^  definita  come  sopra^  e 

lA  = ^ 7/2  -:  ^1 

a^Vb'''  a2  +  /;2- 

Esso  si  esprime  mediante  integrali  ellittici  di 
1^  e  2.*  specie. 

Anche  per  F  iperbole  il  Fagnano  trovò  un  teo- 
rema mediante  cui  ò  rettificabile  la  somma  di  due 
certi  archi  di  cui  uno  è  arbitrario. 

Un  teorema  di  Landen  {PIììL  Trans.,  1775)  re- 
lativo agli  archi  di  iperbole,  esprime  un  arco  di 
iperbole  mediante  due  archi  di  ellissi. 

Il  limite  della  differenza  fra  la  lunghezza  del- 
V  assintoto  a  cominciare  dal  centro  sino  ad  un 
punto  P\  e  la  lunghezza  deW  arco  di  iperbole  a 
cominciare  dal  vertice  A  sino  al  punto  P  avente 
la  medesima   ascissa  di  P'  (gli  assi  sono  situati 
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come  sopra)  è  ima  quantità  determinata  quando 
P  si  allontana  air  infinito. 

Per  altre  ricerche  sugli  archi  di  ellissi  e  iper- 
boli oltre  Legendre  { Traité,  I,  pag.  46),  citeremo 
KùppER  [Creile,  LY,  LXIII . 

Si  abbia  un'iperbole  equilatera  di  equazione  (ri- 
ferita agli  assintoti)  xy  =  m^. 

L'area  contenuta   fra   un  arco  di  curva  e  tin 

assintoto    ?/  =  0,    è   data  dalla  forinola  m^  log  — 

essendo  f,  oc  le  distanze  degli  estremi  delVarco 
dalV  altro  assintoto  x=^0. 

Per  m=l  e  a  =  l,  si  ha  che  Varca  compresa 
fra  un  arco  di  curva  contato  a  partire  dal  ver- 
tice e  un  assintoto,  è  eguale  al  logaritmo  neperiano 
della  distanza  delV estremo  delVarco  dalValtro  as- 
sintoto. 

Per  altre  proprietà  dell'  iperbole  equilatera  v. 
il  libro  di  MiLiNOWSKi  (Eleni,  synt.  Geom.  der 
gleichseitigen  Hyperb.  Leipzig,  1883)  in  cui  è  trat- 
tata con  metodi  elementari  la  geometria  dell'iper- 
bole equilatera. 


In  una  parabola  il  raggio  di  curvatura  è  il 
doppio  della  porzione  di  normale  intercetta  fra  il 
punto  e  la  direttrice. 

Uevoluta  della  parabola  conica  è  una  parabola 
semicubica,  detta  anche  parabola  di  Neil;  se 
y^=^2px  è  la  equazione  della  parabola,  quella 
della  evoluta  è 

Il  p 
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L'arco  della  parabola,    a  contare  dal  vertice,  è 
dato  dalla  forinola 

s  =  ^  ^^^  +  ^-  P  log  -^  . 


§  9.    -  Cissoidi.  Cubica  o  versiera  di  Agnesi. 
Tbisettrice  di  Maclaurin.  Strofoide.  Polium. 

La  principale  fra  le  cissoidi  è  quella  detta  di 
Diocle,  il  quale  pensava  di  risolvere  con  questa 
curva  il  problema  della  duplicazione  del  cubo  (pro- 
blema di  Delo)  ;  v.  Cantor,  Gesch.  der  Math.,  I, 
pag.  302-306.  Questa  curva  fu  adoperata  dagli  an- 
tichi anche  per  risolvere  il  problema  di  trovare 
dice  medie  proporzionali  (v.  Newton,  Arith.  univ. 
Lugd,  Batav.,  1732,  pag.  231). 

La  curva  è  generata  nel  seguente  modo:  si  ab- 
bia un  angolo  retto  fisso  di  cui  un  lato  0  P  e 
di  lunghezza  fissa  eguale  ad  OP=a;  un  altro 
angolo  retto  mobile  ha  un  lato  passante  per  P, 
mentre  l'estremo  dell'altro  lato  di  lunghezza  fissa 
eguale  a  2  a,  scorre  sull'altro  lato  del  primo  angolo 
retto:  il  luogo  del  punto  medio  del  lato  di  lun- 
ghezza eguale  a  2  a  è  la  cissoide  (Newton). 

IJ  equazione  della  curva  è 

x^  —  y'^  (2  a  —  x). 

Il  punto  X  —  0  è  una  cuspide;  la  retta  x  =  2a 
è  un  assintoto  ;  la  curva  è  sempre  convessa  rispetto 
al  Tasse  di  x.  Essa  è  una  curva  ciclica,  cioè  passa 


750        XVII,  9.  —   Versiera  di  Agnesi, 

per  i  due  punti  ciclici  del  piano  (detti  anche  da 
alcuni  ombelichi  del  piano). 

La  curva  può  anche  essere  generata  nel  se- 
guente altro  modo:  Si  conduca  un  cerchio  di  dia- 
metro 2 a,  e  sia  AB  un  suo  diametro;  sia  B  T 
la  tangente  al  cerchio  in  i^  e  da  A  si  conducano 
tutte  le  rette  B  M  N  le  quali  taglino  in  M  la  cir- 
conferenza e  in  N  la  tangente  B  T.  Prendendo  le 
lunghezze  A  P=  M N,  il  luogo  del  punto  P  è  la 
cissoide, 

Uarea  compresa  fra  la  curva  e  Vassintoto  (che 
è  la  retta  B  T)  è  tre  volte  Varca  del  cerchio  che 
serve  a  generarla. 

La  cissoide  è  la  podaria  di  una'  parabola  ri- 
spetto al  proprio  vertice. 

Si  possono  costruire  le  cissoidi  obliqui  in  ana- 
logo modo  che  la  cissoide  di  Diocle  si  costruisce 
per  mezzo  di  un  cerchio,  solo  che  in  luogo  di 
considerare  un  diametro  del  cerchio  se  ne  consi- 
dera invece  una  corda. 

Se  poi  invece  di  considerare  un  cerchio  si  con- 
sidera una  conica  si  ha  la  cissoide  di  Zahradnik 
fGrunerfs  Arch.  LVI,  8;  Nouv.  Corresp.  math, 
1874-75,  pag.  86). 

Tale  cissoide  è  sempre  una  cubica  razionale. 


Sia  data  una  circonferenza  con  due  rette  dia- 
metrali fra  loro  perpendicolari.  Dall'  estremo  0 
del  diametro  orizzontale  si  conduca  una  retta  che 
tagli  la  circonferenza  in  ^  e  il  diametro  verticale 
in  B;  dai  punti  A,  B  si  conducano  le  parallele  ai 
due  diametri,  le  quali  si  incontrino  in  un  punto  P; 
.il  luogo  di  P  è  la  cubica  o  versiera  di  Agnesi. 
È  una  cubica  con  un  punto  doppio  alV  infinito. 
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'      "li 

Inequazione  di  tale  curva  è 

y^-x  +  r^ix  —  2  r)  -  0 

r  essendo  il  raggio  del  cerchio  che  serve  a  co- 
struirla. 

Per  avere  la  tangente  alla  curva  in  P  si  fa  la 
seguente  costruzione:  per  A  si  conduca  la  tan- 
gente al  cerchio  sino  a  che  incontri  in  M  il  dia- 
metro verticale,  e  dalla  parte  opposta  si  prenda 
AM'  =  AM;  sulla  retta  0  A  B  ^ì  prenda,  dalla 
parte  opposta  di  A  rispetto  ad  0,  OR  =  AB; 
da  E  si  conduca  la  retta  orizzontale  sino  all' in- 
contro in  S  colla  retta  verticale  passante  per  A, 
Da  S  si  conduca  la  parallela  ad  J?  il/  '  sino  al- 
l'incontro  in  K  del  diametro  orizzontale;  la  retta 
condotta  da  K  verticalmente  incontra  la  tangente 
A  M  al  cerchio  in  un  punto  T  che  congiunto  con 
P  dà  la  tangente  alla  curva. 

La  tangente  al  cerchio  nel  punto  0  è  un  assin- 
loto  della  curva. 

Uarea  compresa  fra  la  versiera  e  il  j^roprio  as- 
sintoto  è  il  quadruplo  delV  area  del  circolo  che 
serve  a  costruire  la  curva. 

La  versiera  e  il  circolo  che  serve  a  costruirla 
rotando  attorno  alV assintoto^  generano  due  solidi 
di  cui  il  primo  ha  un  volume  doppio  del  secondo. 

La  versiera  fu  studiata  da  M.  G.  Agnesi  nelle 
sue  Istituz.  analitiche.  Milano,  1748.  Per  molte 
notizie,  anche  su  altre  curve  analoghe,  a  torto  con- 
fuse da  alcuni  con  quella  di  Agnesi,  vedi  un  ar- 
ticolo di  Loria  {Bibliotheca  math.,  1897,  pag.  7). 


752    XVIT,  9.  —  Trisettrice  di  Madaiirin. 

.  .      — —  .  ^_ 

Si  chiama  trisettrice  di  Maclaurin  la  curva 
rappresentata  dairequazione 

La  sua  costruzione  è  la  seguente:  si  abbia  un 
cerchio  di  raggio  r  e  centro  G  con  un  diametro 
orizzontale  0  C  0'  e  una  retta  a  questo  perpendi- 
colare nel  punto  medio  di  0  C;  dall'  estremo  0 
del  diametro  si  conduca  uìia  retta  che  tagli  in  A 
il  cerchio  e  in  B  la  retta  verticale;  indi  si  prenda 
in  direzioni  opposte  0  P=A  B  ;  il  luogo  di  P  è 
la  trisettrice. 

Questa  curva  è  una  cubica  con  un  punto  dop- 
pio in  0. 

La  tangente  in  A  al  cerchio  incontra  in  M  la 
retta  verticale  ;  prendendo  in  direzioni  opposte 
A  T=AM,  sarà  TP  la  tangente  alla  curva. 

Questa  curva  è  una  settrice  (v.  §  5  .  Per  altre 
proprietà  rimandiamo  all'opera  di  Bkocard  cit. 
alla  fine  del  §  6. 

Sulla  rettificazione  di  questa  curva  per  mezzo 
delle  funzioni  ellittiche  (v.  Longchamps,  Compi, 
Rend.,  1887). 


Se  nella  costruzione  precedente  si  suppone  che 
la  retta  perpendicolare  al  diametro  orizzontale, 
anziché  passare  pel  punto  medio  di  0  G,  passi  per 
C  (centro),  la  curva  generata  colla  medesima  co- 
struzione è  la  strofoide  rettangolare  (detta  anche 
logociclica^^  la  cui  equazione  è 
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Si  ha  ima  cubica  con  un  punto  doppio  in  0. 
La  tangente  si  costruisce  come  quella  della  triset- 
frice. 

La  strofoide  è  anche  la  podaria  di  una  para- 
bola rispetto  al  piede  della  direttrice;  il  ^vertice 
della  parabola  è  in  C,  e  la  direttrice  è  la  tangente 
in  0  al  cerchio. 

Proiettando  ortogonalmente  C  sul  raggio  vet- 
tore 0  F,  tale  proiezione  è  il  punto  medio  del  seg- 
mento P  B, 

Se  nella  costruzione  precedente  invece  di  sup^ 
porre  verticale  la  retta  passante  per  0,  si  suppone 
obliqua  al  diametro  orizzontale  si  ha  la  strofoide 
obliqua  o  focale  di  Quetelet,  la  quale  può  anche 
considerarsi  come  la  podaria  di  ima  parabola  ri- 
spetto ad  un  punto  della  direttrice. 

Per  la  bibliografia,  la  storia  e  altre  proprietà  di 
questa  curva  v.  una  nota  di  Tortolini  nei  Nouv. 
Ann.,  1861,  pag.  82,  una  nota  di  Loria  {Bull,  di 
Bibliogr.  delle  scienze  mat.,  1898,  pag.  1)  e  le  in- 
dicazioni contenute  nel  libro  di  Bkocard  (cit.  al 
§  6);  V.  anche  un  articolo  recente  di  Schoute 
{CrellCy  10}  e  le  notizie  contenute  n^W  Inter m. 
des  math.,  1895,  pag.  425,  1896,  pag.  278. 

Il  foUum  di  Descartes  è  un'altra  cubica  razio- 
nale, la  cui  forma  è  somigliantissima  a  quelle  della 
trisettrice  e  della  strofoide. 

Esso  ha  per  equazione 

^3   _|_   ^3    _    3   ^.    rf.   y 

ovvero,  facendo  rotare  gli  assi  di  45*^, 

Pascal*  48 
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Per  costruire  geometricamente  questa  curva  si 
costruisca,  come  sopra,  la  strofoide  rettangolare. 
Indi  sul  raggio  yettore  0Pj5,  si  prenda  il  punto 
Q  coniugato  armonico  di  0  rispetto  al  segmento 
PB;  il  luogo  di  Q  è  il  foliitm. 

La  tangente  in  Q  si  ottiene  condiicendo  la  tan- 
gente  alla  strofoide  in  P  (v.  sopra);  indi  si  con- 
giunga  Q  col  punto  in  cui  tale  tangente  incontra 
il  diametro  verticale. 

Questa  curva  fu  studiata  da  Roberval  che  le 
avea  assegnato  una  forma  erronea  (donde  il  no- 
me), e  da  Descartes.  Vedi  per  più  dettagli  il 
libro  citato  di  Brocaud. 


§  10.  —  Ovali  di  Cassini.  Lemniscata. 
Curva  ad  otto. 

Si  chiamano  ovali  di  Cassini  o  cassinoidi  o  el- 
lissi di  Cassini  quelle  curve  piane  per  le  quali  è 
costante  il  prodotto  delle  distanze  di  un  loro  punto 
da  due  punti  fissi  (fuochi). 

Se  2  a  è  la  distanza  fra  i  punti  fissi,  e  è^  è  il 
prodotto  delle  distanze,  r equazione  della  curva  in 
coordinate  cartesiane  ortogonali  è 

(,24-  2/2^2  _  2  a^  (.,2  _  y2)  ^  J4  _  ^4^ 

prendendo  per  assi  coordinati  rispett.  Vasse  focale 
e  la  sua  perpendicolare  nel  punto  medio  del  seg- 
mento dei  fochi, 

in  coordinate  polari  p  ^  «>,  r equazione  è: 
o^~2a'o^cos2'^  =  b^-a\ 
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I  punti   ciclici   immaginari   alV  oo  sono  punti 
doppi  per  la  curva ^  la  quale  è  deW ottava  classe. 

II  raggio  di  curvtìtura  è  dato  da 


B  = 


3  p4  „  J4  _^  ^4 


Se  b  <,a  la  cassinoide  si  compone  di  due  ovali 
esterne^  Vuna  alV altra  ;  se  b  =  a  si  ha  la  lemni- 
scata (v.  sotto) ;  se  a\J  2>b>a  la  curva  ha  la 
forma  di  un'' ellisse  schiacciata  nei  due  estremi  det- 
rasse minore  ;  se  b'>  asj  2  la  curva  si  compone  di 
mi'  ovale  sola. 

La  tangente  in  un  punto  P  si  ottiene  condu- 
cendo  dai  fuochi  F^  F'  le  perpendicolari  ai  raggi 
focali  F P^  F'  P^  e  indi  per  P  una  retta  che  in- 
contri tali  perpendicolari  in  modo  che  il  punto  me- 
dio del  segmento  intercetto  sia  P. 

Se  si  iscrive  nella  cassinoide  un  parallelogram- 
mo avente  il  medesimo  centro  della  curva^  la  somma 
algebrica  degli  angoli  sotto  cui  si  vedono  i  lati 
opposti  da  un  punto  della  curva  è  costante  (Dar- 
Boux,  Sur  une  classe  remar quable  des  courbes  etc. 
Paris,  1896,  pag.  82). 

Per  lo  studio  di  una  classe  generale  di  curve 
algebriche  comprendenti  come  caso  particolare  le 
curve  di  Cassini,  vedi  il  sopracitato  libro  di  Dar- 
Boux  (pag.  61  e  seg.). 


(Lemniscata.)  Per  il  caso  in  cui  b=^a  si  ha  la 
lemniscata  di  Jac.  Bernoulli  {Acta  Erud.  1694). 

La  lemniscata  può  anche  definirsi  come  la  curva 
costruita  nel  seguente  modo: 
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Si  consideri  un  cerchio  e  due  sue  tangenti  fra 
loro  perpendicolari  che  si  incontrino  in  0.  Su  cia- 
scuna retta  condotta  per  0  si  costruiscano  i  due 
segmenti  ±.  0  P  eguali  rispettivamente  alle  lun- 
ghezze delle  corde  determinate  da  quelle  rette  sul 
cerchio;  il  luogo  degli  estremi  P  è  la  lemniscata. 

Un'altra  generazione  della  lemniscata  è  ancora 
la  seguente: 

Essa  è  il  luogo  dei  piedi  delle  perpendicolari 
abbassate  dal  centro  0  di  un^  iperbole  equilatera^ 
sulle  tangenti  (podaria  di  0  rispetto  alV  iperbole 
equilatera).  Per  ciò  la  lemniscata  si  suole  anche 
chiamare  lemniscata  iperbolica. 

La  lemniscata  è  anche  un  caso  particolare  della 
curva  di  Watt  (v.  il  citato  libro  di  Bkocard). 

La  lemniscata  ha  la  f orina  di  un  8  ;  ha  un  punto 
doppio  in  0  ;  gli  angoli  delle  due  tangenti  in  0, 

coir  asse  focale  sono  -r  "^i  -r  '^. 
4       4 

Il  diametro  passante  per  0  è  evidentemente  un 
asse  di  simmetria  della  curva.,  e  passa  per  i  due 
fuochi  (asse  focale). 

U angolo  che  la  tangente  alla  curva  in  un  pun- 
to P  fa  col  raggio  vettore  per  0,  è  eguale  al  dop-. 
pio  del f angolo  che  P  0  forma  colmasse  focale^  au- 
mentato di  un  angolo  retto;  donde  anche: 

U  inclinazione  della  normale  snWasse  focale  è 
tripla  di  quella  del  raggio  vettore» 

La  proiezione  del  raggio  di  curvatura  sul  rag- 
gio vettore  è  la  terza  parte  del  raggio  vettore 
stesso. 

L'equazione  in  coordinate  ortogonali  (prendendo 
per  assi  coordinati   Vasse  focale  e  la  perpendico- 
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lare  in  0)  è 

Uequazione  in  coordinate  polari  è  [il  polo  è  in 
0,  e  Vasse  polare  è  coincidente  colmasse  focale): 

p^  =  2a^cos2  cp. 
Il  raggio  di  curvatura  è  dato  da 

3p 

IJarea  racchiusa  dcdla  lemniscata  è  misurata 
da  2  a2. 

La  evoluta  della  lemniscata  ha  per  equazione 

1 


2  1      /      2  2  \  — 

3 


-12         2\j2 


x^  \- y'^]   \oo'^ —t/^]     =— T^rt. 


Il  volume  del  solido  generato  dalla  rotazione 
della  lemniscata  intorno  V  asse  focale  è 

2v^27r  ;(      111/,,   /o^^ 

Varco  di  lemniscata  è  dato  dalla  formola 

0 

essendo  p  il  raggio  vettore. 

Di  qui  si  vede  che  la  lemniscata  è  una  curva 
avente  la  proprietà  che  il  suo  arco  si  esprime  per 
ìtn  integrale  ellittico  vi  1/  specie.  Il  modulo  di 
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Legendre  corrispondente  a  tale  integrale  ellittico 

è  Jc=  --  (v.  Repert,,  I,  pag.  413). 

\/2 


Ponendo 


a  \l  2 


r  - 


si  ha 


\/  1  —  u' 
dr  2  du 


v/ 1  -  r^       v/ 1  - 


cosicché,  dato  un  arco  cui  corrisponde  il  raggio 
vettore  arsi 2,  colla  forinola  algebrica  precedente 
(relazione  fra  r  e  ti)  si  troverà  il  raggio  vettore 
ansi  2  il  quale  corrisponderà  ad  un  arco  metà.  Si 
ha  così  il  mezzo  di  risolvere  algebricamente  il 
problema  della  bisezione  delVarco  di  lemniscata. 

Il  quadrante  della  lemniscata  si  pjiò  algebri- 
camente dividere  in  3  e  5  parti  eguali;  e  quindi 
anche  in  ogni  numero  di  parti  dato  da  2'",  3.2"*, 
5.2"*  (teor.  di  Pagnano,  Produz.  mal,  Pesaro, 
1750,  II,  pag.  368). 

A  questo  teorema  è  da  aggiungersi  quello  di 
Abel  (Creile.,  IH): 

Si  può  sempre  con  cerchi  e  rette  dividere  il  qua- 
drante della  lemniscata  in  n  parti  eguali  se  n  è 
della  forma 

2'''      ovvero      2'^  +  1. 

Abel  dimostrò  propriamente  che  si  potea  ado- 
perare per  ciò  un  metodo  analogo  a  quello  inven- 
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tato  da  GrAUSS  per  la  divisione  della  circonferenza 
in  parti  eguali  (risoluzione  delle  equazioni  bino- 
mie,  V.  Reperì,^  I,  pag.  120);  ciò  pare  che  fosse 
già  conosciuto  da  Gauss  stesso  (v.  Op-,  T,  pag.  412, 
413;  Disq.  arithm.). 

Oltre  i  citati  lavori  di  Fagnano  e  quelli  di 
Eulero  {Mém.  de  8.  Pétersb,,  V,  pag.  1751-52) 
altri  lavori  sulla  divisione  della  lemniscata  (teoria 
che  ha  legami  con  quella  della  moltiplicazione 
complessa  delle  funzioni  ellittiche)  sono  quelli  di 
Libri  {Creile,  X),  Liouville  {Compt.  Rend., 
1843,  Clausen  {Astron.  Nacli.,  1842),  Wichert 
(Prog.  Conifz,  Gymn.,  1846),  Eesenstein  (Creile, 
XXX,  XXXTX),'  Hofmann  [Creile,  XLVIII), 
KiEPERT  ild.,  LXXV).  La  funzione  inversa  del- 
l'integrale lemniscatico  si  suol  chiamare  funzione 
lemniscatica.  Per  altri  dettagli  v.  Enneper  {El- 
lipt  Fund.,  pag.  382,  531,  546). 

Definendo  la  lemniscata  mediante  F  iperbole 
equilatera  (v.  sopra)  e  quindi  facendo  corrispon- 
dere a  punti  dell'iperbole  equilatera,  punti  della 
lemniscata,  Chasles  {Compi.  Rend.,  1845)  trovò 
che  a  due  archi  delV  iperbole  la  cui  differenza  è 
rettificabile,  corrispondono  archi  rettificabili  della 
lemniscata. 

Delle  curve  che,  come  la  lemniscata,  hanno  i 
loro  archi  che  si  esprimono  per  integrali  di  l.'' 
specie,  si  occupò  Leoendke  {Traile  des  fonct.  el- 
lipt.,  II,  590',  e  indi  Roberts  {J.  de  Liouville, 
IX),  Serret  {Id.,  X).  Altri  dettagli  si  trovano 
in  Enneper  {cit.,  pag.  560);  vedi  anche  Catley 
[Funz.  ellitt.,  Gap.  Ili,  XV). 

Il  perimetro  di  tutta  la  lemniscata  si  può  esprit 
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mere  colla  serie 

A  lo    (,    •    ^      1     ,    1.3     1   ^1.3.5  1   ^     \ 

(Curva  ad  otto.)  Una  curva  che  ha  la  stessa 
forma  della  lemniscata  di  Bernoulli  e  che  perciò 
da  qualcuno  è  stata  confusa  colla  lemniscata  (vedi 
Interni,  des  math.,  1897,  pag.  98  e  190-191),  è 
quella  detta  da  alcuni  lemniscata  di  Gerono^  e  da 
altri  curva  ad  otto.  La  sua  equazione  è,  sotto  la 
forma  più  semplice: 

La  sua  costruzione  è  la  seguente: 

Si  proietti  ortogonalmente  un  punto  P  di  un 
cerchio  su  di  un  diametro  in  P\  e  sulla  tangente 
airestremità  di  questo;  indi  si  congiunga  il  centro 
col  piede  di  quest'ultima  proiezione,  e  si  deter- 
mini il  punto  d'incontro  di  tale  congiungente  colla 
prima  retta  proiettante  cioè  con  P P'.  Il  luogo  di 
tal  punto  d^  incontro  è  la  curva  ad,  otto. 


§  11.  —  Ovali  di  Cartesio.  Lumaca  di  Pascal. 

Cardioide.  Concoide  di  Nicomede. 

Spiriche. 

Delle  ovali  dì  Cartssio  abbiamo  già  trattato  a 
pag.  284  di  questo  volume.  Esse  sono  curve  di 
quart'ordine  con  due  cuspidi  nei  due  punti  ciclici 
del  piano.  Sono  perciò  curve  cicliche. 
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Non  ripeteremo  le  proprietà  già  enunciate  al 
luogo  citato;  solo  aggiungeremo: 

Ùequazione  di  una  tal  curva  in  coordinate  car- 
tesiane si  può  scrivere 

{x^-^v^   -a^y-^b{x~'d)  =  0', 

in  coordinate  polari^  prendendo    un  fuoco  (v.  pa- 
gina 284)  come  polo^  Veqiiazione  della  curva  è 
P^  ~  (a  +  6  cos  'f  )  p  -h  ^^  ^=  0  ; 

infine  in  coordinate  bipolari  (cioè  chiamando  p,  p' 
i  raggi  vettori  condotti  da  due  fuochi  della  curva) ^ 
V equazione  è: 

Z  p  +-  m  p'  =  e 

dove  /,  m,  e  sono  costanti. 

Questa  curva  ìia  tre  fuochi  reali  situati  in  linea 
retta,  intendendo  in  generale  per  fuochi  di  una 
curva  i  punti  d'intersezione  delle  rette  tangenti 
alla  curva  e  condotte  per  i  due  punti  ciclici  del 
piano,  che  nel  nostro  caso  appartengono  alla  curva 
e  sono  per  essa  cuspidi 

Fu  Chasles  che  scoprì  il  terzo  fuoco  di  questa 
curva,  di  cui  Cartesio  avea  considerato  solo  due 
fuochi. 

^Questa  curva  può  generarsi  come  luogo  del  terzo 
vertice  di  un  triangolo,  di  cui  gli  altri  due  ver- 
tici (estremi  della  base)  si  muovono  su  due  cir- 
conferenze, mentre  la  base  rota  intorno  ad  un 
punto  situato  sulla  retta  dei  centri,  e  gli  altri  due 
lati  rotano  intorno  ai  centri  delle  due  circonfe- 
renze. Tali  centri  sono  due  fuochi  della  curva. 

Una  proprietà  ottica  dei  fuochi  delle  ovali  di 
Cartesio  è  la  seguente  ; 
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1  raggi  partenti  da  uno  dei  fuochi,  rifratti 
dalla  ciirva^  con  un  indice  di  rifrazione  eguale  al 
rapporto  dei  raggi  delle  due  circonferenze  che 
servono  a  generare  la  curva  stessa^  convergono  in 
un  altro  fuoco. 

Le  ovali  di  Cartesio  sono  evolventi  della  cau- 
stica per  rifrazione  di  un  cerchio  (v.  Salmon- 
FiEDLER,  Ebene  Gurven,  li  Aufl.,  pag.  127). 

Nella  prima  geometria  analitica  che  sia  com- 
parsa, cioè  in  quella  di  Cartesio  del  1637  si  tro- 
vano studiate,  per  la  prima  volta,  le  proprietà 
delle  ovali  cartesiane. 

Fra  i  lavori  assai  più  recenti  su  tali  curve  ci- 
teremo Genocchi  {Noiiv.  Ann.^  1855,  Maihesls^ 
188-4  s  Zeuthex  (Nouv.  Ann,,  1864,  pag.  304), 
Sylvestrr  [PhlL  Mag.,  XXXI,  1866),  D'Ocagne 
(Compt,  Eend.,  1883,  pag.  1424,  ecc.). 

Per  un'estesa  bibliografìa  vedi  Liguine  (Bull, 
de  Darboux,  1882),  e  VLiterm.  des  math.^  1896, 
pag.  238-239. 

Per  la  rettificazione  delle  ovali  di  Cartesio 
mediante  tre  archi  di  ellissi  vedi  Genocchi  [Ann, 
di  Tort.,  VI,  pag.  Ili;  Coinpt.  Rend.,  1875). 

(Lumaca  di  Pascal.)  Se  nella  equazione  in  coor- 
dinate polari  delle  ovali  di  Cartesio,  si  ia,  e  =  o, 
si  ha  l'equazione  in  coordinate  polari  della  lumaca 
di  Pascal^  la  quale,  oltre  avere  per  cuspidi  i  punti 
ciclici.,  ha  anche  un  punto  doppio  nelV  origine.  A 
questa  curva  il  nome  fu  dato  da  Roberval  ( A.c. 
des  selene.^  1708,  pag.  78).  La  sua  equazione  in 
coordinate  polari  può  scriversi 

^  =z  a  -^-  b  cos  f 
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e  in  coordinate  ortogonali  : 

{x^  +  2/2  —  h'xf  =  Ci"  [oc"  +  2/2). 

Questa  curva  può  definirsi  come  una  podaria  e 
come  una  curva  concoide^  (v   §  2  e  4  . 

La  lumaca  di  Pascal  è  una  concoide  del  cer- 
chio, ed  è  anche  una  podaria  del  cerchio. 

Si  abbia  un  cerchio  di  raggio  a,  e  su  di  un  dia- 
metro si  prenda  un  punto  P  distante  dal  centro 
della  lunghezza  b.  La  podaria  di  P  rispetto  al 
cerchio  è  la  lumaca  avente  la  equazione  sopra- 
indicata. 

Si  costruisca  poi  il  cerchio  avente  per  diametro 
il  segmento  compreso  fra  P  e  il  centro  del  cer- 
chio ;  staccando  sui  raggi  vettori  a  quest^  idtiyno 
cerchio  e  partenti  da  P,  le  lunghezze  costanti 
eguali  ad  ce  e  da  ambo  le  parti  deWestremo  del 
raggio  vettore  stesso,  si  ha  la  lumaca. 

Altre  costruzioni  della  lumaca  sono: 

Essa  è  la  curva  inversa  (v.  §  1)  di  una  conica^ 
il  centro  d^ inversione  essendo  un  fuoco  di  questa. 

Si  abbia  un  triangolo  iscritto  in  un  cerchio  e  di 
cui  un  vertice  A  è  fisso  e  l'angolo  A  è  costante; 
la  lumaca  è  il  luogo  dei  centri  dei  cerchi  inscritti 
ed  ex-inscritti. 

Essa  è  anche  il  luogo  del  vertice  di  un  angolo 
costante  di  cui  i  due  lati  sieno  tangenti  a  due  cir- 
conferenze date. 

La  lumaca  di  Pascal  è  anche  una  rulletta  (vedi 
§  6),  generata  da  un  punto  connesso  al  piano  di 
un  cerchio,  il  quale  rotola  su  di  un  altro  cerchio 
di  egual  raggio. 


764  XFII,  IL  —  Cardioide. 


Caso  particolare  della  lumaca  di  Pascal  è  la 
cardioide^  che  si  ottiene  quando  a^=^b. 

Questa  curva  si  genera  come  luogo  di  un  punto 
di  una  circonferenza  che  rotola  su  di  un'altra  di 
eguale  raggio;  ovvero  come  podaria  di  una  circon- 
ferenza rispetto  ad  imo  dei  suoi  jninti;  ovvero 
come  concoide  di  un  cerchio  rispetto  ad  un  suo 
punto,  e  staccando  segmenti  eguali  al  diametro; 
ovvero  come  V  inversa  di  una  parabola  il  centro  di 
inversione  essendo  nel  fuoco. 

La  normale  in  un  punto  della  cardiode  passa 
per  il  punto  di  contatto  delle  due  circonferenze 
che  servono  a  generarla  come  rulletta. 

Uarea  della  cardioide  è  eguale  a  6  volte  quella 

2      . 
del  cerchio  di   cui  è  concoide,  o    -  di  quella  del 

o 

cerchio  di  cui  è  podaria  (tale  ultimo  cerchio  ha 
raggio  doppio  del  primo,  il  quale  è  eguale  ai  cer- 
chi che  servono  a  generarla  come  -rulletta). 

La  lunghezza  della  cardioide  è  16  volte  il  rag- 
gio del  cerchio  di  cui  è  concoide  e  8  volte  quella 
del  cerchio  di  cui  è  podaria. 

2 
Il  raggio  di  curvatura  in  un  punto  è  i  --  del 

ó 

segmento  medio  proporzionale  fra  il  raggio  vettore 

e  il  diametro  del  cerchio  di  cui  la  curva  è  podaria. 

La  concoide  di  Nicomede  e  la  concoide  (v.  §  4) 
di  una  retta. 
la  coordinate  polari  l'equazione  della  concoide  è 

p  == ±  b 
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e  in  coordinate  cartesiane  è 

dove  a  è  la  distanza  del  punto  dalla  retta  base,  e 
h  è  la  lunghezza  del  segmento  costante  staccato 
sul  raggio  vettore. 

La  retta  base  della  concoide  ne  è  evidentemente 
un  assintoto. 

La  tangente  si  costruisce  col  metodo  generale 
relativo  alle  concoidi  (v.  §  4). 

La  concoide  fu  considerata  da  NicOxMEBe  per  la 
risoluzione  del  problema  di  Deh,  e  fu  adoperata 
da  Newton  per  la  risoluzione  delle  equazioni  di 
30  g  40  grado  {Arith.  univ.,  pag.  115).  Vedi  la 
Ge^chìchte  der  Math.  di  Cantor. 


Si  chiamano  curve  spiriche  le  sezioni  del  toro 
(superficie  generata  da  un  cerchio  che  rota  intorno 
ad  una  retta  del  suo  piano,  v.  anche  Cap.  XII, 
§  7)  con  piani  paralleli  all'  asse  di  rotazione  del 
toro. 

Queste  curve  hanno  per  punti  doppi  i  due  punti 
ciclici  del  piano,  e  sono  in  generale  di  4.^  ordine. 

Casi  particolari  di  queste  curve  sono  le  ovali  di 
Cartesio,  la  lemniscata,  ecc. 

È  utile  notare  che  alcuni  Autori  hanno  chia- 
mato in  generale  spiriche  le  curve  passanti  per  i 
punti  ciclici  del  piano,  cioè  le  curve  cicliche;  vedi 
Darboux  [Sur  une  classe  remcirq.^  ecc.  Paris, 
1896). 

Per  la  storia  delle  sezioni  del  toro  vedi  Tan- 
NEKY  (Bull,  des  se.  mai.,  1884)  e  Schiapaeelli 
(Le  sfere  omocentriche  di  Eudosso^  Callippo,  ecc.). 
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§  12.  —  Cicloide.  Tkocoide.  Ipocicloide. 
Epicicloide.  Asthotde.  Tetracuspide. 

La  cicloide^  propriamente  detta,  è  la  curva  ge- 
nerata dal  punto  di  una  circonferenza  di  raggio  r 
che  rotola  su  di  una  retta  (base). 

Uequazione  cartesiana  della  cicloide  è 

r  —  y 


X  —  r  are  cos —  \j  2r  y  —  y^* 

r 

Chiamando  0  l'angolo  che  la  congiungente  il 
punto  P  della  curva  col  centro  del  cerchio  gene- 
ratore fa  colla  retta  perpendicolare  alla  base  (asse 
di  re),  le  coordinate  x^  y  di  P  si  esprimono  in 
funzione  di  6  colle  formole 

X  =  r  (0  —  sen  6) 
.V  =  r  (1  —  cos  0). 

U  equazione  differenziale  della  cicloide  è 


V      1 


dy  __J  2r-y 


dx      V      y 

U equazione  intrinseca  della  cicloide  è 
P^>s2=rl6r^ 

La  normale  in  un  punto  P  si  ottieìie  congiun- 
gendo  P  col  punto  di  contatto  A  del  cerchio  e 
della  retta. 

Prolungando    la     normale   di    una    lunghezza 
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eguale  a  P  A  oltre  A,  V estremo  di  tal  segmento ^  è 
il  centro  di  curvatura. 

La  evoluta  della  *  cicloide  è  un'altra  cicloide 
eguale  (dia  data. 

Varca  compresa  fra  la  base  e  uno  dei  rami  di 
cicloide  è  tripla  di  quella  del   cercltio  generatore. 

L'arco  di  uno  dei  rami  della  cicloide  è  otto  volte 
la  lunghezza  del  raggio  del  cerchio  generatore. 

Colla  cicloide  si  risolve  il  problema  della  bra- 
chistocrona  (v.  Repert.,  I,  pag.  268). 

La  cicloide  è  anche  la  curva  passante  per  due 
punti  e  comprendente  la  minima  area  fra  essa,  la 
sua  evoluta  e  le  normali  agli  estremi  (v.  Bepert., 
I  pag.  271). 

La  cicloide  è  una  curva  tautoce,ona,  cioè  il 
tempo  che  impiega  un  punto  pesante  e  percorrere 
gli  ardii  di  una  cicloide  rovesciata  per  giungere 
al  punto  più  basso  è  costante  qualunque  sia  il 
punto  di  partenza  (Huyghens,  1673). 

(Per  le  curve  tautocrone  e  la  loro  storia  sì  vegga 
una  monografìa  di  Ohrtmann,  Berlin,  1872,  e  una 
di  Amodeo,  1883.) 

La  cicloide  è  una  curva  celebre  nella  storia 
delle  matematiche;  essa  fu  studiata  dal  Padre 
Mersenne  e  da  Galilei.  Roberval  nel  1634  ne 
trovò  la  quadratura;  Cartesio  la  costruzione  della 
tangente;  indi  se  ne  occuparono  B.  Pascal,  Huy- 

GHENS,   i   BeRNOULLI,    CCC. 

Per  altre  notizie  si  vegga  Chasles,  Apeì^gu  hist., 
pag.  529;  Gtunther  {Bibl.  math.,  1887,  pag.  8)  e 
il  libro  citato  di  Brocard. 
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Si  chiamano  cicloidi  allungate  e  cicloidi  accor- 
ciate 0  o^eneralmente  trocoidi  quelle  curve  descritte 
da  un  punto  rigidamente  connesso  al  piano  di  un 
cerchio  che  rotola  su  di  una  retta,  e  la  cui  di- 
stanza dal  centro  del  cerchio  è  rispett.  minore  o 
maggiore  del  raggio.  Se  è  a  tale  distanza  ed  r  il 
raggio  del  cerchio,  la  equazione  della  curva  è: 

00  =  r  are  cos -  sj  a^  —  [r  —  yf^ 


Se  un  cerchio  di  raggio  r  rotola  su  di  un  altro 
di  raggio  i?,  la  curva  descritta  da  un  suo  punto 
si  chiama  epicicloide  se  i  due  cerchi  sono  esterni 
l'uno  all'altrO;  e  ipocicloide  se  i  due  cerchi  sono 
interni  l'uno  all'altro. 

Le  coordinate  di  un  punto  sono  date  da 

X  =  (r  f  B)  cos  0  +  r  cos  — —  0 

r       f 

^  per  V epicicloide. 

y  =  (r  +  R)  sen  0  ~  rsen  — —  0 1 

r       / 

Per  V  ipocicloide  basta  poi  mutare  R  +  r  in 
R  —  r. 

Le  evolute  o  le  evolventi  delle  epicicloidi  o  ipo- 
cicloidi  sono  curve  della  stessa  specie. 

Se  r  =  R  si  ha  la  cardioide  (v.  §  10). 

Se   r  =  — -  e  il  cerchio  mobile  è  interno  al  fisso 
4 

si  ha  la  ipocicloide  a  quattro  cuspidi  o  astroide^ 

la  cui  equazione  è 

3.        1         1. 
w^  -I   y^  —  R^^ 
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La  equazione  intìHnseca  deWastroide  è 

p2  _[_  4  ^2  -_  9  ^2       (CesIro,  Noiiv.  Ann.j 
'"'  '  1885,  pag.  258). 

//  perimetro  deWastroide  è  6  volte  il  raggio  del 

cerchio  fìsso  ;  e  Varca  è  ~   delV  area  del  medesi- 

o 

mo  cerchio» 

Uastroide   si   ottiene   anche  come   inviluppo  di 

una  retta  di  lunghezza  costante  che  si  appoggia  a 

due  rette  ortogonali, 

73 

Se  T=^-^  si  ha  la  ipocicloide  tricuspide  o  trian- 

golare  o  di  Steiner. 

LHpocicloide  tricuspide  è  l^  inviluppo  della  co- 
siddetta  retta  di  Simpson  o  di  Wallace  relativa 
al  triangolo  delle  tre  cuspidi^  cioè  della  retta  su 
cui  si  trovano  i  piedi  delle  perpendicolari  abbas- 
sate sui  lati  del  triangolo  da  un  punto  della  cir- 
conferenza circoscritta  (v.  più  avanti  Geom.  del 
triangolo^  Capitolo  XXII). 

Si  chiamano  generalmente  epitrocoidi  le  curve  ge- 
nerate da  un  punto  del  piano  di  un  cerchio  che  ro- 
tola esternamente  ad  un  altro  cerchio  fisso.  Più  spe- 
cialmente, secondochè  il  punto  è  esterno  o  interno 
al  cerchio  mobile,  si  hanno  due  specie  di  curve  che 
si  sogliono  distinguere  coi  nomi  di  epicicloidi  ac- 
corciate 0  allungate.  Analoghe  definizioni  per  le 
ipotrocoidij  ovvero  ipocicloidi  accorciate  o  allungate. 

Le  epi-  e  ipocicloidi  furono  considerate  da  De 
La  Hire  (Mém,  de  Paris,  1694,  1706),  da  New- 
ton (Principia,   ecc.)   che  ne    studiò   la  rettifica- 

Pascal.  49 
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zione,  e  da  Eulero  (Nova  Comm.  Petrop,,  1766, 
1781;  Acta  Petrop.,  1784),  Raabe  ^Creile,  I), 
EcKARDT  {Zeitschr.  f.  math.,  XY,  1870),  Kie- 
PERT  (Id.,  XVII,  1872). 

Della  ipocicloide  tricuspide  si  occupò  Steiner 
{Creile,  LUI,  LY);  indi  Cremona  [Creile,  LXIY), 
Clebsch  (Id.)j  Battaglini  (Giorn.  di  Batt.,  IV, 
1866),  Painvin  (Noiiv.  Ann,,  1870),  Cahen  (Id., 
1875),  Laquerre  (Bull.  Soc.  malli.,  YII,  pag.  108), 
Intridila  [Giorn.  di  Batt.,  1885),  ecc. 

L'area  ne  fu  calcolata  da  Balitrand  {Joiirn. 
de  LongchampSj  1893,  pag.  75).  Yedi  anche  il 
Gap.  YII  della  Teoria  delle  curve  piane  di  Sal- 
mon-Fiedler). 


Se  nella  seconda  costruzione  dell'  astroide  (quella 
che  dà  r  astroide  come  un  inviluppo)  si  suppone 
invece  che  le  due  rette  fisse  non  sieno  ortogo- 
nali ma  inclinate  di  un  angolo  a,  si  ha  la  curva 
chiamata  tetracuspide,  inviluppo  di  una  retta  di 
lunghezza  costante  a,  e  i  cui  estrenji  si  appog- 
giano a  due  rette  inclinate  dell'angolo  a. 

Questa  curva  è  di  6.®  ordine  e  4.^  classe. 

La  sua  area  è ^—  (1+2  sen^  a). 

8  sen''  ce 

Lo  studio  di  questa  curva  fu  proposto  da  Mer- 
heux  nel  1842  {Nouv.  Ann.,  1842;  pag.  59,  que- 
stione 12);  JoACHMiSTHAL  ne  trovò  l'equazione 
(Id.,  1847);  Steiner  {Id.,  1858)  ne  enunciò  molte 
proprietà.  Essa  fu  poi  anche  studiata  da  Bella- 
viTis  che  le  dette  il  nome  (Metodo  delle  equipol- 
len'^e),  da  Mannheim  {Nouv.  Ann.^  1878);  per  la 
rettificazione  v.  Mathesis,  1894,  pag.  129,  e  per 
altre  indicazioni  v.  Interni,  des  math.^  Y,  p.  160). 
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§  18.    —  Le  spirali.  Le  curve  di  Ribaucour. 

Si  sogliono  indicare^  col  nome  di  spirali  delle 
curve  le  quali  si  svolgono  in  infinite  spire  attorno 
un  punto,  0  all'  esterno  o  interno  di  una  curva. 
Il  nome  comune  di  spirali  si  riferisce  più  alla 
maniera  colla  quale  la  figura  di  quelle  curve  si 
presenta  ai  nostri  occhi,  che  non  ad  una  proprietà 
comune  a  tutte  quelle  curve. 

Una  curva  a  spirale  è  necessariamente  una 
curva  trascendente. 

La  spirale  (^'Archimede  (o  anche  detta  spirale 
di  Conon)  ha  per  equazione  in  coordinate  polari 
p  ==  a  cp. 

Essa  è  perciò  la  traiettoria  di  un  punto  che  si 
allontana  con  mota  uniforme  su  di  una  retta, 
mentre  questa  rota  con  moto  uniforme  intorno  ad 
un  suo  punto.  Essa  si  compone  di  due  parti  sim- 
metriche fra  loro  e  corrispondenti  alle  due  parti 
nelle  quali  la  retta  mobile  è  divisa  dal  punto  fisso. 

Nella  spirale  d' Arcliimede  la  sunnormale  polare 
è  costante  ed  eguale  al  parametro  a. 

Varca  polare  compresa  fra  un  arco  della  spi- 
rale d^ Archimede  e  i  due  raggi  vettori  estremi  è 
data  dalla  formola 

a^ 

essendo  'fi,  92  9^'^  argomenti  dei  due  estremi  deh 
Varco. 
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La  spirale  d' Archimede  è  la  podaria  della  evol- 
vente di  un  cerchio  rispetto  al  centro  del  cerchio 
stesso. 


La  spirale  logaritmica  ha  per  equazione  polare 

La  sua  evoluta,  la  sua  caustica  per  riflessioìie^  ; 
e  la  caustica  per  rifrazione  sono  delle  nuove  spi-  = 
rati   logaritmiche    eguali   alla   data   (Jacq.  Ber- 
NOULLi,  Acta  Erud*,  1691). 

La  curva  incontra  il  raggio  vettore  sotto  angolo 
costante  (donde  anche  il  nome  di  spirale  equian- 
golare). 

L'origine  dei  raggi  vettori  è  un  punto  assinto- 
tico  della  curva. 

Gli  archi  contati  a  partire  dal  punto  p  =  1, 
^=0^  6  nel  senso  negativo  di  rotazione.,  tendono 

v/l  +a2 
alla  quantità  finita quando  V estremo  ten- 
de al  polo. 

Il  centro  di  curvatura  è  Vestremità  della  sun- 
normale  polare. 

La  ruUetta  e  la  curva  di  sdrucciolamento 
(v.  §  6)  del  polo  della  spirale  logaritmica  rispetto 
ad  una  stessa  retta  base  sono  due  rette  ortogonali. 

La  spirale  logaritmica  è  la  sua  propria  polare 
reciproca  rispetto  ad  ogni  iperbole  equilatera  che 
ha  il  suo  centro  al  polo  della  spirale  e  che  le  è 
tangente.  (Klein-Lie,  Bull,  des  scienc,  math,  1872, 
pa^.  331.) 

U  inversa  della  spirale  logaritmica.,  il  centro  di 
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inversione  essendo  nel  polo,  è  ancora  una  spirale 
logaritmica  eguale  alla,  prima. 

La  spirale  logaritmica  fu  considerata  prima  da 
Caetesio,  indi  da  Jacq.  Beknoulli.  Alcune  in- 
dicazioni bibliografiche  si  trovano  nel  libro  citato 
di  Brocard;  una  breve  monografia  su  questa 
curva  è  quella  di  Whitworth  {Noiivelles  Ann., 
1869).  Vedi  anche  il  Gap.  VII  del  Trattato  sulle 
curve  piane  di  Salmon. 


La  spirale  iperbolica   è   l'inversa   della  spirale 
d'Archimede;  la  sua  equazione  polare  è 


a 


La  curva  ha  il  polo  per  punto  assintotico,  e 
una  retta  per  assintoto  ;  essa  si  compone  di  due 
rami  simmetrici  rispetto  alla  retta  perpendicolare 
air  assintoto  e  passante  pel  polo. 

La  sottangente  polare  è  costante. 

La  spirale  iperbolica  è  la  proiezione  di  ìiW elica 
in  un  piano  perpendicolare  alVasse^  e  da  tin  punto 
di  questuasse 


La  spirale  parabolica  o  di  Permat  è  quella  di 
equazioue 


9^  "-  ?• 


Sia    0  il   polo    e  0  M  l'asse  polare  incontrato 
dalla  spirale  successivamente  nei  punti 

0,  M,  M\  M'\... 
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Patto  centro  in  0  e  raggio  0  M  e  descritta  la 
circonferenza,  Varca  racchiusa  fra  il  primo  arco 
0  M  di  spirale  e  Passe  0  il/,  è  metà  dell'area  del 
cerchio  ;  la  medesima  area  è  metà  di  quella  com- 
presa fra  il  primo  ramo  di  spirale^  il  secondo 
ramo  M M'  e  la  retta  MM';  mentre  questa  ul- 
tima area  è  eguale  a  quella  compresa  fra  il  se- 
condo ramo^  il  terzo  ramo  e  la  retta  M'  M'',  la 
quale  a  sua  volta  è  eguale  aW  area  compresa  fral 
il  terzo  ramo^  il  quarto  e  la  retta  M^'  if"  e  così  1 
di  seguito. 


Le  linee  tali  che  la  proiezione  del  centro  di 
curvatura  sul  raggio  vettore,  divida  questo  raggio 
in  un  rapporto  costante,  si  chiamano  spirali  sinu- 
soidi (De  la  Goupilltere);  la  loro  equazione  po- 
lare è  data  da 

pW  rrrr  Q^  gen   {U  ^) 

e  la  loro  equazione  intrinseca  è 
n   ■   \   i'  d  p 


n—l\      I    ,     \    2n 


ir 


1 


L'angolo  che  la  tangente  alla  curva  fa  col  rag- 
gio vettore  è  n  'f . 

Per  valori  particolari  di  n  (indice)  si  hanno 
curve  già  conosciute  e  semplici;  p.  es.  per  n  =  l 
si  ha  la  circonferenza,  per  n  —  —  1  si  ha  la  retta. 

Affini  alle  spirali  sinusoidi  sono  le  curve  di  Ri- 
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laucouTj  la  citi  equazione  intrinseca  è 

n  -[  l  f  dp 

s  = 

n—  \ 


Le  curve  di  Ribaiicoiir  sono  quelle  il  cui  rag- 
gio di  curyatura  è  proporzionale  al  segmento  di 
normale  compreso  fra  il  punto  della  curva  e  una 
retta  fissa. 

Il  numero  n  si  dice  indice,  sia  per  la  spirale  si- 
nusoide che  per  la  curva  di  Ribaucour. 

Se  ima  spirale  sinusoide  di  indice  n  rotola  su 
di  una  retta^  il  suo  polo  (origine  dei  raggi  vet- 
tori) descrive  una  curva  di  Ribaucour  d'indice 


n  4-  r 

Per  le  spirali  sinusoidi  citeremo  De  La  Gou- 
piLLiERE  [Nouv.  Ann-,  1876,  pag.  97),  Brocard 
(M,  1886),  ecc. 

Le  curve  di  Ribaugour  furono  incontrate  da 
questo  Autore  nelle  sue  ricerche  sulle  superficie 
minime  (Meni,  de  VAcad*  de  Belgique^  XLIY; 
Nouv.  Ann,,  1888),  ecc. 

Una  trattazione  di  tali  due  specie  di  curve  si 
trova  in  Cesaro  [Geom.  intrins.,  1896,  pag.  45). 
Per  altre  indicazioni  v.  Brocard  (aV.  al  §  6). 
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§  14.  —  Catenaria.  Curve  di  Delaunat. 

Trattrice.  Sinusoide.  Quadratrice. 

Curva  elastica. 

La  catenaria   è   la  curva  d'equilibrio  d'un  filo 
pesante  fisso  in  due  dei  suoi  punti. 
La  sua  equazione  è 

/   f^        — 

e  la  sua  equazione  intrinseca  è 

a  p  =  a^  -ir  s^. 

L'asse  delle  x^  che  dista  della  lunghezza  a  dal 
punto  più  basso  A  della  curva,  si  chiama  asse 
della  catenaria  ;  rispetto  ad  esso  la  curva  è  convessa. 

La  catenaria  è  la  rtdletta  del  fuoco  della  pa- 
rabola che  rotola  su  di  una  retta. 

La  tangente  alla  catenaria  in  un  punto  P  si 
costruisce  conducendo  il  cerchio  di  centro  il  piede 
delVordinata  di  P,  e  di  raggio  a,  e  conducendo 
da  P  una  tangente  a  tal  cerchio. 

Il  raggio  di  curvatura  è  eguale  alla  porzione 
di  normale  sino  aW  incontro  del l^  asse  di  x  ;  quindi 
il  centro  di  curvatura  si  ottiene  trasportando  in 
direzione  opposta  tale  lunghezza  di  normale. 

La  catenaria  è,  di  tutte  le  curve  isoperimetriche., 
quella  di  cui  il  centro  di  gravità  è  il  più  basso 
(v.  Reperì.,  I,  pag.  270). 

Colla  rotazione  intorno  all'asse  la  catenaria  gè- 
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nera  il  catenoide  che  è  una  superficie  minima 
(v.  Gap.  XVI,  e  Eep^ert..,  voi.  I,  pag.  272  in  cui 
si  riferisce  anche  un'altra  proprietà  del  catenoide). 

L'arco  AP  della  catenaria  si  ottiene  condu- 
cendo dal  punto  d'incontro  della  tangente  in  P 
con  quella  in  A,  la  perpendicolare  alla  tangente 
in  P  sino  all'incontro  dell'asse  in  B,  e  indi  pro- 
iettando in  Q  sull'asse  .^,  il  medesimo  punto  di 
incontro.  La  lunghezza  Q  E  è  eguale  alVarco  A  P. 

Varea  compresa  fra  Varco  A  P  della  catenaria 
e  Vasse  di  x  è  eguale  al  prodotto  delVarco  A  P  per 
il  parametro  a. 

La  curva  d'equilibrio  d'un  filo  pesante  fu  con- 
siderata erroneamente  da  Galilei  (il  quale  avea 
creduto  che  fosse  una  parabola);  indi  da  Leibnitz 
e  Jacq.  Bernoulli. 

Per  notizie  storiche  v.  un  articolo  -  di  Laisant 
{Ass.  Frang.  Congrès  de  Touloiise,  1887,  pag.  64). 


Insieme  alla  catenaria  ordinaria,  che  è  la  rul- 
letta  del  fuoco  di  una  parabola,  si  possono  consi- 
derare le  rullette  dei  filochi  di  un'ellisse  o  di  un 
iperbole.  Le  curve  generate  sono  chiamate  cate- 
narie ellittiche  o  iperboliche,  ovvero  curve  di  De- 
LAUNAY,  il  quale  le  studiò  per  il  primo  ricono- 
scendole come  le  curve  meridiane  d^una  superficie 
di  rivoluzione  a  curvatura  media  costante  fondu- 
Ioide  e  nodoide^  v.  Gap.  XVI). 

IJ  equazione  differenziale  delle  curve  di  De- 
launay  è 


'■V'+dS 


{if^h\\    1  +  hy-^    -2at/  =  0, 
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e  Vequazione  intrinseca  è 


e                        s     ,  a 

—  p  =  e   -  cos 1- 


a  a  s 

e  —  cos  — 
a 

Ogni  curva  di  Delaunay  è  parallela  ad  ima 
curva  eguale. 

Per  queste  curve  si  può  vedere  p.  es.  Cesàro, 
Geom.  iìitrins.,  pag.  69.- 


La  trattrice  è  la  curva  tale  che  le  lunghezze 
delle  tangenti  comprese  fra  il  punto  di  contatto  e 
una  retta  fissa,  è  costante  {=  a).  La  retta  fissa  si 
chiama  assintoto  della  trattrice. 

La  equazione  differenziale  è 

dy  ^^        y 
^^       \l  à^  —  y'^ 

e  l^ equazione  in  termini  finiti  è 


x  =  —.\ja^-  2/'-^  +  a  log 


a  +  \/a^  —  y\ 

y 


Questa  curva  è  anche  la  traiettoria  ortogonale 
dei  cerchi  di  raggio  a  e  i  cui  centri  stieno  sidVasse; 
0  anche  una  evolvente  di  una  catenaria. 

Essa  è  anche  V  inviluppo  delibasse  di  una  pa- 
rabola che  rotola  su  di  una  retta. 

La  trattrice  è  anche  la  curva  meridiana  della 
pseudosfera,  e  delV elicoide  pseudosferica  del  Dini 
(v.  Gap.  XVI). 
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Il  raggio  di  curvatura  in  un  punto  P  si  deter- 
mina conducendo  d^l  yertice  della  curva 

la  parallela  alla  tangente  in  P,  fino  ad  incontrare 
l'assintoto  in  E;  il  segmento  OR  (essendo  0  la 
proiezione  ortogonale  del  vertice  suirassintoto)  è 
il  raggio  di  curvatura. 

Si  chiamano  trattrice  allungata  e  accorciata  le 
proiezioni  della  trattrice  ordinaria  su  di  un  piano 
passante  per  l'assintoto,  con  rette  proiettanti  ri- 
spett.  perpendicolari  al  piano  della  trattrice,  ov- 
vero perpendicolari  al  piano  di  proiezione  (vedi 
Bianchi,  Geom,  diff.,  pag.  243). 

La  trattrice  fu  studiata  da  Bomie  (Acad»  des 
Sciences  de  Paris^  1712,  pag.  281);  v.  anche  Ce- 
SÀRO  {Mathesis,  1882,  pag.  217). 


La  sinusoide  ha  per  equazione 
y  z=  sen  x. 

Essa  ha  infiniti  flessi  sulVasse  di  ce,  a  distanze 
eguali  ;  in  tali  punti  la  tangente  è  inclinata  di  45.^ 

IJarea  compresa  fra  un  arco  di  sinusoide  limi- 
tato fra  due  flessi  consecutivi  e  Vasse  di  oc,  è  il 
doppio  di  quella  del  quadrato  costruito  suWunità 
lineare.^  che  è  rappresentata  daW  altezza.,  sulVasse 
di  x^  del  punto  della  sinusoide  in  cui  la  tangente 
è  parallela  aliasse  di  x  stesso. 

La  lunghezza  del  medesimo  arco  di  sinusoide  è 
quella  di  una  semielUsse^  di  semiassi  \l  2  e  1;  in 
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formola  è  data  da 

fi. 3.2   ,     1    /1.3.5 


-h(¥-i(Hi+i 


2.4.6 


La  quadratrice  di  Dinostrato  è  la  curva  di 
equazione 

^__  2      9 

Tf  sen  9 
ovvero  : 

Essa  ha  per  assintoti  le  rette  parallele  alla  retta 
1/  =^  0,  e  distanti  da  questa  delle  quantità  ±  2, 
±4,... 

La  quadratrice  può  definirsi  nel  seguente  modo: 
si  immagini  un  cerchio  con  due  diametri  ortogo- 
nali, 0  J,  0  B.  Si  facciano  contemporaneamente 
partire  da  0  e  da  A^  due  mobili  con  velocità  uni- 
formi l'uno  su  0  5  e  l'altro  sull'arco  di  cerchio 
AB  ',\n  modo  che  contemporaneamente  si  trovino 
in  B;  se  L,  M  sono  due  posizioni  in  cui  con- 
temporaneamente  si  trovano  i  due  punti  mobili^ 
il  luogo  deW  incontro  di  0  M  colla  parallela  ad 
0  A  condotta  da  L  è  la  quadratrice. 

La  distanza  del  vertice  della   quadratrice  dal 

2 
centro  del  cerchio  è  —  :   così   indirettamente  ,  co- 
ti 

struita   la    quadratrice,   si    viene    a   conoscere  '^; 
ecco  perchè  tale  curva  potrebbe  servire  alla  qua- 
dratura del  cerchio. 
Questa  curva    fu   studiata    anche    da    Newton 
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{Opusctda,  I,  pag.  102).  Per  notizie  storiche  vedi 
un  articolo  di  P.  Tannert  {Bullett.  des  sciences 
math.,  1883,.  pag.  278). 


La   curva  elastica   è  quella  di  equazione  diffe- 
renziale 


dee  ^ 


sja'  — 


x^ 


Essa  è  la  curva  di  equilibrio  di  una  lamina  ela- 
stica fissa  in  un  estremo,  e  premuta  con  forze 
convenienti  all'altro  estremo.  Fu  studiata  la  prima 
volta  da  Jacq.  Bernoulli  (Ac.  de  Paris^  1703, 
1705). 

Questa  curva  ha  il  raggio  di  curvatura  inver- 
samente proporzionale  aW  ascissa. 

La  curva  elastica  è  fra  tutte  le  curve  isoperi- 
metriche  passanti  per  due  punti  fissi  quella  che  ha 
il  volume  di  rotazione  massimo  (v.  Bepert.,  I,  pa- 
gina 272). 

Per  questa  curva  dal  punto  di  vista  delle  fun- 
zioni ellittiche  vedi  Enneper,  Ellipt.  Funct.,  pa- 
gina 525  e  il  secondo  volume  dell'opera  di  Hal- 
PHEN  [Fonct.  ellipt.). 


§  15.  —  Curve  gobbe.  Eliche.  Lossodromiche. 

Si  dice  elica  cilindrica  la  curva  tracciata  su  di 
un  cilindro  e  che  incontra  sotto  angolo  costante 
le  generatrici  del  cilindro  stesso.  Essa  è  una  geo- 
detica del  cilindro. 
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Per  lo  sviluppo  del  cilindro  su  di  un  piano,  la 
elica  diventa  una  retta. 

In  ogni  punto  la  normale  principale  delVelica 
coincide  colla  normale  alla  superficie. 

Per  ogni  elica  cilindrica  è  costante  il  rapporto 
delle  due  curvature,  e  reciprocamente. 

Le  due  curvature  sono  costanti  solo  per  le  eli- 
che tracciate  su  di  un  cilindro  circolare  retto 
(Pdiseux;  y.  anche  Gap.  XVI,  §  4). 

Le  eliche  si  distinguono  in  sinistrorse  e  in 
destrorse  secondo  la  loro  direzione  rispetto  alle 
generatrici  del  cilindro;  propriamente  supponiamo 
messo  il  cilindro  in  modo  che  le  sue  generatrici 
sieno  nella  direzione  del  raggio  visivo,  e  che  un 
punto  percorra  l'elica  in  maniera  da  avvicinarsi 
alFosservatore;  se  il  movimento  del  punto  appare 
secondo  la  direzione  del  movimento  dell'  indice  del- 
l'orologio, si  ha  Voììcii  sinistrorsa  \  e  si  ha  l'elica 
destrorsa  nel  caso  contrario. 

Così  r  elica  tracciata  su  di  una  ordinaria  vite 
da  falegname  è  una  elica  destrorsa. 

Le  coordinate  di  un  p)unto  di  un^ elica  cilindrica 
circolare  (descritta  su  di  un  cilindro  circolare 
retto)  sono  date  dalle  f  or  mole 

x  =  r  cos  0 
y  =  r  sen  0 
2^  =  tg  9  .  r  .  0 

essendo  r  il  raggio  del  cerchio   base  e  ^  Vangolo 
costante  sotto  cui  Velica  incontra  le  generatrici. 
Uarco  di  elica  circolare  è  dato  da 


Szzzy^\'  1  -f  tg^  ^- 
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Velica  cilindro' conica  è  quella  tracciata  su  di 
UQ  cono  di  rotazione  e  che  taglia  sotto  angolo  co- 
stante le  generatrici.' 

La  proiezione  di  tale  elica  su  di  un  piano  per- 
pendicolare aliasse  del  cono  è  tma  spirale  loga- 
ritmica; tale  elica  è  dunque  anche  tracciata  sudi 
un  cilindro  avente  per  base  una  spircde  logarit- 
mica ^  e  per  tale  cilindro  essa  è  anche  nn^ elica., 
cioè  ne  incontra  sotto  angolo  costante  le  generatrici. 

Sviluppando  il  cono  su  di  un  piano.,  Velica  ci- 
lindro-conica si  distende  anche  in  una  spirale  lo- 
garitmica. 

La  normale  principale  è  perpendicolare  alVasse 
del  cono. 


Le  eliche  considerate  di  sopra  appartengono 
alla  classe  più  generale  delle  curve  lossodromiche 
cioè  di  quelle  tracciate  su  di  una  superficie  di  ro- 
tazione, e  che  incontrano  sotto  angolo  costante  i 
meridiani  di  tale  superficie. 

E  stato  specialmente  studiato  il  caso  in  cui  la 
superficie  di  rotazione  è  una  sfera.  Vedi  per  es. 
JoACHMiSTHAL  {Aìiweud,  dcr  Diff,  und  Integrai- 
rech.,  Leipzig,  1872,  pag.  83). 

Per  la  storia  delle  lossodromiche  y.  un  lavoro 
di  GiiNTHBR,  Studien  zur  Geschichte  der  math, 
Geographie^  Halle,  1879,  e  anche  un  esteso  arti- 
colo bibliografico  di  Brocahd  (Bull,  de  Darhoiix., 
1879,  1.*  p.,  pag.  329). 
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§  16.  —  Cicliche  sferiche. 
Finestre  di  Yiviani.  Spiriche  sferiche. 

Si  sogliono  chiamare  cicliche  sferiche  le  inter- 
sezioni di  una  sfera  con  superficie  di  2.^  grado. 
Caso  particolare  delle  cicliche  sferiche  sono  dun- 
que le  coniche  sferiche  (v.  Cap.  X,  §  1). 

Le  cicliche  piane  possono  considerarsi  come  le 
inverse  delle  cicliche  sferiche;  basterà  fare  un'in- 
versione per  la  quale  la  sfera  si  trasformi  in  un 
piano. 

Per  lo  studio  di  tali  curve  ^citeremo  il  libro  di 
Darboux,  Sur  une  classe  remarq.  ecc.  Paris, 
1896),  dove  si  trovano  anche  molte  altre  indica- 
zioni bibliografiche. 

Se  data  una  semisfera,  si  descrive  un  diametro 
del  piano  equatoriale,  e  sui  due  raggi  del  dia- 
metro si  descrivono  due  cerchi  aventi  quei  raggi 
per  diametri,  e  indi  i  cilindri  retti  aventi  quei 
cerchi  per  basi,  T intersezione  di  uno  di  questi  ci- 
lindri colla  sfera  è  una  curva  che  si  chiama  curva 
di  Viviani  o  finestra  di  Viviani. 

Tale  curva  fu  originata  dal  problema  proposto 
da  Viviani  nel  1692,  e  risoluto  poi  da  Viviani 
stesso,  da  Leibnitz  {Ada  Eriid.^  1692)  e  da  Giov. 
Bernoulli  {Ibid,)]  si  proponeva  di  descrivere  su 
di  una  volta  emisferica  quattro  finestre  eguali  e 
in  modo  che  la  parte  restante  sia  quadrabile. 

Descrivendo  i  due  cilindri  sopraindicaii^  Varca 
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rimanente  della   sfera   equivale   al   quadrato   co- 
struito sul  diametro  .della  sfera  stessa. 

Le   spiriche   sferiche   sono   intersezioni   di  una 
sfera  con  un  toro  (v.  Darboux,  cit.). 

*  Per  indicazioni  su  altre  curve  speciali  si  potrà 
con  profìtto  consultare  un  libro  recente  di  Beo- 
CARD  {Notes  de  Bibliographie  des  courbes  géom. 
Bar  Le  Due,  1897,  litogr.  con  siippl.  1899),  ori- 
ginato da  una  quistione  proposta  da  De  La  Gou- 
PILLTERE  nel  volume  I,  pag.  37  àeWTnterm.  des 
mathematiciens  (1894),  in  cui  si  domandava  una 
monografia  su  tutte  le  curve  speciali  che  aveano 
ricevuto  nomi  particolari.  Una  medesima  quistione 
fu  proposta  per  tema  di  concorso  per  gli  anni  1894 
e  1897  dall'Accademia  delle  scienze  di  Madrid,  e 
tal  concorso  fu  vinto  recentemente  dai  Sig."  Gino 
Loria  e  F.  Gomes  Teixeira.  Il  lavoro  premiato 
del  primo  di  questi  due  Autori  è  intitolato:  Le 
curve  piane  algebriche  e  trascendenti  ;  teoria  e  sto- 
ria. Saggio  di  geometria  comparata  del  piano. 
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CAPITOLO  XVIII. 

Analysis  situs  o  Topologia. 

Teoria  dei  poliedri. 

Connessione  delle  superficie  di  Riemann. 


§  1.  —  Connessione  delle  superficie.  Super- 
ficie UNILATERE  E  BILATERE.  NuMERO  EONDA- 
MENTALE.  Cenere. 

Una  superficie  può  essere  aperta  o  chiusa;  è 
aperta  quando  possiede  degli  orli^  cioè  delle  linee 
nei  cui  punti  essa  si  termina;  è  chiusa  quando 
non  possiede  orli. 

Un'area  infinitesima  attorno  ad  un  punto  su  di 
una  superficie  potrà  essere  guardata  da  due  versi 
0  facce  opposte,  che  corrispondono  alle  due  dire- 
zioni della  normale  alla  superficie  in  quel  punto; 
in  relazione  a  tali  due  faòce,  ogni  punto  può  es- 
sere considerato  come  doppio,  secondochè  si  im- 
magina appartenere  all'una  o  all'^altra;  diremo  al- 
lora che  tali  due  punti,  in  cui  un  medesimo  punto 
si  immagina  sdoppiato^  sono  coniugati  V  uno  del- 
l' altro. 

Una  superficie  può  essere  hilatera^  ovvero  a  due 
facce ^  e  unii at era  ovvero  a  una  faccia. 
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È  hilatera  quando,  partendo  da  un  punto  della 
superficie,  e  seguendo  cammini  continui  tracciati 
sulla  stessa  e  senza  attraversare  gli  orli,  non  si 
può  mai  giungere  al  punto  coniugato  a  quello  di 
partenza;  è  invece  tmilatera  quando  ciò  si  può 
fare. 

Esempi  di  superficie  bilatere  sono  la  sfera,  una 
porzione  di  piano,  ecc. 

Esempi  di  superficie  unilatere  sono  quelli  dati 
da  MoBius  (Zur  Theorie  der  Polyeder,  ecc.  Opere, 
II;  TJeher  die  Bestimmimg  des  Inìialts  einer  Po- 
lyeders,  1865;  Opere,  II). 

Si  abbia  un  rettangolo  di  carta  convenientemente 
lungo  A  B  C  D;  i  lati  più  lunghi  sieno  A  C, 
BD;  si  riunisca  Torlo  CD  coli' orlo  AB,  dopo 
averlo  fatto  rotare  intorno  alla  congiungente  i 
punti  medi  dei  lati  AB,  CD,  in  modo  che  il 
punto  D  venga  a  coincidere  con  A,  e  C  con  B. 
La  superficie  che  si  viene  a  formare  è  tmilatera 
aperta  con  un  orlo  solo. 

Se  prima  di  far  coincidere  C  D  con  A  i?,  si  fa 
rotare  G  D  \m  numero  dispari  di  volte  intorno  alla 
congiungente  i  punti  medi  dei  lati  AB,  CD,  e 
poi  si  stabilisce,  come  prima,  la  coincidenza  dei 
due  lati,  si  ha  ancora  una  superficie  nnilatera 
aperta  ad  un  orlo  solo. 

Si  può  formare  anche  una  superficie  unilatera 
chiusa  nel  seguente  modo  (Mobius). 

Se  A,  By  C,  D,  E  sono  cinque  punti,  quattro 
qualunque  non  appartenenti  ad  un  piano,  i  cinque 
triangoli  ABC,  B  G  D,  C  D  E,  D  E  A,  E  A  B 
costituiscono  una  superficie  unilatera  aperta  che 
ha  per  contorno  il  pentagono  A  C  K  lì  I). 
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Preso  un  punto  P  che  insieme  a  tre  qualunque 
dei  primi  cinque  punti,  non  stia  in  un  piano,  i 
cinque  triangoli  considerati  e  i  cinque  altri  PAG, 
POE,  PEB,  PBD,  PDA,  sono  le  facce  di 
un  poliedro  intrecciato  che  costituisce  una  super- 
ficie chiusa  iinilatera. 

Un'altra  superficie  chiusa  unilatera  si  può  otte- 
nere nel  seguente  modo  : 

Immaginiamo  una  sfera  con  due  buchi  ;  da  uno 
di  questo  facciamo  partire  un  tubo  esternamente 
alla  sfera,  indi  facciamolo  rientrare  nella  sfera  for- 
mando un  intreccio,  e  terminare  all'altro  buco  ma 
incontrando  la  sfera  dall'interno.  Si  ha  una  su- 
perficie unilatera  chiusa  (Dyck,  Math.  Ann., 
XXXII). 


Tagliando  la  superficie  lungo  i  punti  di  una  sua 
qualunque  linea,  si  fa  ciò  che  si  chiama  un  taglio. 

Un  taglio  può  essere  aperto  o  chiuso.  Fra  i  tagli 
aperti  notiamo  quelli  i  cui  estremi  sono  due  punti 
di  uno  stesso  orlo  (tagli  di  1.^  specie)  e  quelli  i 
cui  estremi  sono  due  punti  di  orli  diversi  (tagli 
di  2.^  specie). 

Un  taglio  chiuso,  ovvero  aperto  di  1.^  o  2.^  spe- 
cie, non  può  spezzare  la  superficie  in  più  che  in 
DUE  pezzi. 

Se  una  superficie  è  hilatera  un  taglio  aperto  di 
1.^  specie  aumenta  di  1  il  numero  degli  orli;  se 
mia  superficie  è  unilatera,  un  analogo  taglio  in- 
vece 0  non  muta  il  numero  degli  orli  o  lo  au- 
menta di  1. 

Un  taglio  di  1.^  specie  lo  diremo  rispett.  di  1.^ 
0  di  2.^  classe  secondochè,  nel  caso  della  super- 
ficie unilatera,  aumenta  o  no  il  numero  degli  orli. 
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Il  taglio  di  jf.*  specie  e  2,^  classe  non  spezza 
mai  una  superficie  tmilatera. 

Un  taglio  di  2-^  èpecie  diminuisce  di  1  il  nu- 
mero degli  orli  di  questa,  e  non  può  mai  spezzarla. 

Un  taglio  eseguito  lungo   una   linea  aperta  di 
cui  uno  estremo  è  su  di  un  orlo.,  e  V altro  estremo, 
come  anche  tutta  la  linea^  è.  nelV interno  *  della  su- 
perficie, non  aumenta   il  numero  degli  orli  e  non  • 
spezza  mai  la  superficie. 

Se  infine  i  due  estremi  della  linea  aperta  e  tutta 
situata  nelV interno  della  superficie,  non  sono  su 
alcun  orlo,  il  numero  degli  orli  si  aumenta  di  1, 
ma  la  superficie  non  si  spezza. 

Se  una  superficie  è  bilatera  un  taglio  chiuso 
aumenta  di  2  il  numero  degli  orli;  e  se  è  unila- 
tera  un  taglio  chiuso  aumenta  di  2  o  di  1  il  nu- 
mero degli  orli.  Diremo  che  il  taglio  chiuso,  su  di 
una  superficie  unilatera,  è  di  1-^  o  di  2.*  classe 
secoudochè  si  verifica  Tuna  o  l'altra  circostanza. 

Un  taglio  chiuso  di  2.^  classe  non  spezza  mai 
una  superficie  unilatera. 

Se  in  una  superficie  si  può  fare  un  taglio  aperto 
di  1.^  specie  senza  spezzarla^  si  potrà  anche  fare 
un  taglio  chiuso  senza  spezzarla.,  e  viceversa. 

Una  superficie  si  dice  semplicemente  connessa  se 
ò  finita,  aperta,  limitata  da  un  orlo  solo,  e  tale 
che  qualunque  taglio  chiuso  (ovvero,  ciò  che  ò 
equivalente,  qualunque  taglio  aperto  congiungente 
due  punti  dell'orlo)  la  spezzi. 


*  Si  intende  ovviamente  per  interno  dì  lina  siqjerflcie 
l'assieme  di  tutti  i  punti  della  stessa  che  non  appartengono 
al  contorno,  , 
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Una  superficie  semplicemente  connessa  è  sempre 
bilatera. 

La  porzione  piana  limitata  da  un  cerchio  è 
l'esempio  più  semplice  di  una  superficie  sempli- 
cemente connessa. 

Imma<>inando  la  superficie  formata  di  una  tela 
flessibile  ed  elastica,  ogni  superficie  semplicemente 
connessa  si  può  sempre  intendere,  trasformabile  in 
questa  sopraindicata,  con  deformazioni  continue,  cioè 
con  stiramenti  e  restringimenti,  ma  senza  rotture. 

Si  possono  sempre  eseguire  su  di  ima  superficie 
bilatera f  fagli  chiusi  o  aperti  di  1.^  e  2.^  specie  in 
modo  da  ridurla  semplicemente  connessa. 

Con  tagli  aperti  di  1.^  specie  e  2.^  classe  o  chiusi 
di  2.*  classe  si  può  sempre  ridiirre  bilatera  una 
superficie  unilatera. 

Si  abbia  una  superficie  e  con  opportuni  tagli  di- 
vidiamola in  un  numero  finito  a  di  parti  ciascuna 
semplicemente  connessa.  Supponiamo  che  per  ciò 
fare  si  eseguano:  un  certo  qualunque  numero  di 
tagli  chiusi,  e  tagli  aperti  di  cui  uno  solo  degli  estre- 
mi appartenga  ad  un  orlo  ;  e  poi  t^  tagli  aperti  di 
1.*  specie,  Tg  tagli  aperti  di  2.^  specie,  T3  tagli 
aperti  del  tutto  interni  alla  superficie  (anche  i  loro 
estremi  sieno  interni  alla  superficie).  Si  ha  allora: 

Il  numero 

"^1  +  '^2  +  ^3  -  <^ 

è  costante  in  qualunque  modo  si  eseguano  quei 
tagli. 

Tal  numero  aumentato  di  2  si  suol  chiamare 
il  numero  fondamentale  della  superficie. 

Se  invece  di  una  superficie  se  ne  ha  un  gruppo 
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di  s  di  esse,  allora  sussiste  l'analogo  teorema  ri- 
spetto a  tutto  il  gruppo,  e  si  dà  analoga  defini- 
zione per  il  numero^  fondamentale  del  gruppo. 

Il  numero  fondamentale  K  del  gruppo.,  si  esprime 
mediante  i  numeri  fondamentali  Ki  di  ciascuna 
superficie  colla  formola 

K=  ^  Ki-  2s^  2. 

Il  numero  fondamentale  di  una  superficie  non 
può  essere  negativo^  e  non  può  essere  zero  se  la 
superficie  è  aperta. 

Il  numero  fondamentale  di  una  superficie  sem- 
plicemente connessa  è  1;  e  reciprocamente.,  purché 
si  supponga  che  la  superficie  sia  aperta.,  ovvero  sia 
bi  lettera. 

Se  una  superficie  si  spezza  in  due  parti  con  un 
taglio  chiuso.,  ovvero  con  un  taglio  aperto  di  1.^ 
specie^  la  somma  dei  numeri  fondamentali  delle 
due  parti  è  eguale  al  numero  fondamentale  della 
superficie  aumentato  di  2  ovvero  di  1  rispett. 

Sia  data  una  superficie  bilatera  chiusa  o  aperta 
con  oj  (^0)  orli. 

Si  chiama  genere  di  quella  superfìcie  il  massimo 
numero  di  tagli  chiusi  o  aperti  di  1.*  specie  che 
si  possono  eseguire  sulla  superficie  senza  spezzarla. 

Se  è  p  il  genere  di  una  superficie  bilatera^ 
aperta  o  chiusa.,  il  numero  fondamentale  K  è 
dato  da 

K=2p  +  oy, 

Si  chiama  genere  di  una  superficie  unilatera  il 
numero  rappresentato  dalU  somma  del    numero 
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dei  tagli  chiusi  di  2.*  classe,  ovvero  aperti  di 
1.*  specie  e  di  2.*  classe,  che  occorrono  per  ri- 
durla bilatera,  e  del  doppio  del  genere  di  que- 
st'ultima superficie. 

Se  è-^  il  genere  della  superficie  unilatera^  aperta 
0  chiusa^  con  oj  (^  0)  orli^  e  K  il  numero  fonda- 
mentale^ è 

Si  chiama  ordine  di  connessione  o  connessione 
di  una  superficie  qualunque  il  numero  /i  -f  2  se  la 
superficie  è  chiusa,  e  il  numero  K  se  la  superficie 
è  aperta. 

Il  teorema  fondamentale  riguardante  il  genere 
di  una  superficie  è  il  seguente:  Due  superficie  am- 
bedue bilatere  o  ambedue  unilatere  aventi  il  me- 
desimo genere  e  lo  stesso  numero  di  orli  sono  de- 
formabili runa  neWaltra, 

Il  genere  di  una  superficie  non  muta  facendo 
in  essa  un  buco. 

Un  buco  aumenta  di  1  la  connessione  di  una 
superficie  aperta^  diminuisce  di  1  la  connessione 
di  una  superficie  chiusa;  e  aumenta  in  ogni  caso 
di  I  il  numero  fondamentale. 


Le  considerazioni  sulla  connessione  delle  su- 
perficie furono  iniziate  da  IIiemann  {Theorie  der 
Ahelsch.  Funct,^  §  2,  Creile^  LIV;  e  Fragment  aus 
der  Analysis  situs.  Opere,  pag.  448),  e  continuate 
da  Neumann  {Abelsche  Integr.,  \J^  ediz.,  1865; 
2.*  ediz  ,  1884). 

A  poco  a  poco  tali  studi,  affini  ad  altri  (che 
erano  stati  già  fatti  da  LiSTiNa  [Vorsi.  zar  To- 
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pologie^  Gòtt.  Stud.,  1847),  hanuo  costituito  una 
parte  a  se  e  siti  generis  della  Geometria  moderna, 
parte  che  suol  chiamarsi  Analysis  situs,  o,  meglio 
ancora.  Topologia  (sebbene  sembri  che  alcuni  in- 
tendano di  riserbare  al  nome  Topologia  una  si- 
gnificazione alquanto  più  ristretta  che  quella  di 
Analysis  situs)  e  che  studia  certe  proprietà  degli 
enti  geometrici  indipendentemente  dalla  loro  forma 
e  dalla  loro  grandezza. 

In  altri  termini  questa  parte  della  Geometria 
studia  le  forme  che  può  affettare  un  ente  geome- 
trico non  riguardando  come  distinte  due  forme  di 
quell'ente  quando  si  può  passare  dall'una  all'altra 
con  deformazione  continua,  cioè  quando  esse  si 
possono  far  corrispondere  punto  per  punto  in  modo 
biunivoco,  senza  però  necessariamente  supporre 
che  la  legge  di  corrispondenza  sia  analitica^  ma 
solamente  che  sia  continua. 

Le  prime  estensioni  agli  spazi  a  tre  dimensioni 
(cominciate  già  da  Riemann  nel  cit.  Fragment)  fu- 
rono fatte  da  LiSTiNa  (Census  rduml.  Complexe, 
Gote,  Abh.,  X,  1831;  Gótt.  Nach,,  1867),  e  esten- 
sioni più  generali  furono  fatte  per  la  prima  volta 
da  Betti  {Ann.  di  mcct*,  IV,  1870). 

Altri  lavori  furono  quelli  di  Picaud  (Journ  de 
Lioiiville,  serie  4.*,  I),  AV.  DrcK  {Malli,  Ann., 
XXXIL  XXXVII),  De  Paolis  {Teoria  dei  gruppi 
geometr,  ecc.  Soc.  it,  delle  scienze,  serie  3.*,  VII), 
ToNELLi  {Lincei,  1890),  e  Poincaré  Journ.  Ec. 
Polyt.,  2.*  serie,  I,  1895),  nel  primo  dei  quali  pos- 
sono trovarsi  molte  altre  indicazioni. 
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Ricerche  affini  a  quelle  di  cui  qui  si  tratta  sono 
quelle  sulla  maniera  di  sciogliere  o  di  formare 
gli  intrecci  nelle  curve,  e  altre  cose  simili,  delle  quali 
ricerche  hanno  trattato  Simony  (Math.  Ann.,  XIX, 
XXIY)  e,  coll'iatroduzione  degli  spazi  a  più  di- 
mensióni, HoppE  {Ardi,  der  Math.,  LXIA^,  1879; 
LXV,  1880),  DuRÈGE  {Wìen.  Bericht.,  1880\ 
Schlegel  {Zeitschr.  f.  Math.,  XXVITI,  1883). 


§  2.  —  Connessione  degli  spazi. 


Le  considerazioni  riguardanti  la  connessione  delle 
superficie  furono  estese  da  Listing  agli  spazi  a 
tre  dimensioni,  e  da  Betti  agli  spazi  a  piti  di- 
mensioni. Nel  Fragment  già  citato  di  Riemann 
si  trovano  anche  alcuni  risultati  su  tal  soggetto. 

Se  Zi  . .  ,Zn  sono  n  variabili  che  possono  pren- 
dere tutti  i  valori  reali  da  —  oc  a  -h  cx),  il  campo 
71  volte  infinito  dei  sistemi  di  valori  di  queste  va- 
riabili, lo  diremo  spazio  a  n  dimensioni,  e  lo  di- 
noteremo con  Sn  ;  un  sistema  di  valori  delle  z  co- 
stituirà le  coordinate  di  un  punto  in  tale  spazio. 

Un  sistema  di  m  equazioni  fra  le  z,  determinerà 
uno  spazio  ad  n  —  m  dimensioni  contenuto  in  Sn. 

Uno  spazio  Sn-m  contenuto  in  Sn  si  dirà  linear- 
mente connesso  o  avente  la  connessione  di  1.^  spe- 
cie quando  due  suoi  punti  si  possono  sempre  con- 
giungere con  una  linea  tutta  contenuta  in  esso, 
cioè  quando  un  punto  può  con  continuità  trasporr 
t^r^i  iieir^ltro  e  restando  sempre  in  Sn-nu 
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Se  F{zy,  . .  Zn)  =  0  e  una  relazione  fra  le  z,  e 
la  i^  è  continua  e  ad  un  sol  valore  per  ogni  si- 
stema di  valori  reali  delle  z,  le  spazio  Sn-\  raj)- 
presentato  dalla  i^=0,  separerà  in  generale  lo 
spazio  Sa  in  due  regioni,  per  una  delle  quali  ò 
F>0,  e  per  l'altra  è  F<0. 

Se  tali  due  regioni  sono  linearmente  connesse, 
lo  spazio  Sn-\  si  dirà  chiuso. 

Uno  spazio  Sn-m  lo  diremo  avente  la  coìines- 
sione  superficiale  o  di  2.^  specie,  se  qualunque  li- 
nea chiusa  in  esso  contenuta  può  con  continuità 
deformarsi  in  ogni  altra  analoga  e  restando  sem- 
pre appartenente  ad  Sn—m;  in  generale,  diremo 
elle  Sn-m  ha  la  connessione  di  r^^  specie  se  ogni 
spazio  chiuso  a  r  —  1  dimensioni  in  esso  conte- 
nuto, può  con  continuità  deformarsi  in  ogni  altro 
analogo,  senza  cessare,  in  tutti  gli  stadi  della  de- 
formazione, di  appartenere  ad  Sn-m. 

Se  imo  spazio  Sn-m  non  ha  la  connessione  di 
y-ma  specie,  si  potranno  sempre  in  esso  segnare  degli 
spazi  chiusi  ad  r  —  1  dimensioni,  e  tali  che  due 
di  essi  non  sieno  deformabili  con  contimiità  l^nno 
nelV altro  ne  ciascuno  di  essi  in  un  punto ^  ma  che 
ogni  altro  consimile  spazio  chiuso  sia  sempre  de- 
formabile in  uno  di  essi,  o  in  un  punto. 

Il  numero  pr  di  tali  spazi  chiusi  è  costante, 
qualunque  sia  il  modo  con  cui  essi  vengono  se- 
gnati; il  numero  pr  h-  1  si  chiama  ordine  della 
connessione  di  r^^  specie. 

Per  uno  spazio  avente  la  connessione  di  r"'«  spe- 
cie, il  numero  pt-  corrispondente,  ò  zero;  l'ordine 
della  connessione  r"'^  ò  1. 

La  porzione  di  piano    compresa  fra   due  cerchi 
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uno  interno  all'altro,  ha  1  per  ordine  della  con- 
nessione lineare,  2  per  ordine  della  connessione 
superficiale. 

Per  lo  spazio  compreso  fra  due  sfere  una  in- 
terna alFaltra,  la  connessione  lineare  ha  per  or- 
dine 1,  la  connessione  superficiale  ha  per  ordine  1, 
la  connessione  spaziale  ha  per  ordine  2. 

Lo  spazio  compreso  da  un  anello  ha  la  connes- 
sione lineare  semplice  (di  1.®  ordine),  la  superfi- 
ciale doppia  (di  2.^  ordine),   la  spaziale  semplice. 

Lo  spazio  compreso  fra  due  anelli  l'uno  interno 
all'altro  ha  la  connessione  lineare  semplice,  la  su- 
perficiale tripla,  la  spaziale  doppia. 

Lo  spazio  compreso  fra  una  sfera  e  un  anello 
interno,  ha  la  connessione  lineare  semplice,  la  su- 
perficiale doppia,  la  spaziale  doppia. 

Per  altri  particolari  e  per  la  bibliografia  vedi 
le  indicazioni  contenute  nel  paragrafo  precedente. 
Per  il  concetto  di  spazi  unilateri  e  bilateri  v.  la 
soprac.  memoria  di  Poincaré. 


§  3.  —  Rete  poliedrale.  Teorema  di  Eulero. 
Poliedri  dello  spazio  a  tre  e  a  più  dimensioni. 

Su  di  una  superficie  di  genere  p  distendiamo 
una  rete  poliedrale  in  modo  che  il  contorno  di 
ogni  faccia  racchiuda  un  pezzo  semplicemente  con- 
nesso di  superficie. 

Se  questa  rete  contiene  F  facce,  S  spigoli,  V 
vertici,  si  ha  la  relazione 

r+F^S  -2p  f  2. 
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Se  si  suppone  che  la  superficie  data  sia  di  ge- 
nere zero  p.  es.  unar  sfera,  si  ha  il  teorema  tro- 
vato già  da  Eulero: 

Dato  un  poliedro  ordinario  convesso,  di  cui 
Steno  rispett.  F,  Fy  S  il  animerò  dei  vertici^  delle 
facce y  e  degli  spigoli,  si  Ita  sempre  la  relazione 
fondamentale 

I  poliedri  di  tale  specie  si  sogliono  chiamare 
poliedri  Euleriani  (v.  Hessel,  Creile,  YIII). 

Questo  teorema  forse  fu  noto  anche  ai  geometri 
antichi;  esso  si  trova  in  un  frammento  di  Car- 
tesio edito  solo  nel  1860  (v.  Baltzer,  Èfonatsh, 
Beri.  Acad.,  1861),  ma  fu  pubblicato  e  dimostrato 
da  Eulero  (Nova  Comm.  Petrop.,  iV,  1752).  Al- 
tre dimostrazioni  di  questo  teorema  furono  quelle 
di  Legendre  (Geom.),  L'Huilier  [Ann.  de  Gerg., 
1812,  III),  Cauchy  {Joiirn-  Éc,  polyt.,  1813', 
Steiner  {Creile,  I),  Grunert  {Creile,  II),  Staudt 
[Geom,  der  Lagé)  ecc. 

Altre  considerazioni  sul  teorema  di  Eulero  e 
sui  casi  nei  quali  esso  non  sussiste,  furono  fatte 
da  Poinsot  {Journ.  Ec.  polyt.,  cah.  X,  1801), 
L'Huilier,  cit.,  Legendre,  cit.,  Gergonne  {Ann. 
de  Gerg.^  X.V),  Steiner  [Id,,  XIX),  ecc.  Si  vegga 
anche  F  ottimo  trattato  di  Stereometria  di  Balt- 
zer {trad,  da  Cremona,  1877). 

Per  la  estensione  del  teorema  agli  spazi  a  più 
dimensioni,  v.  Stringham  {Americ.  J.  of  Matli., 
Ili),  BiERMANN  {Wiener  Bericìite,  XC,  1884), 
Hoppe  [Grunerfs  Ardi.,  LXVII),  Schlegel  {Nov. 
acta  der  Leop.  Deutsch.  Acad.,  XLIV),  Eberhard 
{Matìi.  Ann.,  XXXVI)  (v.  più  sotto  pag.  802). 
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Dato  un  poliedro,  se  al  solito  con  i^,  S,  V  si 
rappresentano  il  numero  delle  facce,  degli  spigoli 
e  dei  vertici,  si  hanno  le  disuguaglianze 

6+  S  ^3  V^2S 
4+  V^2F^4:  V  -S 
4  +  F^2  V:^4:F  -  8. 

Il  numero  degli  angoli  piani  dei  poligoni  (facce) 
in  un  poliedro,,  è  doppio  del  numero  degli  spigoli. 

Né  tutte  le  facce  possono  avere  più  di  cinque 
vertici^  ne  tutti  gli  angoli  solidi  possono  avere  più 
di  cinque  facce. 

Non  esiste  alcun  poliedro  con  7  spigoli. 

So  si  indica  con  F^  il  numero  delle  facce  trian- 
golari di  un  poliedro,  con  Fj^  quello  delle  facce 
quadrangolari,  ecc.  con  V^  quello  degli  angoli  so- 
lidi trilateri,  con  F4  quello  degli  angoli  solidi  qua- 
drilateri, ecc.  del  poliedro  stesso,  si  hanno  le  re- 
lazioni 

2{F,+F,+,.,)  =  4.+  V,  +  2V,-V^  V, -{-,,, 

2  (F3  +  F,  +  . . .)  -4  +  i^3  +  27^4  +  3  /;  +  . .  . 
F,+  V,  =  S  +  {F,  +  F;,)  +  2  (F,  4-  Fo)  +  . . . 

Dato  un  poliedro  ne  esiste  in  generale  un  altro 
ad  esso  duale,,  avente  cioè  lo  stesso  numero  di  spi- 
goli, e  tale  che  ad  ogni  faccia  m-latera  dell'uno 
corrisponde  un  angolo  solido  m-latero  dell'  altro 
e  reciprocamente. 

Le  proprietà  dei  poliedri  sono  dunque  sottoposte 
ad  una  evidente  legge  di  dualità. 
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Diconsi  poliedri  regolari  o  anche  platonici  quelli 
che  hanno  facce  regolari  e  angoli  solidi  regolari 
e  tutti  della  medesima  specie. 

Nello  spazio  ordinario  esistono  solo  cinque  po- 
liedri regolari. 

Essi  sono  : 

1.  Tetraedro.    4  faccio  triangolari;  4  vertici 

di  angoli  solidi  trilateri;  6 
spigoli.  Supposto  eguale  a 
1  il  raggio  della  sfera  cui 
il  tetraedro  è  iscritto,  la  lun- 
ghezza di  uno  spigolo  è 
Z=  1.632994... 

2.  Cubo.  6  facce  quadrangolari  ;  8  ver- 

tici di  angoli  solidi  trilate- 
ri; 12  spigoli,  di  lunghezza 
/  =  1.154700... 

3.  Ottaedro.       8  facce  triangolari;  6  vertici 

di  angoli  solidi  quadrilateri  ; 
12  spigoli  di  lunghezza 
/^  1.414214... 

4.  Dodecaedro.  12  facce  pentagonali;  20  ver- 

tici di  angoli  solidi  trilateri  ; 
30  spigoli  di  lunghezza 
/=z  0.713644... 

h.  Icosaedro.  20  facce  triangolari;  12  ver- 
tici di  angoli  solidi  penta- 
lateri;  30  spigoli  di  lun- 
ghezza 

/  =  1.051462... 


§00      XVlIt^  3.  —  Poliedri  semiregolari. 


Si  dicono  poliedri  semiregolari  o  di  Archimede 
quelli  in  cui  gli  angoli  solidi  sono  tutti  eguali  o 
simili,  e  le  facce  sono  sempre  poligoni  regolari, 
ma  in  generale  diversi  ;  ovvero  i  poliedri  correla- 
tivi di  questi. 

Se  gli  angoli  solidi  sono  tutti  m  -  laterì  si  ita 

F—2 

m  —  2 

e  quindi  i  casi  possibili  sono: 

m  =  3    ,      2S  =  3  V=  6    iF-2) 
m  =  4:    ,         S  =  2  r=  2    (F-2) 

m  =  5    ,      2S  =  5V=^^  {F-2). 

Nei  soli  due  primi  casi  m  =  3,  4,  sono  possibili 
poliedri  di  2n  vertici  (n  qualunque),  ogni  angolo 
solido  essendo  formato  rispett.  con  due  facce  trian- 
golari e  una  faccia  n  -  latera,  ovvero  con  tre 
facce  triangolari  e  una  n  -  latera  ;  oltre  questi 
casi  di  poliedri  indeterminati  esistono  solo  13  altri 
poliedri  d'Archimede,  e  cioè  7  per  m,  =  3,  4  per 
m  =  4,    2  per  m  -  5. 

Questa  enumerazione  fu  fatta  da  Pappo  (Coli, 
matlì.^  V)  e  Kepler  {Harm.  mundio  II,  pag.  28). 
Per  altri  dettagli  si  vegga  la  Stereometria  del 
Baltzer. 


Nello  spazio  a  4  dimensioni  esistono  6  poliedri 
regolari^  e  cioè: 

1)  il  pentaedroide  limitato  da  5  tetraedri,  di 
cui  4  hanno  sempre  un  vertice  in  co- 
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mune;  ha  5  vertici,  10  lati  e  10  facce; 
questo  poliedro  è  correlativo  di  so 
stesso  ; 

2)  r  ottaedroide  limitato  da  8  cubi,  di  cui  sem- 

pre 4  hanno  un  vertice  comune;  ha  16 
vertici,  32  lati,  24  facce; 

3)  V  esadecaedroide,  con  16   tetraedri,  8  ver- 

tici, 24  lati,  32  facce;  questo  poliedro 
e  la  figura  correlativa  della  precedente, 
a  cui  sta,  come  l'ottaedro  sta  al  cubo  ; 

4)  un  poliedro  contenente  24  ottaedri,  24  ver- 

tici, 96  spigoli,  96  facce  triangolari; 
questo  poliedro  è  correlativo  di  se 
stesso  ; 

5)  un  poliedro  con  600  tetraedri,  120  vertici, 

720  spigoli,  1200  facce  triangolari; 

6)  un  poliedro  con    120  dodecaedri,  600  ver- 

tici, 1200  spigoli,  720  facce  pentago- 
nali; questo  poliedro  è  correlativo  del 
precedente. 

Per  gli  spazi  a  più  che  4  dimensioni  non  esi- 
stono che  solo  3  poliedri  regolari^  i  quali  sono  le 
estensioni  dei  primi  tre  poliedri  sopraindicati, 
che  a  loro  volta  sono  le  estensioni  del  tetraedro, 
del  cubo,  e  dell'ottaedro. 

Se  lo  spazio  è  a  n  dimensioni  il  mimerò  dei 
vertici  di  tali  poliedri  è  rispettivamente 

n~\~l,    2",    2n, 

il  primo  essendo  correlativo  di  sé  stesso^  e  gli  altri 
due  essendo  Vuno  correlativo  delValtro. 

Immaginando    che   sia    1    il   raggio  della  sfera 

Pascal.  51 
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nello  spazio  a  n  dimensioni  dentro  cui  essi  sono 
iscritti,  le  lunghezze  dei  lati  sono  date  rispettiva- 
mente da: 


/ 


2  (n  +  1) 


f2, 


V  n 


La  estensione  della  formola  di  Eulero  per  un 
poliedro  in  uno  spazio  a  n  dimensioni  è 

1  -  iVo  -f  JV,  -  ?f,  +  . . .  +  (-  Vf-^  =  0 

dove  No,  Ni,  ÌV2 . . .  rappreseyitano  rispett.  i  nu- 
meri dei  vertici,  degli  spigoli,  delle  facce,  degli 
spazi  a  tre  dimensioni,  ecc.  appartenenti  al  polie- 
dro dato  (Steingham). 

Per  i  poliedri  regolari  nello  spazio  a  4  e  più 
dimensioni  si  vegga  Stuingham  (cit,),  Scheffler 
{Die  polydiynens.  Grossen,  Braunschweig,  1880)  e 
Schlegel  [cit,  e  Bull,  de  la  Soc,  math,^  X,  pa- 
gina 172;  Rend,  Palermo,  1891). 

Per  altre  ricerche  riguardanti  i  poliedri  citeremo 
MòBius  (Op.,  Il),  KiRKMANN  (Mem,  Phil,  Soc, 
Manchester,  1854,  1862),  Jordan  (Creile,  LXVI, 
LXVIII,  LXX),  Eberiiard  {Id.,  CVI). 

Nella  collezione  di  modelli  di  L.  Brill  a  Darm- 
stadt si  trovano  dei  modelli  che  rappresentano  le 
proiezioni  nello  spazio  a  8  dimensioni  dei  poliedri 
regolari  dello  spazio  a  4  dimensioni. 
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§  4.  —  Connessione  delle  superficie  di  Rie- 
mann. RiEMANNIANE  REGOLAKI  E   SIMMETRICHE. 

Al  Gap.  XY,  §  2  del  voi.  I  di  quest'opera  ab- 
biamo trattato,  a  proposito  delle  funzioni  alge- 
briche, delle  cosiddette  Eiemanniane  o  superficie 
di  Eiemann.  Ivi  abbiamo  specialmente  trattato 
delle  superfìcie  a  due  falde  (iper ellittiche)  e  ab- 
biamo detto  in  che  modo,  cioè  con  quali  tagli, 
quelle  superficie  si  possono  ridurre  semplicemente 
confiesse» 

Per  le  superficie  di  genere  qualunque  si  pre- 
senta in  modo  analogo  prima  il  problema  di  ri- 
durre la  superficie  a  un  tipo  determinato,  e  indi 
il  problema  di  costruire  quei  tagli  che  rendono 
la  superficie  semplicemente  connessa. 

Non  entreremo  nei  particolari  della  soluzione 
di  questi  problemi;  solo  diremo  che  di  essi  si  oc- 
cuparono LiÌROTH  in  un  breve  lavoro  nei  MatJi. 
Ann,^  lY;  indi  Clebsch  (id,  YI)  i  cui  risultati 
furono  applicati  da  Kasten  (Diss,  Gottingen,  1876), 
al  caso  di  una  superficie  a  tre  falde,  e  da  Graf 
{Diss.  Bern,  1878)  per  una  superficie  a  6  falde 
con  20  punti  di  diramazione.  Altri  lavori  affini 
sono  quelli  di  LìIroth  {Erlangener  Sitz.  Bericht.^ 
1883;  Abh,  der  k,  bayer.  Acad.  Miinchen,  1885, 
1887). 


Ogni  punto  di  diramazione  nel  quale  nii  falde 
della  superficie   si   riuniscono  in  ciclo    equivale  a 
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ìHi  —  1  punti  di  diramazione  semplici,  cioè  punti 
nei  quali  due  sole  falde  si  connettono  (v.  anche 
voi.  I,  pag.  377). 

Se  la  superficie  ha  n  falde,  è  di  genere  pi,  e  chia- 
miamo t  il  numero  totale  dei  punti  di  dirama- 
zione semplici,  cui  equivalgono  tutti  i  punti  di  di- 
ramazione della  superficie,  si  ha: 

t  =  2m  -f  2p~-2, 

Il  genere  di  una  superficie  di  Riemann  è  detto 
dalla  forinola 

pz=z  -  n  -\-l  ^r  -^^i  {mi  -  1)    _^ 

dove  il  ^  si  intende  esteso  a  tutti  i  numeri  mi  che 
rappreseìitano  quelli  delle  falde  ciclicamente  fra 
loro  connesse  in  ciascun  punto  di  diramazione. 

Dato  il  genere  /?,  il  minimo  valore  per  il  nu- 
mero n  è  il  massimo  intero  contennto  in  — —^ . 

Il  seguente  è  un  problema  risoluto  da  Hurwitz 
{Math.  Ann,,  XXXIX):  Dati  i  t  valori  di  z  pei 
quali  una  liiemanniana  con  n  falde  e  di  genere  p 
deve  avere  diramazione,  quante  di  tali  liieman- 
niane  si  possono  costruire? 

Si  trova  che  per 

=  2  il  numero  delle  Riemanniane  è  1 

==4  ,  „  „  l(2^-4-l)(3^-2. 
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Se  il  genere  è  p^=0  e  il  numero  delle  falde  è 
n(>2)^  si  ha  che  il^Mumero  delle  Eiemanniane  è 

Di  questo  problema  per  n  —  3  sì  occupò  anche 
Kasten  nel  lavoro  sopracit. 

Una  Eiemanniana  di  genere  p  può  in  generale 
in  cx)','  modi  rappreseìitarsi  conformemente  su  se 
stessa^  dove  p  =  3  per  p  =  0,  p  =  l  per  p~\  e 
p=:0  per  p>\.  ScHWAiiz,  Creile,  LXXXVIl; 
JIettneu,  Goti.  Nach.,  1880,  pag.  386;  Noether, 
Math.  Ann.,  XX,  XXI;  Kletn,  Ueher  Eiemann's 
Theorie  der  alg,  Fiinct.  Leipzig,  1882,  pag.  66-67. 

Tutte  le  superfìcie  di  genere  zero  j)ossono  tra- 
sformarsi conformemente  le  une  nelle  altre;  esse 
non  hanno  alcun  invariante  assoluto  o  modulo, 
cioè  non  esiste  alcuna  espressione  dipendente  dalle 
costanti  che  determinano  la  Eiemanniana  e  che 
resti  inalterata  per  una  trasformazione  della  Eie- 
inanniana  stessa. 

Nel  caso  di  p  ~\  di  madidi  ve  ne  è  invece  tino 
solo^  e  per  p^ì  ve  ne  sono  3 p  —  3  ;  in  generale 
vi  sono  3p  —  3  f -  p  moduli,  dove  p  ha  lo  stesso 
significato  sopraindicato.  (IIiemann  ,  AheVsche 
Funct.  §  12.) 

Ogni  Eiemanniana  con  n  falde  e  t  punti  di 
diramazione  può  con  variazione  continua  delle 
costanti  trasformarsi  in  ogni  cdtra  col  medesimo 
numero  di  falde  e  di  punti  di  diramazione. 

Questo  teorema  può  ricavarsi  dalle  memorie  di 
LiiiioTH,  Math.  Ann.,  IV;  Clecsch,  /(/.,  VI; 
V.  Klein,  cit.,  pag.  66, 
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Servendosi  della  proprietà  delle  superficie  mi- 
nime, che  la  loro  rappresentazione  sferica  è  con- 
forme (v.  Gap.  XVI),  si  ha  che  una  Rlemanniana 
distesa  sulla  sfera  (invece  che  sul  piano)  a  varie 
falde^  può  rappresentarsi  in  modo  conforme  su  di 
una  superficie  minima  (Weierstrass).  Si  ha  così 
una  superficie  di  aspetto  ordinario,  la  quale  può 
servire,  come  la  Rienianniana,  per  lo  studio  delle 
funzioni  analitiche  ;  coi  principi  &q\V  Analysis  situs 
si  può,  come  si  sa,  ottenere  sempre  una  superficie 
di  aspetto  ordinario  (cioè  senza  diramazioni)  la 
quale  sia  la  deformazione  di  una  Riemanniana 
qualunque  di  genere  p  (p.  es.  la  sfera  con  p  ma- 
nichi, V.  Repert.y  I,  pag.  381)  però  l'importanza  del 
sopranotato  teorema  sta  nel  fatto  che  la  superficie 
minima  e  la  Riemanniana  stanno  fra  loro  in  rap- 
presentazione conforme^  ciò  che  invece  non  si  ve- 
rifica per  la  sfera  con  p  manichi  in  rapporto  alla 
Riemanniana. 


Una  Riemanniana  di  genere  p>ì  non  può 
avere  oo  trasformazioni  biunivoche  in  se  stessa; 
essa  ne  può  avere  un  numero  finito. 

Se  f(ìv^  z)  —  0  è  Tequazione  che  corrisponde 
alla  superficie  di  Riemann  nel  piano  z^  poniamo 

tVi  =  i?i  (n',  z) 
Zi  =B2{tv,z) 

dove  le  E  sieno  funzioni  razionali  le  quali   dieno 
reciprocamente  le  iv^  z  in  funzione  razionale  delle 

W'I,    Zy 
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Supponiamo  che  la  precedente  trasformazione, 
che  chiameremo  5,  sia  tale  che  per  essa  la  Eie- 
manniana  si  trasformi  in  sé  stessa. 

Il  numero  delle  trasformazioni  birazionali  o 
biunivoche  di  una  Biemanniana  in  sé  stessa  non 
può  essere  maggiore  di  84  {p  —  1)  per  p  >  1  (Hur- 
wiTz,  Math,  Ann,  XLI,  pag.  424). 

Una  trasformazione  birazionale  di  ima  Rie- 
manniana  in  sé  stessa  é  sempre  periodica.,  cioè 
partendo  da  un  punto  P,  e  applicando  m  volte  la 
trasformazione  si  deve  tornare  a  P.  Il  massimo 
valore  per  m  è  10  (p —  1). 

Ogni  Biemanniana  che  ha  una  trasformazione 
in  sé  stessa  di  periodo  m,  si  può  definire  con 
un^ equazione  del  tipo  cp  (w^^\  z)  -  0,  e  la  trasfor- 
mazione colle  formole  ridotte 

2iix  * 

ivi  =  e  ^^^  tv. 

z^  =z. 

Questo  ultimo  teorema  vale  anche  per  p  =^0 
e  ;?  =  1  ;  esso  ed  i  precedenti  sono  di  Hukwitz 
(Math.  Ann.  XXXII). 

Possiamo  immaginare  oltre  le  trasformazioni  Sj 
le  altre  definite  dalle  formole 

tvi  =  Bi  {wj  z) 
Zi  =^B^{iv,z) 

dove  con  tv,  z  intendiamo  i  valori  complessi  con- 
iugati a  w;,  z. 

Una  tale  trasformazione  la  chiamiamo  -,  e  pos- 
siamo immaginare  che  alla  Riemanniana  appar- 
tengano anche  delle  trasformazioni  ^\ 
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Tutte  le  trasformazioni  S  o  ^  che  appartengono 
ad  una  Riemanniana  formano  evidentemente  mi 
gruppo. 

Una  Riemanniana  cui  appartiene  una  trasfor- 
mazione ^  di  periodo  2  (in  modo  che  -^  =  1)  si 
dirà  simmetrica. 

Se  la  relazione  f(n\z=0  ha  coefficienti  reali, 
è  chiaro  che  alla  Riemanniana  corrisponde  la  so- 
stituzione -  del  tipo 

tvi  =  tv 


e  quindi  la  Riemanniana  è  simmetrica. 

Ma  viceversa  si  ha  anche:  Se  la  Itiemanniana 
è  simmetrica^  fì%  le  infinite  forme  deW equazione 
f=0  che  le  corrispondono  ve  n^ è  sempre  una 
avente  i  coefficienti  reali. 

Sulle  superficie  simmetriche  esistono  delle  linee 
le  quali  restano  inalterate  colla  trasformazione 
di  linee  (simmetria);  il  numero  di  queste  linee 
non  può  superare  il  numero  p  +  1. 

Le  Riemanniane  simmetriche  furono  considerate 
da  Klein  {Riemann^s  Theorie  ecc.  Leipzig,  1881) 
e  indi  da  Weichold  {Zeitsch,  f.  Math.,  XXVIIl); 
ad  esse  ò  dedicata  buona  parte  del  2.*^  volume 
delle  lezioni  litografate  di  Klein,  Veber  Rie- 
mann^sche  Fldchen.  Gottingen,  1892. 

Una  Riemanniana  a  N  falde,  le  quali  sieno  tutte 
egualmente  diramate,  in  modo  cioè  che  esistano  N 
trasformazioni   per   le  quali  da   una  falda  si  può 
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passare  ad  un'altra  qualunque,  si  dice  una  liie- 
inanniana  regolarmente  diramata  (reguldr  ver- 
ziveigte)  o  anche  serbplicemente  regolare. 

Una  Riemanniana  cor rispoìtd ente  ad  un'equa- 
zione binomia^  è  regolare. 

In  una  tal  Riemanniana  i  punti  di  diramazione 

devono    essere    disposti    nel    seguente    modo  :    so 

z  =  Zi^  h  un  valore  di  0  per  cui  vi  e   (iiramazione, 

iV 
le  iV  falde  si  distribuiscono  per  2;  =  <2^o  ì^i  —  cicli 

n 

di  n  falde  ciascuno. 

La  equazione  del  genere  diventa  allora 

p  =  ~  N  ^  \  f  -7  i 

2    i      n 

dove  n  rappresenta  il  numero  delle  falde  riunite 
ciclicamente  in  ciascun  punto  di  diramazione,  e  il 
-  si  estende  a  tutti  i  cosiddetti  posti  di  dirama- 
zione, cioè  a  tutti  i  punti  di  diramazione  conte- 
nuti in  una  sola  delle  falde. 

Data  l'equazione  /*(^(;,  2;)  =0,  considerandola 
come  un'equazione  algebrica  rispetto  alla  sola  va- 
riabile ^r,  immaginando  cioè  che  la  variabile  z  vi 
figuri  come  un  parametro,  si  formi  la  risolvente 
di  Galois  di  tale  equazione. 

Si  avrà  un'altra  equazione  di  un  certo  grado  N 
(che  corrisponde  al  numero  delle  sostituzioni  del 
gruppo  che  appartiene  all'equazione  algebrica  data 
v.  Eepert.^  I,  pag.  1 28)  ;  la  Èiemanniana  a  N  falde 
corrispondente  alla  risolvente  di  Galois  con  un 
parametro.,  è  regolarmente  diramata. 

Le  liiemanniane  regolarmente  diramate  furono 
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considerate  per  la  prima  volta  da  Klein  {Malli, 
Ann*,  XIV),  il  quale  studiò  specialmente  il  caso 
_p  =  3,  iV=  168  che  corrisponde  ad  una  risolvente 
di  Galois  della  equazione  modulare  per  la  trasfor- 
mazione di  7.^  ordine  delle  funzioni  ellittiche. 

Indi  se  ne  occupò  Dyck  [Diss.  Miinchen,  1879; 
Math.  Ann.,  XVII,  XX)  il  quale  considerò  i  casi 
p  =  l,  2,  3,  e  in  un  altro  lavoro  del  medesimo 
voi.  XVII  dei  Math.  Ann  ,  pag.  510,  considerò  an- 
che il  caso  ^  =  3,  iV^=96. 

Per  i  valori  di  N  corrispondenti  a  jo  =  0, 1,  2 
si  può  vedere  le  pag.  241  e  seg.  del  libro  di  Ap- 
PELL-GouRSAT  [Fonct,  algeh,,  1895)  dove  possono 
trovarsi  alcune  altre  indicazioni.  Per  p  =  0  si 
hanno  Riemanniane  a  12,  24,  60  falde  ;  i  gruppi 
corrispondenti  sono  i  gruppi  poliedrali  (v.  Be- 
pert.^  I,  pag.  359  e  seg.). 

Le  equazioni  algebriche  corrispondenti  a  questi 
casi  scuole  seguenti: 


JV=60,  Z-- 


108  w^  {w^  -  1)^' 

lf2StvHtv^^-^Utv^-l)^ 


I  polinomi  contenuti  nella  prima  formola  sono 
quelli  cosiddetti  del  tetraedro  (v.  Eepert.j  I,  pa- 
gina 360);  il  num.eratore  e  denominatore  della  se- 
conda formola  corrispondono  rispett.  ai  polinomi 
detti  del  cubo  e  dell'  ottaedro;  il  denominatore  del- 
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Fultima  forinola  è  la  quinta  potenza  del  polinomio 
delVicosaedro,  e  il  numeratore  è  la  sua  forma  Hes- 
siana.  (Vedi  il  libro  di  Klein,  Ikosaeder,  ecc.  Leip- 
zig^, 1884.) 

E  importante  il  seguente  teorema  di  Dyck 
(Matìi.  Ann.,  XX,  pag.  30)  generalizzato  da  Hur- 
wiTz  (M,  XLT,  pag.  421): 

Dato  un  gruppo  finito  di  N  trasformazioni,  si 
può  sempre  trovare  una  Riemanniana  ad  N  falde 
regolarmente  diramata,  il  cui  gruppo  sia  oloedri- 
camente  isomorfo  col  gruppo  dato. 

Con  questo  teorema ,  data  una  Riemanniana 
avente  un  gruppo  di  trasformazioni  in  se  stessa, 
si  può  costruire  sempre  una  Riemanniana  regolar- 
mente diramata  avente  il  medesimo  gruppo. 

Inoltre  : 

Dato  un  gruppo  di  trasformazioni  si  può  sem- 
pre in  molti  modi  costruire  una  Riemanniana 
avente  un  grujjpo  isomorfo  oloedricamente  a  quello 
dato  (HuRWiTz). 


§  5.  —  Le  Riemanniane  in  senso  proiettivo 
DI  Klein. 

Per  affinità  di  soggetto  faremo  qui  un  cenno 
delle  cosiddette  Riemanniane  in  senso  proiettivo 
considerate  da  Klein. 

Consideriamo  una  curva  di  una  certa  classe  ni. 
Da  un  punto  reale  P  del  piano  possono  condursi 
m  tangenti  alla  curva,  alcune  delle  quali  possono 
essere  immaginarie;  ad  ogni  tangente  immagina- 
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ria  corrisponderà  un  punto  di  contatto  immagi- 
nario, cioè  un  punto  immaginario  della  curva. 

Quindi  se  noi  immaginiamo  il  punto  P  tante 
volte  contato  in  altrettanti  fogli  sovrapposti,  per 
quante  sono  le  tangenti  immaginarie  condotte  da 
P  alla  curva,  e  quindi  per  quanti  sono  i  punti  (di 
contatto  per  tang.  condotte  da  P)  immaginari 
della  curva,  l'assieme  dei  punti  P  cosi  disposti 
rappresenta  un  ente  geometrico  reale  i  cui  punti 
corrispondono  uno  ad  uno  ai  punti  immaginari 
della  curva;  in  quanto  ai  punti  reali  di  questa, 
essi  si  otterranno  così  quando  il  punto  P  viene  a 
cadere  sul  ramo  reale  della  curva  stessa,  perche 
allora  due  tangenti  immaginarie  coniugate  si  riu- 
niscono e  danno  una  tangente  reale  con  punto  di 
contatto  reale.  Perciò  le  porzioni  di  piani  formale 
da  punti  P  devono  terminare  al  contorno  reale 
della  curva,  e  ivi  connettersi  fra  loro  a  due  a  due. 

Si  abbia  p.  es.  una  ellisse.  I  soli  punti  del  piano 
da  cui  si  possano  condurre  tangenti  immaginarie 
sono  i  punti  interni,  dai  quali  possono  propria- 
mente condursi  due  tangenti  immaginarie  coniu- 
gate; bisognerà  dunque  immaginare  la  porzione  di 
piano  compresa  internamente  all'ellisse,  come  sdop- 
piata in  due  fogli  eguali,  e  questi  connessi  lungo 
l'ellisse  stessa.  Si  ha  una  superficie  la  quale,  come 
si  vede,  può  immediatamente  deformarsi  in  una 
sfera  (superficie  di  genere  zero). 

Non  così  facile  è  la  costruzione  della  superficie 
quando  la  curva  fondamentale  e  di  classe  più  ele- 
vata; il  problema  che  si  presenta  è  quello  di  ri- 
cercare in  che  modo  bisogna  connettere  le  diverse 
falde  ;  vi  saranno  certe  porzioni  del  piano  che  re- 
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stano  considerate  come  doppie,    certe  altre  come 
quadruple,  ecc. 

Per  la  letteratura  su  questo  argomento  citeremo 
Klein  (Math.  Ann.,  YIl,  X),  Harnack  {;Math. 
Ann.,  IX)  il  quale  costruì  le  Eiemanniane  corri- 
spondenti alle  curve  di  3.^  classe,  IIaskell  [Diss, 
Baltimore,  1890)  il  quale  si  occupò  della  speciale 
curva  di  4.*  classe  di  equazione  (in  coordinate  di 
rette) 

u^^  U2  +  u/  u^  -h  te/  Uy^  —  0. 


capìtolo  XIX. 
Geometria  proiettiva  degli  iperspazi. 


§  1.  —  Generalità.  YarietI  lineari.  Rela- 
zioni PROIETTIVE  E  METRICHE.  CoRRISPONDENZE 
OMOGRAEICHE. 

Date  n  variabili  XiX^. . .  Xn,  ogni  gruppo  di  va- 
lori particolari  (reali  o  anche  complessi)  di  queste 
variabili,  è  un  elemento  (punto)  in  uno  spazio  a 
n  dimensioni^  che  indicheremo  con  Sn, 

Invece  di  considerare  n  variabili,  se  ne  pos- 
sono considerare  m  4-  1,  e  i  rapporti  di  n  di  esse 
all'ultima;  il  punto  di  Su  resta  determinato  dai 
valori  di  tali  rapporti,  e  i  valori  corrispondenti 
delle  n  + 1  variabili  possono  chiamarsi  coordi- 
nate omogenee  del  punto;  queste  possono  assu- 
mere tutti  i  possibili  valori,  meno  che  essere 
tutti  zero. 

Un'equazione  lineare  omogenea  fra  queste  coor- 
dinate omogenee  definirà  una  varietà  lineare  con- 
tenuta in  Sn,  che  si  suol  chiamare  un  iperpiano. 
Lo  spazio  Sn  contiene  <x>^^  iperpiani  come  contiene 
<x>^  punti. 
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L'iperpiano  e  il  punto  possono  considerarsi  come 
elementi  fra  loro  donali  dello  spazio  Sn;  questo 
può  intendersi  composto  di  punti,  ovvero,  dual- 
mente, composto  di  iperpiani. 

Per  coordinate  omogenee  di  un  iperpiano  pos- 
sono assumersi  gli  n  +  1  coefficienti  della  sua 
equazione. 

L'assieme  dei  punti  le  cui  coordinate  soddi- 
sfanno a  due  equazioni  lineari,  forma  una  varietà 
a  /i  —  2  dimensioni  che  si  chiama  bipiano  ;  e  così 
la  varietà  data  da  k  equazioni  lineari  si  suol  chia- 
mare un  k'piano.  Si  hanno  così  i  midtipiani. 

Un  n-piano  è  un  punto;  un  {n  —  V-piano  è 
una  retta,  un  {n — ■2)-piano  è  un  piano  ordinario; 
un  {n  —  Sypiano  è  uno  spazio  ordinario. 

Prendendo  per  elementi  di  Sn  gli  iperpiani  an- 
ziché i  punti,  con  ovvie  e  note  considerazioni,  in- 
vece dei  midtipiani  si  hanno  i  multipunti, 

I  multipiani  e  i  multipunti  costituiscono  le  due 
serie  di  forme  fondamentali,  corrispondentisi  una 
ad  una  per  dualità,  nello  spazio  Sn;  V  [n  —  1)- 
piauo  (composto  di  punti)  e  V  (n  —  l)-punto  (com- 
posto di  iperpiani)  sono  le  forme  di  1.*  specie  (ad 
una  dimensione)  ;  V  {n  —  2)-piano  e  T  (n  —  2)- 
punto  sono  le  forme  di  2.*  specie;  e  così  di  se- 
guito. 

Un  k-piano  è  determinato  in  generale  da 
n  —  k  +  1  punti]  esso  è  uno  spazio  lineare  di  di- 
mensione n  ~  ky  un  Sn-k  contenuto  Su. 

Due  spazi  lineari  Sn-Jc,  Sn-h'  contenuti  in  Su 
non  hanno  in  generale  punti  comuni  se  k  -f  k^  >  w; 
essi  hanno  comune  almeno  uno  spazio  Sr  se 
k  -\-  k'  ^^n  —  r  ; 
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però  anche  essendo  k  -\  k''>n  essi  possono  avere 
jmnti  comuni. 

Se  Sr  ,  Sr'  non  hanno  j)unti  comuni  e  appar- 
tengono ad  Sd ,  lo  spazio  lineare  di  dimensione 
minima  che  appartiene  ad  Su  e  che  li  contiene  en- 
trambi è  di  dimensione  r  +  r'  -f  1. 

Se  poi  Sr  e  &•',  hanno  in  comune  uno  spazio 
Sm  si  ha: 

Se  due  spazi  lineari  Sr,  S/  hanno  in  comune 
lino  spazio  Sm^  lo  spazio  lineare  di  dimensione 
minima  t  che  li  contiene  è  di  dimensione 

t  =  r  i  r'  —  m, 

67*0^    è 

t  +  m  =  r  f  r\ 

Altri  risultati  relativi  agli  spazi  lineari  conte- 
nuti in  un  Sn,  si  trovano  in  Bertini  {Rend.  Istit. 
Lomk,  1886»,  Segre  {Rend.  Palermo,  II,  1888), 
Castelnuovo  {Rend.  Lincei ,  1889). 


Estendendo  le  ordinarie  formolo  e  considera- 
zioni di  Geometria  analitica  si  può  stabilire  la 
Geometria  ìnetrica  degli  spazi  a  più  dimensioni, 
introducendo  i  concetti  di  parallelismo.  Ai  perpen- 
dicolarità, di  distanza,  di  angoli j  ecc. 

Tali  considerazioni  furono  fatte  da  Jordan 
(Bull,  de  la  Soc.  math.,  Ili,  103)  e  da  D'Ovidio 
(Mem.  Lincei,  1877;  Math.  Ann.,  XII),  il  quale 
ultimo  Autore  stabilì  tali  formolo  in  maniera  più 
generale,  assumendo  cioè  come  assoluto  dello 
spazio  (v.  Gap.  XXI),  una  iperquadrica  qualunque. 
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Due  iperpiani  di  equazioni  (in  coord.  non  omo- 
genee) 

ai  OOi  +  ..  .  i-  an  OCn  r  a  =  0 

&1  ^1  +  ...     I    hn  OCn   f  B  =  0 

si  dicono  paralleli  quando 

«1  an 

bi        "  '        bn  ' 

Siene  date  due  varietà  lineari  Sn-k,  Sn-k',  la 
prima,  di  dimensione  n  —  k^  data  dalle  equazioni 

Al   =aii  Xi-ìr  . ..  +  ain  Xn  +  ^cj  =  0    \ 

Sn^Jc 

Ah    —  ahi   ^1  +  •  •  .  +  ClkH  Xn  +  2(/,.  zz:  0     / 

e  l'altra,  di  dimensione  n  —  h\  data  dalle  equa- 
zioni 

Bi    -  6n   ^1  +  . . .  +  bin  Xn  +  Pi  ==  0    \ 

- {   bn—Iù'. 

Bk'  —  bk'ì  i^i  -(-..•  +  bk'n  Xn  r  h'  =  0    j 

Fra  gli  iperpiani  contenuti  in  Sn—k  ve  ne  sieuo 
p  fra  loro  indipendenti  *  e  che  sieno  paralleli  ad 
altrettanti  iperpiani  contenuti  in  Sn—k';  noi  diremo 
allora  che  le  due  varietà  lineari  Sn-ky  Sn-k'^  hanno 
un  parallelismo  cF  ordine  p. 


*  Cioè  tali  che  non  sussista  alcuna  relazione  lineare 
identica  a  coefficienti  costanti  fra  i  primi  membri  delle  loro 
equazioni. 

Pascal.  52 
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Se  è  ^^  ^  Z;'  ed  è  p  =  h,  allora  noi  diremo  che 
la  prima  varietà  è  parallela  alla  seconda. 

Le  due  varietà  hanno  un  parallelismo  d'ordine 
p  quando  le  n  equazioni 

\aii  +  . . .  +  >^A^  aicì  =  [J-i  ^11  +  . . .  +  [f-k'  bk'\ 

^1  aiw  +  .  .  .  +  '>^h  akn  —  [^1  hn  +  .  .  .  +  [^k'  hk'n 

si  riducono  solo  ah  \-  k^  —  p  equazioni  distinte,  cioè 
quando  la  matrice  dei  coefficienti  di  queste  equa- 
zioni ha  per  caratteristica  k  -+-  k'  —  p. 

La  distanza  di  due  punti  i^cc)  (y)  è  data  da 

^  (^1  -  yiY  +  .  .  .  ^-  (OOn  —  yn  F- 

La  distanza  di  un  punto  da  una  varietà  lineare 
è  la  distanza  del  punto  dato,  dal  punto  della  va- 
rietà, che  è  più  vicino  al  primo  ;  tal  ultimo  punto 
si  dice  proiezione  ortogonale  del  primo. 

La  distanza  di  due  varietà  lineari  è  la  distanza 
dei  due  punti  dell'una  e  dell'altra  che  sono  fra 
loro  più  vicini. 

Una  varietà  &-//,  si  dice  perpendicolare  ad 
un'altra  Sn—h  quando  condotte  per  un  punto  dello 
spazio  due  varietà  rispettivamente  parallele  al- 
l'una e  all'altra  S\i-h'^  S^n^Jc^  ogni  punto  di  S\i-k' 
si  proietta  su  S^n-k  in  un  punto  appartenente  alla 
comune  intersezione  delle  due  varietà  S\ 

Se  Sn-k'  è  perpendicolare  a  Sn-h  sarà  recipro- 
camente Sn—h  perpendicolare  a  Sn-¥» 


XIX ^  1.  —  Angolo  di  due  varietà  lineari.    819 


Date  due  rette  di 

equazioni 

X^   —«1 

^2 

r-^  (h  _ 

= 

Xn 

—  an 

x\  ~h 

X2 

-h 

Xn 

~hn 

Pi 

h 

Pn       • 

V 

espressione 

cos''  0  =  -  - 


^  aV  v:  ft2. 


/' 


resta  inalterata  in  vqlore  fé  un  invariante)  per 
una  qualunque  trasformazione  lineare  ortogonale 
delle  coordinate^  cioè  per  ima  trasformazione  li- 
neare operata  sidle  variabili  x  e  tale  che  il  deter- 
minante della  trasformazione  sia  un  determinante 
ortogonale  (v.  Repert.,  I,  pag.  65). 

L'angolo  0  si  chiama  angolo  delle  due  rette. 

Date  due  yarietà  lineari  qualunque,  si  può  cal- 
colare colla  precedente  formola  l'angolo  di  una 
retta  dell'una  con  una  retta  dell'altra;  il  minimo 
di  tutti  gli  angoli  cosi  formati  si  chiama  angolo 
delle  due  varietà. 

Le  due  varietà  sono  perpendicolari  quando  il 
loro  angolo  è  un  angolo  retto;  in  tal  caso  ogni 
retta  delVuna  è  sempre  perpendicolare  ad  ogni 
retta  delf altra. 


Segare  uno  spazio  Sr  con  uno  spazio  S,-'  signi- 
fica costruire  lo  spazio  Sm=^  Sr-{-r'-n  comune  ad 
ambedue;  proiettare  lo  spazio  Sr  da  uno  spazio 
Sr  significa  costruire  lo  spazio  Sr+r+i  che  li  con- 
tiene entrambi. 
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Dati  in  due  spazi  Su,  S\i  due  gruppi  di  n  -\-  2 
plinti^  si  può  sempre  con  proiezioni  e  sezioni  pas- 
sare dal  primo  gruppo  al  secondo. 

Due  spazi  a  n  dimensioni  S^  S'n  si  dicono 
proiettivi  0  omografici  o  collineari  quando  fra  gli 
spazi  lineari  contenuti  nell'uno  e  quelli  omonimi  con- 
tenuti nell'altro  vi  è  corrispondenza  biunivoca  con- 
tinua, tale  che  a  due  spazi  appartenentisi  nell'uno 
corrispondono  due  spazi  pure  appartenentisi  nell'al- 
tro, e  quando  inoltre  ad  una  punteggiata  dell'uno 
corrisponde  nell'altro  una  punteggiata  proiettiva. 

Due  spazi  Sn^  S'n  omografici  e  sovrapposti^  non 
possono  avere  n  -f  2  ptmti  uniti  senza  coincidere, 
purché  n  ~\-  1  qualunque  di  quei  ptmti  non  si  tro- 
vino in  un  medesimo  iperpiano. 

In  modo  simile  si  definiscono  le  correlazioni  o 
dualità  0  reciprocità  fra  due  spazi. 

Una  omografia  fra  due  spazi  resta  rappresen- 
tata al  solito,  analiticamente,  stabilendo  delle  re- 
lazioni lineari  fra  le  coordinate  dei  punti  corri- 
spondenti nei  due  spazi;  la  omografìa  è  generale 
quando  il  determinante  dei  coefficienti  di  tali  re- 
lazioni lineari  è  diverso  di  zero  ;  ma  può  imma- 
ginarsi che  questo  determinante  sia  zero,  e  che 
abbia  propriamente  per  caratteristica  n  —  ft  +  1 
(v.  lìepert.^  I,  pag.  Ili);  allora  si  hanno  le  cosid- 
dette omografie  singolari  dì  specie  h.  In  tal  caso 
esiste  in  uno  dei  due  spazi  uno  spazio  lineare 
S'h^i  di  dimensione  li  —  i  (spazio  singolare)  ad 
ogni  punto  del  quale  corrispondono  tutti  i  punti 
delV altro  spazio;  e  reciprocamente:  nell^ altro  spa- 
zio esiste  uno  spazio  Sn-h  di  dimensione  n  —  h 
(spazio  singolare)  ai  cui  punti  corrispondono  nel 


X7X,  1,  —  Bibl.  Slilla  teorìa  degli  spazi  Sn.  821 

pruno  ttitti  quelli  di  un  S'h  coynprendente  V  S^ji—\ 
singolare.  '''' 

La  teoria  delle  omografie  per  gli  iperspazi  fu 
cominciata  da  Veronese  nel  lavoro  sottoc.  e  indi 
proseguita  da  Segre  {Meni.  Lincei,  1884-1886; 
Meni.  Torino.,  1885),  da  Bertini  (i?^;^(/.  Ist.  Lomh., 
1886-87  ;  Acc.  di  Torino,  1887),  da  Predella  {Ann. 
di  mai.,  XVII;  Acc.  Torino,  1891-92),  ecc. 


Furono  Cayley  (Camb,  math.  J.,  IV,  1845; 
Crellq,  1846;  Opere,  I,  pag.  55,  317)  e  Óauchy 
{Compi.  Rend.,  1847)  i  primi  ad  adoperare  le 
espressioni  della  Geometria  ad  n  dimensioni,  men- 
tre si  può  dire  che  la  prima  definizione  delle  va- 
rietà ad  n  dimensioni  si  deve  a  (jrassmann  nella 
A nsdehnungslehre  { 1844). 

La  prima  discussione  profonda  sui  principi  della 
Geometria  in  uno  spazio  qualunque  si  deve  a  Kie- 
MANN  {Ueher  die  Hypothesen  die  der  Geometrie 
zìi  Grnnde  liegen,  1854;  pubblicata  nel  1867),  cui 
si  deve  anche  il  primo  concetto  di  curvatura  di 
uno  spazio  (v.  §  XX). 

Possiamo  attualmente  classificare  in  tre  cate- 
gorie i  lavori  e  le  ricerche  riguardanti  la  Geome- 
tria ad  n  dimensioni. 

Nella  prima  categoria  possiamo  porre  tutti  quelli 
che  riguardano  i  principi  fondamentali  della  geo- 
metria in  un  senso  assoluto,  indipendente  cioè  da 
certe  ipotesi  fondamentali  sulla  natura  dello  spa- 
zio, p.  es.  l'ipotesi  della  linearità. 

In  tale  ordine  di  studi,  che  si  collega  poi  anche 
con  quello  che  riguarda  i  fondamenti  della  Geo- 
metria non  Euclidea  di  Lobatshewsky  e  Bolyai 
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fyedi  Gap.  XXI),  i  lavori  principali  sono  quelli  di 
RiEMANN  (cit.),  di  Cayley  (PMl.  Trans.,  1859; 
OperSy  II),  di  Beltrami  (v.  §  6),  di  Helmholtz 
{tieber  die  Thatsachen  die  der  Geometrie  zu 
Grunde  liegen,  Goti,  Nach.,  1868),  di  Klein  {Math. 
Ann.,  IV,  VI),  di  De  Tilly  (Essai  sur  les  prin- 
cipes  fondami  de  la  Géom.  Bordeaux,  1879),  dì 
Cantor  {Creile,  LXXXIV,  ovvero  Ada,  II),  di 
LiB  {Leipz.  Berichte.  1886,  1890)  ecc. 

Trattati  sistematici  sul  medesimo  soggetto  sono 
quelli  di  Pasch  (Neuere  Geom.  Leipzig,  1882),  di 
Veronese  {Fondamenti  di  Geometria  ecc.  Padova, 
1891),  di  KiLLiNG  (Einfuhrung  in  die  Gnmdla- 
gen  der  Geom.  Paderborn,  1893).  Alla  fine  dell'o- 
pera voluminosa  di  Veronese  si  trovano  raccolte 
molte  indicazioni  storico-critiche. 

Il  secondo  ordine  di  studi  è  quello  riguardante 
la  estensione  agli  spazi  superiori  dei  concetti,  delle 
formole  e  dei  teoremi  della  ordinaria  Geometria 
iafinitesimale  (v.  Gap.  XX)  e  finalmente  il  terzo 
ordiue  di  studi  è  quello  in  cui  si  cerca  di  esten- 
dere alle  varietà  comunque  estese  i  concetti  e  i 
problemi  della  geometria  proiettiva  e  metrica  del 
piano  e  dello  spazio. 

I  lavori  di  Jordan  e  D'  Ovidio,  già  citati,  ap- 
partengono a  tale  ultimo  ordine  di  studi,  a  cui 
appartiene  ancora  il  lavoro  fondamentale  di  Ve- 
ronese nei  Math.  Ann.,  XIX. 

Fu  con  questo  lavoro  che  si  cominciò  a  stabi- 
lire la  geometria  proiettiva  degli  iperspazi,  e  cioè 
la  teoria  delle  omografìe  generali,  la  teoria  delle 
varietà  di  ordine  superiore  contenute  in  un  Sn,  e 
specialmente  quella  delle  iperquadriche,  delle  curve, 
delle  superficie  rigate  contenute  in  un  Sn,  ecc. 
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E  naturale  che  si  è  cercato  anche  di  estendere 
agli  spazi  a  più  dimensioni  la  teoria  delle  corri- 
spondenze birazionali  dei  piani  e  degli  spazi  or- 
dinari (y.  Gap.  VI,  §  5;  Gap.  IX,  §  6).  Lavori 
su  ciò  sono  quelli  di  Noether  (Math.  Ann.^  II), 
Kantor  (Bend.  Ist.  Lomb.y  1894),  Brill  [Quart, 
Joiirn.,  XXYII,  1895),  e  (per  lo  spazio  a  4  di- 
mensioni) Del  Pezzo  {Acc,  Napoli,  1896-97). 

La  geometria  descrittiva  nello  spazio  a  4  di- 
mensioni fu  trattata  da  Veronese  {Atti  Ist,  Ve- 
neto,  1882);  considerando  inoltre  come  elemento 
dello  spazio  a  4  o  più  dimensioni  non  più  il  punto, 
ma  la  retta,  si  può  stabilire  una  Geometria  della 
retta;  ricerche  su  ciò  sono  quelle  di  Segre 
(Bend,  Palermo,  II)  e  Castelnuovo  (Atti  Ist.  Ve- 
neto, 1891). 

E  utile  infine  notare  che  la  cinematica  negli 
spazi  superiori  fu  trattata  da  Jordan  nel  lavoro 
cit.,  e  poi  ancora  da  Glieeord  (Proc.  Lond.  math. 
Soc,  1876),  Beltrami  (Bull.  Selene,  math.,  1876) 
e  da  altri;  una  lunga  lista  di  lavori  su  ciò  può 
vedersi  in  Loria  (Teor.  geom,,  1896,  p.  308-309). 


§  2.  —  Varietà  non  lineari.  Ipersuperficie. 
Rappresentazione  monoidale. 

La  totalità  dei  punti  di  S«,  le  cui  coordinate 
soddisfanno  ad  un'equazione  razionale,  intera,  omo- 
genea di  ordine  v  nelle  coordinate,  si  dice  una 
ipersuperficie  algebrica  di  ordine  v. 

Il  numero  v  rappresenta  il  numero  dei  punti  in 
cui  una  retta  incontra  la  ipersuperficie. 
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Una  ipersuperficie  di  ordine  v  è  determinata  da 

pnnti  ARSITE  ARI. 

Per  un  punto  P  di  una  ipersuperficie  possono 
condursi  delle  rette  le  quali  abbiano  in  quel  punto 
colla  ipersuperficie,  due  intersezioni  riunite  (tm 
contatto  bipunto);il  luogo  di  tutte  tali  rette  è  tm 
iperpiano  che  si  chiama  iperpiano  tangente  alla 
ipersuperficie  in  P. 

Si  dice  classe  della,  ipersuperficie  il  numero 
dei  suoi  iperpiani  tangenti  passanti  per  un  Sn-~2. 
generico  dello  spazio  Sn;  la  classe  di  nna  iper- 
superficie di  ordine  v  ^  in  generale  eguale  a 
V  (v  —  1)'^~^  se  la  ipersuperficie  non  ha  singola- 
rità^ cioè  se  è  rappresentata  da  nn^ equazione  af- 
fatto generale. 

Si  chiamano  punti  singolari  di  ordine  r  di  una 
ipersuperficie  quelli  tali  che  ogni  retta  per  essi 
passante,  incontra  ivi  la  ipersuperficie  in  r  punti 
coincidenti. 

Ogni  punto  singolare  di  ordine  r,  diminuisce  la 
classe  della  ipersuperficie  di  r  (r  —  {  n-i  unità. 

Una  ipersuperficie  d'' ordine  v  con  un  punto  ^r>Jo 
risulta  di  oo  rette  passanti  per  quel  pimto  (cono). 


Diremo  varietà  algebrica  di  dimensione  k  e  di 
ordine  v  uno  spazio  a  k  dimensioni  contenuto  in 
Sn  0  tale  che  ogni  Sn-k  di  Sn  la  seghi  in  gene- 
rale in  V  punti  distinti. 

Le  varietà  a  due  dimensioni  si  sogliono  chia- 
mar superficie  e  quelle  ad  nna  dimensione  curve. 
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Una  varietà  algebrica  si  dice  riarmale  pel  pro- 
prio spazio  quando  non  può  considerarsi  come 
proiezione  di  una  Varietà  dello  stesso  ordine  e 
contenuta  in  uno  spazio  superiore. 

Ogni  varietà  algebrica  di  dimensione  Jc  e  di  or- 
dine V  è  sempre  contenuta  in  uno  spazio  lineare 
&+?'— 1,  ma  può  anche  stare  in  uno  spazio  lineare 
inferiore. 

In  particolare  : 

Ogni  varietà  di  secondo  ordine  a  h  dimensioni 
è  sempre  contenuta  in  uno  spazio  lineare  Sk+i. 

Ogni  curva  d^ ordine  v  è  sempre  contenuta  in 
tino  spazio  lineare  di  dimensione  al  massimo 
eguale  a  v. 

Da  questo  teorema  si  deduce  che  una  curva  di 
2.®  ordine  è  sempre  al  più  piana  ;  una  curva  di 
3.°  ordine  al  più  è  una  cubica  storta,  ecc. 

Data  una  varietà  di  dimensione  h^  Vassleme  di 
tutte  le  rette  tangenti  ad^  essa  in  un  punto  ,v.  so- 
I)ra)  forma  una  varietà  lineare  della  stessa  di- 
mensione k.  Per  gli  spazi  lineari  tangenti  ad  una 
varietà  v.  Dkl  Pezzo  {Acc.  Napoli^  1886). 


Due  varietà  algebriche  una  d'ordine  v  e  dimen- 
sione kf  e  Valtra  d'ordine  v'  e  dimensione  k'  si 
intersecano  in  una  varietà  d'ordine  v  v'  ^  dimen- 
sione k  +  k'  —  ^^  purché  sia  k  +  k^  ^  n  e  le  due 
varietà  non  abbiano  in  comune  una  varietà  d'or- 
dine maggiore  o  eguale  a    k  ^  k'  —  n  +  1. 

Se  è  k  +  k'  <  n  le  due  varietà  non  hanno  in 
GENERALE  alcun  puuto  comunc  ;  se  k  t  k'  =  n  le 
due  varietà  hanno  v  v'  punti  comuni  (Halphen, 
Bull.  Soc.  7nath.,ll;  Noether,  Mafli.  Ann.^  XI). 


826    XiX,  2.  —  Rappresentazione  monoidale. 

Come  per  le  curve  storte  dello  spazio  ordinario, 
si  presenta  naturalmente  anche  qui  il  problema 
della  rappresentazione  analitica  delle  varietà  nello 
spazio  Sn,  le  quali  non  sempre  sono  intersezioni 
complete  di  ipersuperficie. 

L'Halphen  (loc.  cit.)  estese  a  tal  proposito  la 
rappresentazione  monoidale  proposta  da  Caylet 
per  le  curve  storte,  (v.  Gap.  IX,  §  2,  pag.  305 
e  seg.). 

Un  MONOiDE  è  una  ipersuperficie  d'ordine  v  con 
un  punto  (v  —  Ì)P^^.  Ogni  retta  passante  pel  punto 
multiplo  la  incontra  in  un  solo  altro  punto;  di 
qui  viene  il  nome  di  monoide. 

Ogni  varietà  di  dimensione  h  può  essere  rap- 
presentata analiticamente  da  una  relazione  omo- 
genea fra  sole  k  +  2  coordinate  (omogenee) 

che  rappresenta  nna  ip&ì' superfìcie  conica^  e  da 
n  —  le  —  1  monoidi. 

Un  altro  metodo  per  la  rappresentazione  ana- 
litica delle  varietà  è  dato  dal  seguente  teorema 
di  Kronecker  al  quale  abbiamo  già  accennato  a 
proposito  della  teoria  delle  curve  storte  nello  spa- 
zio ordinario  (v.  pag.  303-304). 

Ogni  varietà  di  dimensione  h  dello  spazio  Snpuò 
sempre  considerarsi  come  intersezione  completa  di 
n  ^  \  ipersuperficie  al  più. 
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§  3.  —  Le  iperquadriche  di  Sn. 
Indicazioni  sulle  ipersuperficie  cubiche  di  S^. 

Una  iperquadrica  di  Sn  è  una  ipersuperficie  di 

2.^  ordine  ;  è  rappresentata  quindi  da  un'equazione 

di  2.'^  grado  nelle  coordinate. 

n{7i  f  3)         ,.    ,.    ^  .  , 

rer punti   ai    bn  passa   tn  generale 

Li 

una  sola  iperquadrica. 

La  iperquadrica  è  anche  di  2.^  classe. 

Ponendo  l'equazione  della  iperquadrica  sotto  la 
forma 

2  aij  Xi  Xj  =  0        [i,j  —  0, 1,  2, . . .  n) 

ij 

il  suo  discriminante  e 

A=  I  aij  \, 

Se  questo  discriminante  è  diverso  da  zero  si  ha 
la  iperquadrica  generale;  altrimenti  si  hanno  /  coni 
quadrici  ovvero  le  iperquadriche  specializzate.  Dì 
queste  ve  ne  sono  di  varie  specie  secondo  il  va- 
lore della  caratteristica  del  determinante  A;  pro- 
priamente se  la  caratteristica  di  A  è  n  —  7^  -+-  1 , 
si  dirà  che  il  cono  quadrico  è  di  h^'^^  specie. 

Un  cono  quadrico  di  h^^^  specie  contiene  oo  punti 
doppi  formanti  uno  spazio  lineare  Sh-i;  se  h==ì 
si  ha  un  solo  punto  doppio. 

Le  iperquadriche  non  hanno  invarianti  assoluti^ 
e  hanno  un  solo  invariante  (il  discriminante)  ;  esse 
sono  dunque  tutte  equivalenti  dal  punto  di  vista 
della  Geometria  proiettiva. 
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In  un''  iperqiiadrica  generale  vi   sono  spazi  li- 
neari di  dimensione  — - —  o  — ^—  secondochè  n 

è  pari  0  dispari. 

Se  la  iperqiiadrica  è  di  h^^  specie,    questi  mi- 

.    , .                  .           n-{-  h-2    n  -^  li-\ 
meri  diventano  rispett,  — — , ^ secon- 

docile  n  -\-  h  è  pari  o  dispari. 

Se  n  è  un  numero  dispari,  esistono  due  sistemi 
distinti  di  Sn-~\  contenuti  nella  iperquadrica;  se- 
^¥ 

condochè  — — —  è  pari  o  dispari  si  ha  poi  questa 

fondamentale  differenza.^  che  cioè  nel  primo  caso 
si  tagliano  due  /S^-i  so?o  se  sono  dello  stesso  si- 

sterna.^  e  nell'altro  caso  invece  esse  si  tagliano  solo 
se  sono  di  sistema  diverso  (Segre). 

Più  generalmente: 

Considerando  tino  spazio   (ìion   lineare)  di  di- 

n  —  1 

mensioyie  — ~ —  che  sia  contenuto  nella   iperqua- 

drica,  e  incontri  in  h  punti  gli  spazi  lineari  Sn-\ 

del  primo  sistema  e  in  y  punti  gli  spazi  lineari 
S,i-i  del  secondo  sistema j  e  un  altro  spazio  ana- 

logo  cui  corrispondano  similmente  i  numeri  /t^,  ]c{, 
il  numero  dei  punti  in  cui  i  due  spazi  si  inter- 
secano è 

Iclci  +  ^'i  y  se  — - —  è  dispari; 
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ed  è 

fi  —  1 

k  k'i  k'  i'ki  se  — - —  è  pari. 

Questo  teorema  di  Segee  è  la  estensione  di  un 
teorema  di  Chasles  per  le  curve  algebriche  trac- 
ciate sulle  quadriche  dello  spazio  ordinario  (vedi 
pag.  350). 

Delle  iperquadriche  si  occupò  prima  Veronese 
nel  3.®  Gap.  della  sua  Mem.  nei  Maììi,  Ann.^  XIX; 
indi  ad  esse  fu  dedicato  un  esteso  lavoro  di  Se- 
ghe (Mem,  Torino,  1884),  il  quale  fece  anche  lo 
studio  dei  fasci  di  iperquadriche  e  della  superficie 
quartica  base  del  fascio,  facendone  la  classifica- 
zione mediante  la  teoria  dei  divisori  elementari  di 
Weierstrass  (v.  pag.  563  di  questo  volume).  ^ 

Lo  studio  e  la  classificazione  di  questa  quartica 
ha  affinità  con  quello  della  superfìcie  di  4.^  ordine 
a  conica  doppia^  la  quale  è  la  proieziene  nello 
spazio  /S3  di  quella  quartica.  Vedi  a  questo  pro- 
posito quanto  abbiamo  detto  a  pag.  460  di  questo 
volume. 

Dei  fasci  di  iperquadriche  si  occupò  anche  Ber- 
TiNi  (Rend.  Lincei^  1886)  e  dei  fasci  di  iperqua- 
driche specializzate  (coni)  si  occupò  Segrb  {Acc. 
Torino,  1884);  altri  lavori  sulle  iperquadriche  sono 
quelli  di  Del  Pezzo  {Acc.  Napoli,  1885,  1895),  e 
sulla  equazione  differenziale  delle  iperquadriche  v. 
Berzolari  [Bend.  Lincei,  1896). 


*  Una  trattazione  della  teoria  dei  divisori  elementari  è 
etata  pubblicata  in  questi  giorni  durante  la  stampa  di  que- 
sto volume;  essa  ò:  Muth,  Theorie  iind  Amvendung  der 
Elemeìitarteiler,  Leipzig,  Teubner,  1899. 
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Per  la  generazione  proiettiva  delle  iperquadri- 
che  come  estensione  della  generazione  ordinaria 
(v.  pag.  159)  vedi  i  citati  lavori  di  Veronese  e 
Segke. 


Le  ipersuperficie  cubiche  dello  spazio  a  4  di- 
mensioni sono  studiate  nei  loro  casi  più  notevoli 
(specialmente  quelle  contenenti  piani,  e  quelle 
con  6,  7,  8,  9,  10  punti  doppi)  da  Segre  (Meni, 
di  Torino,  XXXIX;  Atti  di  Torino,  1887)  e  da 
Castelnuovo  {Atti  Ist.   Veneto,  1887). 


Di  alcune  varietà  a  tre  dimensioni  composte  di 
serie  di  piani  si  occupò  Seghe  {Atti,  Torino, 
XXr,  1886). 


§  4.  —  Le  superficie   cioè  le  varietà  a  dcte 

DIMENSIONI   DELLO     SPAZIO     Sn.   Le   RIGATE.   La 

supereicie  di  Veronese  per  lo  spazio  S^, 

Fra  le  varietà  a  k  dimensioni  contenute  in  S)i 
sono  state  più  specialmente  studiate  le  superfìcie 
{k  =  2),  e  fra  queste  le  superfìcie  rappresenta- 
bili sul  piano  e  le  rigate  da  Veronese  (cit.),  da 
Segre  {Atti  Torino,  1884,  1886;  Eend,  Lincei, 
1887  ;  Math.  Ann,,  XXX,  XXXIV),  e  da  Del  Pezzo 
(Acc.  Napoli,  1885-86-87  ;  jS^nd  Palermo,  I,  1887). 

Molte  delle  considerazioni  che  si  fanno  sulle  su- 
perficie dello  spazio  ordinario  possono  estendersi 
facilmente   alle   superficie    degli  spazi  superiori  ; 
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così  la  rappresentazione  piana^  le  considerazioui 
riguardanti  i  generi  della  superficie,  ecc.  Per  que- 
ste ultime  Tedi  i  lavori  citati  a  pag.  317;  si 
noti  a  questo  proposito  che  nel  lavoro  ivi  cit.  di 
Segre  si  estendono  anche  a  varietà  qualunque,  le 
considerazioni  riguardanti  un  carattere  inva- 
riantivo  analogo  al  genere. 

Una  superficie  rappresentabile  punto  per  punto 
sul  piano  è  un  omaloide  (o  superficie  di  genere  zero^ 
0  razionale^  o  unicursale). 


Segando  una  rigata  appartenente  ad  Sn  con 
spazi  lineari  Sn—\  si  hanno  naturalmente  curve 
del  medesimo  genere;  *  tal  genere  si  assume  come 
genere  della  rigata  (v.  pag.  317). 

Tutte  le  superficie  di  ordine  n  —  \  appartenenti 
ad  un  Sn  (e  non  ad  tino  spazio  lineare  inferiore) 
sono  0  rigate  o  coni,  eccetto  (se  w  =  5)  la  cosid- 
detta superficie  di  4.^  ordine  di  Veronese,  di  cui 
discorreremo  più  sotto  (Del  Pezzo). 

Le  superficie  di  ordine  n  contenute  in  Sn,  per 
n  >  9,  sono  tutte  rigate. 

Le  superficie  d^ordine  v  contenute  in  &  per  v 
inferiore  a  certi  limiti  sono  tutte  rigate.  Questi 
limiti  sono  stati  calcolati  da  Del  Pezzo  {Acc,  Na- 
poli^ 5  febbraio  1887)  ma  risultano  in  modo  non 
semplice. 

Una  superficie  rigata  di  ordine  n  —  1  apparte- 
nente ad  Sn  è  sempre  razionale. 

Su  di  una  rigata  si  dice  direttrice  una  curva 
incontrata  da  tutte  le  generatrici. 


*  Per  il  genere  di  una  curva  v.  il  §  5. 
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Ogni  rigata  d'ordine  n  —  1  di  Sn  ammette  una 
SOLA  direttrice  d'ordine  minimo^  salvo  nel  caso  in 

cui  n  è  dispari  e  V ordine  minimo  sia  proprio  — — 

nel  qual  caso  le  direttrici  minime  sono  oo^ 

Condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  due 

rigate  d'ordine  n  —  1  di  Su  sieno  proiettivamente 

identiche  è  che  abbiano  direttrici  minime  dello  stesso 

ordine. 

Di  qui  si  ha  una  classificazione  delle  rigate  di 

ordine  n  —  1    di   Sn  a  secondo   delF  ordine  della 

direttrice  minima,  questo   ordine  potendo  variare 

1     ^        n  .       ,    n  —  1    ^  . 

da  l  a  ~  0  rispetta  — - —  (bEaREJ. 

Su  di  una  rigata  d'ordine  n  —  1  di  Su  due  di- 
rettrici  d^ ordini  n  —  k,  n  —  k'  si  tagliano  in 

n--k  —  k'  —  3 
punti. 

Le  rigate  razionali  (p  =  0)  di  ordine  n —  t  di 
tino  spazio  qualunque  si  possono  tutte  jpttenere 
come  proiezioni  di  quelle  di  ordine  n  —  1  appar- 
tenenti ad  Sn . 

Le  rigate  ellittiche  (p  =  l)  di  ordine  n-\-  1  di 
nno  spazio  qualunque^  e  che  non  sieno  coni^  sono 
sempre  proiezioni  di  rigate  di  ordine  n  +  1  di  Sn. 

Tutte  le  rigate  (non  coni)  di  genere  2  e  ordine 
n  ■{-  3  sono  proiezioni  di  quelle  del  medesimo  or- 
dine appartenenti  a  Sn. 

Più  generalmente: 

Tutte  le  rigate  di  ordine  v  e  genere  p  apparte- 
nenti ad  uno  sjmzio  inferiore  a  SV-2p4-i  sono  pro- 
iezioni di  rigate  del  medesimo  ordine  appartenenti 
a  tale  spazio  (Id.) 


XIX^  4.  —  Superficie  di  Veronese,        833 

Ogni  rigata   di   ordine   v  e   genere  p  contiene 

**  .         .  .  .  V  -f  p      .        .     . 

curve  direttrici  d'ordine  s^ — ^— ;  di  qui  si    pre- 

senta,  come  per  le  rigirate  razionali  (v.  sopra)  un 
criterio  di  classifi(3azione  delle  rigate  a  secondo 
delle  direttrici  minime. 

Per  una  formola  di  SruRM-SEaRE  riguardante 
l'ordine  e  il  genere  di  una  curva  tracciata  su  di 
una  rigata  v.  pag.  328. 

Una  rigata  di  genere  p>0  e  ordine  v  ^  4  p,  * 
se  non  è  un  cono^  è  contenuta  al  più  in  un  Sy-p, 

Se  è  contenuta  in  Sy-p  ed  è  p>ly  essa  ha  una 
direttrice  doppia;  se  è  contenuta  in  Sn  p-i  ed  è 
^>2,  essa  ha'  una  conica  doppia,  oppure  una  retta 
direttrice  doppia  o  tripla^  od  infine  (se  p  =  S)  una 
curva  semplice  piana  di  4,^  ordine  (Segre). 


Passiamo  ora  alla  superficie  di  Veronese  cui 
abbiamo  già  accennato. 

La  superficie  di  Veronese  (che  indicheremo 
con  V^^)  è  di  4**  ordine  contenuta  nello  spazio  a 
5  dimensioni;  essa  è  rappresentabile  punto  per 
punto  su  di  un  piano  (è  un  omaloide^  v.  pag.  831) 
ed  è  una  superficie  normale  (v.  pag.  825)  per  S^. 

Essa  si  genera  facendo  corrispondere  omogrà- 
ficamente alle  coniche  di  un  piano,  gli  iperpiani 
di  S5;  a  tutte  le  coniche  passanti  per  un  punto 
corrispondono  00^  iperpiani  di  S5,  i  quali  si  incon- 


*  Questa  limitazione  serve  solo  a  rendere  più  semplici  i 
risultati.  Yedi  i  lavori  del  Segre,  specialmente  quelli  nei 
Math.  Ann.  che  sono  più  completi  degli  altri. 

Pascal.  53 
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trano  in  un  punto;  il  luogo  di  questi  punti  è  la 
superficie  richiesta.  ** 

La  superficie  contiene  un  sistema  doppiamente 
infinito  di  coniche  K;  per  due  punti  di  essa  passa 
una  sola  conica  e  per  un  punto  ne  passano  oo^. 

Due  coniche  K  si  incontrano  in  un  punto  e  sono 
situate  in  uno  spazio  S^  tangente  in  tal  punto  alla 
superficie. 

I  piani  tangenti  formano  una  ipersuperficie  di 
3/  classe. 

I  piani  delle  coniche  K  si  chiamano  piani  se- 
canti di  1.^  specie. 

Due  piani  secanti  di  1.^  specie  non  si  incontrano 
mai  in  una  retta^  ma  sempre  in  un  punto  solo. 
Essi  costituiscono  una  ipersuperficie  di  3.®  ordine. 

Un  piano  di  S^  non  ha  in  generale  alcun  punto 
comune  colla  superficie  (non  è  secante);  ma  ne 
può  avere  wno,  due  o  tre  ;  quando  ne  ha  tre  e  non 
è  di  1.*  specie,  allora  si  chiama  piano  secante  di 
2.*  specie. 

Fra  gli  infiniti  iperpiani  84^  passanti  per  il 
piano  tangente  alla  superficie  in  un  punto  ve  n'è 
uno  solo  che  taglia  la  superficie  in  due  coniche 
coincidenti  ;  un  tale  i  per  piano  si  chiama  un  iper- 
piazzo  tangente  doppio. 

Gli  00^  iperpiani  tangenti  doppi  inviluppano  la 
superfìcie  reciproca  (di  4.^  classe)  della  data. 

Due  di  tali  iperpiani  si  incontrano  in  un  piano 
tangente^  come  due  punti  della  superficie  determi- 
nano un  piano  secante  di  1.^  specie. 

Due  piani  tangenti  si  incontrano  sempre  in  un 
sol  punto. 

Fra  le  superfìcie  non  contenute  in  un  84^^  la  super- 
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fide  di  Veronese  è  tunica  i  cui  piani  tangenti  si 
incontrino  a  due  a  due  (Del  Pezzo). 

Proiettando  nel  nostro  spazio  da  una  retta 
Si  la  V^"  si  ottiene  una  superficie  di  Steiner 
(v.  Gap.  Xir,  §  9). 

Se  la  retta  Si  incontra  la  V^  in  un  plinto^  la 
proiezione  è  una  superficie  rigata  di  3.°  ordine;  se 
S^  incontra  in  due  punti  la  Vc^  si  ha  una  qua- 
drica^  e  se  infine  Si  è  tangente  a  ?2^  ^^  ^^  ^^ 
cono  quadrico. 

La  superficie  di  Veronese  è  compresa  nella 
categoria  generale   delle    superficie  normali  orna- 

Ioidi  d'ordine  n^   dello  spazio  a ^r-^ dimen- 

sioni;  tali  superficie  hanno  la  proprietà  fondamen- 
tale, che  con  proiezione  di  esse  sul  nostro  spazio, 
si  deducono  tutte  le  superficie  di  S^  rappresenta- 
bili punto  per  punto  su  un  piano  mediante  curve 
di  ordine  n  o  minore  di  n. 

Essa  fu  notata  da  Veronese  prima  nel  cit.  la- 
Yoro  dei  Math,  Ann,,  XIX,  e  poi  studiata  in  un 
lavoro  apposito  (Mem.  Lincei,  XIX,  1884). 

A  queste  ricerche  sono  afiRni  quelle  sulla  Geo- 
metria delle  coniche  del  piano,  citate  a  pag.  549. 


§  5.  —  Le  curve  negli  spazi  Sn. 

Passiamo  alle  varietà  ad  una  sola  dimensione 
(curve). 

Prima  di  tutto  è  facile  Testensione  (e  noi,  per 
brevità,  non  vi  insisteremo)  dei  concetti  di  piano 
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oscillatore  (adente  colla  curva  tre  intersezioni  in- 
finitamente vicine)  in  un  punto  della  curva,  di  spa- 
zio S3  osculatore  avente  quat  tro  intersezioni  infini- 
tamente vicine),  e  così  di  soguito. 

Inoltre,  una  retta  tangente  si  dirà  stazionaria  0 
di  flesso  quando  ha  colla  curva  tre  intersezioni 
infinitamente  vicine;  un  piano  osculatore  si  dirà 
stazionario  quando,  in  luogo  di  tre,  ha  quattro  in- 
tersezioni infinitamente  vicine  colla  curva,  ecc. 

Un  primo  problema  che  si  presenta  per  le  curve 
è  quello  riguardante  le  relazioni  esistenti  fra  i  nu- 
meri caratteristici,  cioè  rigutrdante  la  estensione 
delle  note  formolo  diPLÙCKEb;.  per  le  curve  piane 
e  di  Cayley  per  le  curve  storte  dello  spazio  or- 
dinario. Questo  problema  fu  risoluto  per  la  prima 
volta  da  Veronese    cit.) 

Consideriamo  la  proiezione  della  curva  C^  di 
Sn  da  un  punto  dello  spazio  Sn  su  di  uno  spazio 
lineare  Sn-i;  abbiamo  una  curva  di  &— 1  ;  indi  la 
proiezione  di  questa  in  uno  cpazio  lineare  Sn-2, 
abbiamo  un'altra  curva  di  Sn-2^  e  così  di  seguito. 
Consideriamo  poi  la  ipersuperficie  sviluppabile 
generata  dalle  tangenti  alla  curva  C*^\  e  la  se- 
zione fatta  in  questa  da  uno  spazio  lineare  Sn—i  ; 
indi  proiettiamo,  come  avanti,  questa  sezione  con- 
secutivamente in  spazi  lineari  inferiori.  Conside- 
riamo poi  ancora  la  sviluppabile  relativa  alla  suin- 
dicata sezione  e  seghiamo  tale  sviluppabile  con 
uno  spazio  lineare  Su -2;  e  indi  proseguiamo  come 
avanti,  cioè  con  successive  proiezioni  in  spazi  in- 
feriori. 

Così  procedendo  si  vede  che  si  vengono  ad  ot- 
tenere n  —  1  curve  piane,  i  cui  numeri  caratteri- 
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stici  corrispondono  a  altrettanti  numeri  caratteri- 
stici della  curva  d§,ta;  applicando  le  formole  di 
Plùcker  a  ciascuna  di  esse  si  hanno  in  tutto 
3  (n  —  1)  relazioni  fra  i  numeri  caratteristici  della 
curva  data.  •» 

Indichiamo  con: 

m,  l'ordine  di  (7^, 

h^  il  primo  rangj  di  C^^,  cioè  il  numero  delle 
tanorenti  (S^)  di  G^  che  tagliano  un  Sh—2, 
arbitrario, 

w^  il  secondo  rango  di  C'^,  cioè  il  numero 
dei  piani  5^2  osculatori  a  C^  che  tagliano 
un  Sw— 3  arbitrario, 

w^^\  il  terzo  rango  ai  (7^,  cioè  il  numero  de- 
gli spazi  Ss  osculatori  a  C^  e  che  ta- 
gliano un  Sn—i  arbitrario, 

if){n-i)^  r(ii  — 2)^^  rango  di  C^,  cioè  il  nu- 
mero degli  spazi  Sn—2,  osculatori  a  (7^  e 
che  incontrano  uoa  retta  arbitraria, 

w^^~~^^  la  classe  della  curva, 

ivi^  il  numero  delle  taigenti  d'inflessione  (con 
tre  punti  infinitam^mte  vicini  comuni  colla 
curva), 

iOx^^\  il  numero  dei  piani  osculatori  stazio- 
nari (con  quattro  punti  infinita' nente  vi- 
cini comuni  colla  curva), 

tvi^^\  il  nuraero  degli  spazi  5^3  stazionari, 

^^(m-3)^  il  numero  degli  spazi  Sn-2  stazionari, 
lo^^-^^j  il  numero  degli  spazi  Sn—\  stazionari. 
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./?,  il  numero  delle  cuspidi  di  C^, 
Di,  il  numero  dei  punti  doppi  di  G^^ 
7>,  il  numero   degli   spazi   Sn-2  che  passano 
per  n  —  2  punti  arbitrari,   e  segano  due 
volfe  la  curva  storta  (punti  doppi  appa- 
renti), 

D^^\  il  numero  di  quelle  coppie  di  tangenti 
non  consecutive  di  (7^,  le  quali  tagliano 
un  Sn—\  in  due  punti  di  una  retta  che 
incontra  un  &— 4  arbitrario, 

Z)'2),  il  numero  di  quelle  coppie  di  piani  o- 
sculatori  non  consecutivi  di  (7^,  che  ta- 
gliano un  Sn-2  in  due  punti  di  una  retta, 
la  quale  incontra  un  Sn-h  arbitrario, 

])[n-2)^  il  numero  di  quelle  coppie  di  spazi 
&-2  osculatori  non  consecutivi  di  C^, 
che  si  incontrano  in  un  punto  di  un  piano 
arbitrario  dato  (o  anche  l'ordine  della 
ipersuperficie  doppia  a  (/i  —  2)  dimensioni 
della  sviluppabile  formata  dagli  spazi  Sn—2 
osculatori  a  C^), 

d^  il  numero  degli  spazi  Sn-\  passanti  per 
n  —  2  punti  arbitrari,  e  contenenti  due 
tangenti  non  consecutive  di  C^*, 

d^^\  il  numero  delle  coppie  di  piani  oscula- 
tori non  consecutivi  di  C^\  che  tagliano 
un  Sn—\  in  due  rette  che  insieme  a  n  —  3 
punti  arbitrari  fissi  di  Sn-\  sono  situate 
in  un  medesimo  spazio  5^/^-2, 
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clin-2)^  il  numero   delle  coppie  degli  spazi  o- 

sculatori  Sy^^i  noirconsecutivi  di  C"\  che 

si  tagliano  in  una  retta  di  un  piano  fisso, 

c/^,  il  numero  delle  tangenti  doppie  di  G"\ 

c?i^^\   il    numero    dei   piani   osculatori   doppi 

di  (7^^ 

d^{n--2)^  il  numero  degli  spazi  Sn-i  osculatori 
doppi  di  C^". 

Stabilite  queste  notazioni^  si  hanno  le  seguenti 
relazioni:* 

/  A:  =  m  (m  -  1)  -  2  (Z)  +  Di)  -  3  jB 

K^  ==  A;  (^  —  1  )  —  2  (6^  +  c?i)  ~  3  (io  f  w{) 
\iv  +  iVi  —  B==2  (Jc  —  m) 

)k=:W  {tv  -  1)  -  2  (6^<l)  +  ^1^1))    -  3  (?^(2)    4_  ^,^(2)) 

^  m  +  Wi  —  {iv^^'>  +  tvi^^^)  =  3(k--  tv) 

,  toii)  ==  ^  (,^  _  1)  _  2  (Z)  2)  +  c^^d))  -3(k  +  tv,('y) 

<  ,,,  =  ^vi^ì  (tr(l)  -   1)    -  2  (6?^2)  +  ^^(2))   _   3  (^^(2)  +  ^^^(2  ) 


*  Abbiamo  creduio  utile  conservare  le  stesse  notazioni 
adoperate  da  YeronesE;  e  non  alterarle  i3er  metterle  d'ac- 
cordo colle  notazioni  da  noi  già  adoperate  nel  Gap  IX  a 
proposito  delle  curve  storte  dello  spazio  ordinario;  l'unica 
modificazione  che  abbiamo  fatta  è  stata  quella  di  porre 
^^(n-3j  i^  luogo  di  w^"'^>. 
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^(«-5)  +  ^^(n-3)  —  |(;^(«-2)  =  3  (^(«-4)  _  ^^(n-3)). 

Definendo  il  genere  p  della  curva  C^^,  come  il 
genere  di  una  qualunque  sua  proiezione  piana, 
si  ha 

= (d  +  dy)  —  (tv  +  Wi)  = 


La  curva  intersezione  completa  di  {n  —  1)  iper- 
superficie di  Sn  di  ordini  rispett.  v^  vg . . .  v^-i  ha 
per  ordine  m  =  v^ . . .  v^_i  e  per  primo  rango 

À:  =  vj . . .  v„_i  [2:  Vi  —n  +  IJ, 

e  joer  espressione  di  D 

2  D  ==  vj . . .  v,i-i  [vi . . .  v,t_i  —  ^  vj  +  n  —  2]. 

Di  qui  colle  formolo  di  Veronese  si  possono 
trovare  i  valori  degli  altri  numeri  caratteristici. 

In  particolare: 

La  intersezione  completa  di  8.^  ordine  di  tre 
iperquadriche  dello  spazio  a  quattro   dimensioni, 
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ha  il  primo  rango  eguale  ad  8,  il  2.®  rango  eguale 
a  48^  la  classe  eguale  a  32,  il  genere  5,  e  120 
spazi  S3  stazionari.  * 

Lo  spazio  più  elevato  cui  può  appartenere  una 
curva  d^  ordine  v  e  genere  p  (quando  v  >  2  p  —  2) 
è  un  Sy—p.  Questo  teorema  importante,  che  ricorda 
un  altro  sulle  ridate  (v.  §  4)  è  di  Clifford  (PhiL 
Trans.,  1878);  di  esso  si  occuparono  anche  Vero- 
nese {Math,  Ann.,  XIX,  pag.  213),  e  Seqre  {Math. 
Ann-,  XXX,  pag.  207  . 

Da  un  teorema  del  §  2  risulta  che  l'ordine  più 
basso  delle  curve  appartenenti  allo  spazio  Sn  è 
V  n  stesso. 

La  curva  di  ordine  n  e  appartenente  a  Sn  è  ra- 
zionale (di  genere  zero). 

Evidentemente  tale  curva  è  una  curva  normale 
per  lo  spazio  Sn. 

Per  tale  curva  il  i.<*  eV(n  —  2)^^  rango,  il  2.** 
e  V  {n  —  3)^^  rango,  ecc.  sono  rispetta  a  due  a  due 
eguali  a 

2  (w  —  1),    3  (n  —  2), . . . 

La  classe  di  tale  curva  è  n,  e  tal  curva  non  ha 
elementi  doppi  0  stazionari. 

Per  n  +  S  punti  di  Sn  di  cui  n  +  ì  non  stieno 
mai  in  un  iperpiano,  passa  una  e  una  sola  curva 
di  ordine  n  di  Sn. 

Due  curve  di  ordine  n  di  Sn  sono  sempre  pro- 
iettivamente identiche. 

Golia  curva  normale  di  ordine  n  di  Sn,  una 
retta,  un  piano,  uno  spazio  S3  , . . .  possono  avere 
AL  PIÙ  due,  tre,  quattro, , . ,  punti  comuni* 
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Questa  curva  può  riguardarsi  come  il  luogo 
delle  intersezioni  degli  iperpiani  corrispondenti  di 
n  —\  fasci  di  iperpiani  proiettivi. 

Per  un  punto  P  di  Sn  possono  condursi  n  iper- 
piani osculatori  alla  curva;  e  se  n  è  dispari,  gli  n 
punti  di  contatto  di  questi  stanno  in  un  piano  che 
passa  per  P  (v.  il  teor.  analogo  di  Chasles  per 
la  cubica  storta  a  pag.  356). 

Le  curve  di  ordine  n  ^  1  di  Sn  sono  ellittiche 
(di  genere  p  =  ì};  non  hanno  elementi  doppi  o 
stazionari,  salvo  che  hanno  (w  +  1)^  spazi  Sn-\ 
stazionari.  La  loro  classe  è  n  (n  +  1)  e  i  loro 
ranghi  sono  rispettivamente  : 

A:=2(n-l)+2 
tv  =  3{n  ~2)  f  6 


^^n-4)  — ^2  _   i^ 


Anche  questa  curva  è  normale  per  lo  spazio  Sn, 
non  potendo  essere  proiezione  di  una  di  ordine 
n  -h  ì  dello  spazio  Sn-\-if  perchè  tale  ultima  sa- 
rebbe razionale. 

Tutte  le  curve  razionali  di  ordine  m  ^n  con- 
tenute in  S2  S3 . . .  S/i— 1  sono  sempre  proiezioni  di 
una  curva  normale  di  ordine  n  di  Sn . 

Tutte  le  curve  ellittiche  di  ordine  mi^n  -\-  1 
contenute  in  S2  S^ . . .  Sn—i  sono  sempre  proiezioni 
di  una  curva  normale  di  ordine  n  +  1  di  Sn. 

In  generale  : 

Le  curve  di  ordine  n  ^  p  e  genere  p  apparte- 
nenti a  Sn,  insieme  alle  loro  proiezioni  in  spazi 
inferiori  costituiscono  la  totalità  delle  curve  di 
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quelVordine  e  genere,  appartenenti  ad  un  Sr  dove 
r^n;  e  se  è  n+p,>2p  —  2  allora  tutte  quelle 
curve  costituiscono  la  totalità  di  tutte  le  curve  di 
quelVordine  e  genere  ;  perchè  nel  caso  indicato 
(pel  teorema  di  Clifford  sopranotato)  oltre  le 
curve  di  quell'ordiQe  e  genere  esistenti  in  spazi 
Sr  [r  ^  n)  NON  ne  esistono  altre. 

Per  le  curve  algebriche  dello  spazio  Sn ,  v.  gli 
stessi  lavori  citati  nel  §  precedente,  e  anche  Se- 
ghe {Giorn,  di  Batt-,  XXVI;  Rend,  Palermo,  II). 


CAPITOLO  XX. 

La  Geometria  infinitesimale  e  intrinseca 

negli  iperspazi  lineari 

e  negli  spazi  a  curvatura  costante. 


§  1.  —  Le  curve 
negli  iperspazi  lineari. 

Immaginiamo  le  coordinate  x  di  un  punto  della 
curva  assegnate  in  funzione  di  un  parametro  t. 

Per  k  +  l  punti  della  curva  si  può  far  passare 
uno  spazio  lineare  a  k  dimensioni  ;  facciamo  come 
al  solito  che  i  ^  +  1  punti  si  avvicinino  indefini- 
tamente accostandosi  ad  un  punto  P;  la  posizione 
limite  di  tale  spazio  lineare  si  dice  spazio  li- 
neare a  k  dimensioni  osculatore  alla  curva  in  P. 
Il  numero  k  può  variare  da  1  a  n  —  \. 

La  distanza  di  un  punto  della  curva  vicino  a 
P  dallo  spazio  lineare  a  k  dimensioni  osculatore 
in  P,  è  un  infinitesimo  di  k  +  1^^  ordine. 

Le  equazioni  dello  spazio  lineare  a  k  dimensioni 
osculatore  alla  curva^  sono  quelle  che  si  ottengono 
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eguagliando  a  zero  i  minori  della  matrice 

Xi         CCi^    Jk^2  —  ^2i  •  •  •   X/i  —  OOn 


^1 


00/ 


00  r/ 


^l(^) 


oo,i^^ 


Xn^^"» 


indicando   con 


^1  Tc^ , ,  .cCn  le  coordinate  di  P,  e 
concc\  ^"i, . . .  x\  x^\  , . .  le  derivate  di  quelle  coor- 
dinate rispetto  alla  variabile  indipendente  t. 

Indichiamo  con  ^k  l'angolo  fra  due  spazi  lineari 
osculatori  a  k  dimensioni  in  due  punti  prossimi 
della  curva,  e  con  s  l'arco  intercetto  fra  i  due  punti; 

il  limite  del  rapporto  —  quando  s  tende  a  zero, 
s 

è  ciò  che  si  chiama  la  k^^^  curvatura  della  curva 
in  quel  punto;  e,  al  solito,  l'inversa  di  tale  cur- 
vatura sarà  chiamata  k^^  raggio  di  curvatura.  Vi 
sono  n — l  raggi  di  curvatura. 

Indicando  con  Mici^-^k-^n)  la  somma  dei 
quadrati  dei  minori  di  ordine  k  contenuti  nella 
matrice 


X, 


Xn 


x^^^) 


Xn  <^) 


ponendo  Mq^=\,  e  chiamando  Rk  il  k"^^  raggio  di 
curvatura,  si  ha  la  formola  generale 

1     _  Mk^i  Mk-i 
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essendo  evidentemente 

Si  ha  la  formola 

1  Mic+x 


Se  Mn  è  zero  per  tutti  i  punti  della  ciirva^  al- 
lora questa  è  situata  in  uno  spazio  lineare  infe- 
riore ;  se  Mk-hi  è  zero  per  tutti  i  punti  della  curva^ 
e  non  è  invece  zero  Mk  ^  allora  la  curva  è  situata 
in  uno  spazio  lineare  a  k  dimensioni, 

]  punti  della  curva  nei  quali  è  Mn  ^  0  sono  i 
cosiddetti  punti  stazionari  della  curva. 

Sia  P  il  punto  della  curva,  e  consideriamo  il 
seguente  sistema  di  n  rette  a  due  a  due  perpen- 
dicolari: prima  di  tutto  la  tangente  alla  curva; 
indi  la  retta  perpendicolare  alla  tangente  e  si- 
tuata nello  spazio  osculatore  a  due  dimensioni  ; 
indi  la  retta  perpendicolare  a  tale  ultimo  spazio 
e  situata  nello  spazio  osculatore  a  tre  dimensioni 
e  così  di  seguito. 


Chiamando  allora 


<^ii  .  .  .  ^In 

^nl    .    .    .    ^nn 


rispettivamente  gli  angoli  di  direzione,  rispetto  agli 
n  assi  coordinati  primitivi,  di  tali  n  rette,  si  hanno 
le  seguenti  formole^  da  reputarsi  come  estensione 
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delle  formale  di  Peenet  e  Serret  relative  alle 
curve  storte  (v.  pag.  656),  e  che  danno  i  differen- 
ziali degli  n^  coseni  degli  angoli  y,  in  funzioni 
lineari  dei  coseni  stessi: 

d  COS  y-ki  COS  yk+ì,i         COS  a/i.'-l,! 

ds  Bk  Bk-i 

dove  si  intenda  che  quando  è  k=l^  allora  nel 
secondo  membro  si  sopprima  il  secondo  termine, 
e  quando  è  k=^  n,  nel  secondo  membro  si  soppri- 
ma invece  il  primo  termine.  Per  queste  forni  ole 
vedi  Brunel  [Math.  Ann.j  XIX)  e  LANDSBERa 
(Creile,  CXIV). 

Per  la  estensione  del  teorema  di  Bonnet  sulla 
distanza  di  due  tangenti  infinitamente  vicine  della 
curva,  e  sulla  distanza  di  un  punto  della  curva 
dal  piano  osculatore  in  un  punto  infinitamente 
vicino  V.  Jordan  {Compi.  Eend.*  LXXIX,  1874, 
pag.  796).  Altri  lavori  sulla  teoria  infinitesimale 
delle  curve  in  uno  spazio  qualunque  sono  quelli 
di  HoppE  (Arch.  der  Math.,  LXIY  (1/  serie); 
YI,  XI,  XII  (2/  serie)  1880-1892). 
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§  2.  —  Geometria  differenziale 

delle  varietà  a  più  dimensioni  immerse 

in  spazi  lineari. 

Forme  differenziali  quadratiche. 

Come  in  teoria  delle  superficie  si  introduce  la 
nota  forma  differeuziale  quadratica  a  due  varia- 
bili che  dà  il  quadrato  deWelemento  l'meare  ap- 
partenente alla  superficie  stessa,  così,  per  le  va- 
rietà a  più  di  due  dimensioni,  si  introduce  in  ge- 
nerale una  forma  differenziale  quadratica  ad  n 
variabili 

n 

ds^^  ^aijdxi  dXj  (1) 

1 

la  quale  ci  rappresenti  il  quadrato  della  distanza 
infinitesima  fra  due  punti  infinitamente  vicini  della 
varietà  medesima,  cioè,  come  si  dice,  il  quadrato 
delV elemento  lineare  appartenente  a  quella  varietà. 
Supporremo  che  la  (1)  sia  definita  positiva  e 
che  il  determinante  della  a  sia  diverso  da  zero. 

L'ipotesi  che  si  debba  prendere  a  fondamento 
una  forma  differenziale  quadratica^  anziché  un'altra 
qualunque  p.  es.  di  4.*»  o  6.®  ecc.  è  un'  ipotesi  af- 
fatto particolare,  e  si  potrebbe  non  supporla;  essa 
però  è  una  conseguenza  di  un'altra  ipotesi  che  noi 
qui  facciamo  esplicitamente  che  cioè  la  nostra  va- 
rietà sia  sempre  immersa  in  uno  spazio  lineare  ad 
un  numero  di  dimensioni  maggiore. 
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Inoltre  : 

Supposto  che  Veletfiento  lineare  sia  esprimibile 
con  una  forma  quadratica  come  la  (1),  si  può  sem- 
pre trovare  un  numero  h 


in  modo  che  prendendo  2/i  •  •  •  Vn^h,  funzioni  op- 
portune di  nt'i ,  ,  .Xn,  la  (1)  si  possa  dedurre  dalla 
forma  differenziale 

n+h 

^   dy\ 

che  converrebbe  ad  uno  spazio  lineare  ad  n  +  h 
dimensioni  (v.  Schlaefli,  Ann.  di  mat.,  V,  pa- 
gina 190;  Ricci,  Id,,  XII,  pag.  137). 

Il  minimo  fra  i  numeri  h  si  dice  classe  della 
varietà  (Ricci). 

La  Greometria  intrinseca  delle  varietà  si  riduce 
cosi  allo  studio  delle  forme  differenziali  quadrati- 
che e  delle  loro  trasformazioni. 

Nella  teoria  delle  forme  differenziali  quadrati- 
che, è  utile  introdurre  i  cosiddetti  simboli  di  Chui- 
stoffel;  di  questi  ve  ne  è  quattro  categorie, 
quelli  a  tre  indici  di  1.^  e  2.*  specie,  e  i  simboli 
a  quattro  indici  di  1.*  e  2.*  specie  (v.  Christof- 
FEL,  Creile,  LXX,  e  anche  sopra  pag.  676j.  /  sim- 
boli a  tre  indici  di  i.*  specie  sono 

Ikh'\ 1  Id  ctki       d  cihi  _  d  (ihh\  ^ 
i  J  ~"  2  \d xh       fx^  ~  dx7)  ' 

Pascal.  54 
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quelli  di  2.*  specie  sono 

dove  le  A  sono  i  complementi  algebrici  degli  ele- 
menti che  hanno  i  medesimi  indici  nel  determi- 
nante  delle  a, 

I  simboli  a  quattro  indici  di  2.^  specie  sono 


I  k  h,  ij  .  = 


{  hS     ^(  M 


+ 


d  xj  d  xi 


e  finalmente  quelli  a  quattro  indici  di  Z.*  specie 
sono 


(kh,  ij)  =  ^an  I  kly  ij 

Fra  questi  simboli  sussistono  molte  relazioni 
per  le  quali  rimandiamo  al  Gap.  II  della  Geom. 
differenziale  del  Bianchi. 

Data  una  forma  differenziale  quadratica  (1\ 
ponendo  le  x  funzioni  di  altre  n  variabili  x\  si 
può  trasformare  la  (1)  in  un'  altra  forma  diffe- 
renziale 

n 

^  aUj  d  xU  d  x'j, 
1 

Le  due  forme  differenziali  si  dicono  allora  equi- 
valenti. 


XX,  2,  —  Forme  differenziali  quadratiche,  851 

Un  problema  fondamentale  nella  teoria  delle 
forme  differenziali  è  quello  in  cui  si  cercano  le 
condizioni  perchè  due  forme  differenziali  quadra- 
tiche sieno  equivalenti. 

Prima  di  tutto  si  cercano  lo  condizioni  a  cui 
devono  soddisfare  le  funzioni  w  delle  oo\  e  tali 

condizioni  sono  date  da equazioni  a  de- 

rivate  parziali  simultanee^  del  tipo: 

d^  xi  y^.  [hk  )  d  xh   d  xk 


d  x'r  d  Xs  hk  l    i    ]  d  x's   d  x\' 


r  s  y  d  -'^i 


j  )  dxj 


r  s  y 

dove  con  !    .       si  intende  il  simbolo  di  Christof- 


J 
FEL  calcolato  per  la  forma  trasformata. 

Le  condizioni  di  integrabilità  di  questo  sistema 
di  equazioni  a  derivate  parziali  saranno  delle  equa- 
zioni di  condizioni  cui  devono  soddisfare  le  a  e  le 
a\  e  le  loro  derivate.  Opportunamente  combinan- 
dole tali  equazioni  di  condizione  potranno  porsi 
sotto  una  forma  invariautiva,  e  potranno  così  ot- 
tenersi degli  invarianti  o  parametri  differenziali, 
cioè  espressioni  che  restano  inalterate  per  trasfor- 
mazioni di  variabili  (v.  Repert.,  I,  pag.  239  e  seg.). 

Noi  non  entreremo  però  nei  dettagli  della  co- 
struzione di  questi  parametri  differenziali;  per 
essi  V.  i  lavori  sottoc. 

Le  condizioni  per  la  trasformabilità  di  due 
forme  differenziali  quadratiche  a  n  variabili^  sono 
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in  numero  di 


n^  {n^  -  1) 
12       • 


Perchè  una  forma  differenziale  quadratica  a  n 
variabili  sia  trasformabile  in  una  il  cui  elemento 

n 

lineare  sia  della  forma  ^  d  Xi  ^  sono  necessarie 

le  condizioni 

{h  k,  ij)  =-  0 

dove  {h  h^  ij)  è  il  noto  simbolo  di  Christoffel 
(y.  sopra). 


Il  problema  della  trasformazione  delle  forme  dif- 
ferenziali contiene  come  caso  particolare  quello 
delle  condizioni  perchè  un  dato  spazio  sia  lineare^ 
e  quindi  il  suo  elemento  lineare  sia  riducibile  alla 
forma 

^   dx'i\ 

Le  equazioni  di  Lame  relative  ai  sistemi  tripli 
ortogonali  (v.  Cap.  XVI,  §  14)  corrispondono  ap- 
punto alle  condizioni  perchè  lo  spazio  a  tre  dimen- 
sioni sia  lineare. 

Affine  a  questo  problema  di  trasformazione  è 
quello  di  ricercare  quando  una  forma  differenziale 
sia  di  classe  zero^  di  classe  uno^  ecc.  (v.  sopra). 
In  tale  indirizzo  citeremo  i  lavori  di  Ricci  {Ann* 
di  mat.y  XII,  e  Lincei  Eend,,  marzo  1888). 
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Il  problema  della  trasformazione  delle  forme 
differenziali  quadratiche  fu  cominciato  a  trattare 
da  Chrtstof^el  (Creile,  LXX)  e  da  Lipschitz 
{Id.,  LXX,  LXXI,  LXXir,  LXXIV,  LXXVIII, 
LXXXI,  V.  anche  Bull,  de  Darboux,  IV,  1873), 
il  quale  considerò  anche  il  caso  di  forme  diffe- 
renziali di  grado  superiore.  In  un  lavoro  di  Sou- 
voROF  (in  russo,  riprodotto  in  sunto  in  Bull,  de 
Darboux,  lY)  si  considera  solo  il  caso  delle  forme 
differenziali  quadratiche  ternarie^  e  si  costruiscono 
per  tal  caso  tre  espressioni  invariantiye  ;  del  caso 
generale  delle  forme  quadratiche  si  occupò  poste- 
riormente poi  anche  Voss  {Math.  Ann.^  XVI;. 


§  3.  — -  Deformazione,  spostamenti  e  curva- 
tura RiEMANNIANA  DI  UNO  SPAZIO.  SpAZI  A 
CURVATURA   RiEMANNIANA   COSTANTE. 

Ricordando  la  proprietà  fondamentale  della  cur- 
vatura K  di  GrAUSS  relativa  alla  superficie,  d'es- 
sere un  invariante  per  una  trasformazione  della 
forma  differenziale  fondamentale,  viene  spontanea 
l'idea  di  passare  dagli  studi  sulla  trasformazione 
delle  forme  differenziali,  a  quelli  sull'estensione 
del  concetto  di  curvatiira.  Tratteremo  in  questo 
paragrafo  della  curvatura  di  uno  spazio  secondo 
il  concetto  dato  da  Riemann. 

Prima  di  tutto  enunciamo  il  seguente  teorema 
importante  di  Beez  (Zeitsch.  f.  Math.  und  Physik^ 
XX,  XXI;  V.  anche  Ricci,  Aìtn.  di  mat.^  XII, 
pag.  163  e  CesIro,  Geom.  intrinseca). 
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Uno  spazio  ad  un  numero  n  >  2  di  dimensioni 
immerso  in  uno  spazio  a  n  ^~  1  dimensioìii^  non 
si  può  in  generale  deformare^  restando  sempre 
nello  spazio  a  n  -f  1  dimensioni  cioè  non  è  possi- 
bile fletterlo  nel  proprio  spazio  ambiente,  conser- 
vandone inalterato  r elemento  lineare^  come  invece 
può  farsi  colla  massima  libertà  per  gli  spazi  ad 
una  dimensione  (linee)  e  con  una  libeìtà  piii  ri- 
stretta per  gli  spazi  a  due  dimensioni  (superficie). 
La  flessione  è  possibile  solo  per  spazi  speciali.  I 
soli  cangiamenti  che  uno  spazio  generale  a  w>2 
dimensioni  può  avere^  senza  uscire  dallo  spazio  ad 
n  +  1  dimensioni  in  cui  si  suppone  contenuto^  sono 
gli  spostamenti  rigidi^  cioè  le  traslazioni,  le  rota- 
zioni^ ecc. 

Passiamo  ora  a  dare  l'idea  della  curvatura  di 
tino  spazio  in  un  punto^  secondo  Riemann. 

Consideriamo  un  punto  P  dello  spazio  e  da  esso 
conduciamo,  in  un  suo  intorno  infinitamente  pic- 
colo, tutte  le  possibili  linee  geodetiche  in  tutte  le 
direzioni,  cioè  le  linee  che  rappresentano  il  più 
breve  cammino  dal  punto  P  ad  un  punto  ad  esso 
infinitamente  vicino  nello  spazio  medesimo,  linee 
per  le  quali  è  un  minimo  l' integrale  che  ne  rap- 
presenta l'arco.  Di  tali  linee  se  ne  possono  con- 
durre cx>«-i  se  lo  spazio  è  ad  n  dimensioni.  Fra 
esse  se  ne  possono  scegliere  sempre  n  (e  non  più 
di  n)  tali  che  chiamando  ds^ . .  .d Sn  i  diffeìen- 
ziali  dei  loro  archi  computati  a  partire  dal  punto 
P,  le  quantità  ds^  . .  .dsn  sieno  lineakmente  in- 
dipendenti ;  il  differenziale  dellUirco  di  ogni  altra 
linea  geodetica  si  esprimerà  allora  sempre  linear- 
mente mediante  dsi . . .  dsn. 
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Consideriamo  due  di  tali  linee  p.  es.  quelle  cor- 
rispondenti ^  ds\^d  §2,  insieme  a  tutte  le  altre  in- 
finite di  cui  il  difFetenziale  dell'arco  si  esprima 
colla  formola. 

d  8^2  —  \dsi-\-\d  S2- 

1  punti  di  tutte  queste  infinite  linee,  estese  per 
un  tratto  infinitesimo  attorno  P,  formeranno  una 
varietà  a  due  dimensioni  (superficie),  compresa 
nello  spazio  totale,  e  di  tali  estensioni  superficiali 
infinitesime  attorno  P  se  ne  potranno  formare 
n  (n  —  1) 
2        • 

Di  ciascuna  di  tali  superficie  calcoliamo,  al  modo 
di  Gauss,  la  curvatura  in  P  (che  sarà  formata, 
nel  modo  solito,  mediante  i  coefficienti  della  forma 
diff'erenziale  quadratica  a  due  variabili,  che  rap- 
presenta il  quadrato  dell'elemento  lineare  di  quella 
superficie)  tale  curvatura  la  chiamiamo,  seguendo 
KiEMANN,  curvatura  dello  spazio  nel  punto  P  e 
secondo  quella  determinata  orientazione  superfi- 
ciale. Come  si  vede  dunque,  secondo  questo  con- 
cetto, in  ogni  punto  dello  spazio  vi  saranno  tante 

H  [n  —  1)  .  , 
curvature  per  quante  sono  le orienta- 
zioni superficiali  fra  loro  distinte.  Ammettendo 
che  tutte  queste  varie  curvature  relative  ad  un 
medesimo  punto  sieno  tutte  fra  loro  eguali,  e  che 
si  conservino  costanti  passando  da  un  punto  ad 
un  altro  dello  spazio,  si  hanno  (/li  spazi  a  curva- 
tura di  Riemann  costante. 

Tale  curvatura  costante  può  essere  positiva,  ne- 
gativa, 0  nulla;  quando  essa  è  nulla  lo  spazio  è 
lineare. 
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Quando  la  curvatura  è  costante  positiva,  lo  spa- 
zio si  suol  chiamare  sferico^  o  di  Riemann^  o  el- 
littico; quando  essa  invece  è  negativa  lo  sj^azio 
si  suol  chiamare  pseitdosferico^  o  di  Lohatschewsky, 
0  iperbolico^  o  non  euclideo  in  senso  ristretto; 
quando  infine  la  curvatura  è  zero,  si  ha,  come  ab- 
biamo detto,  lo  spazio  lineare^  il  quale  suol  chia- 
marsi anche  Euclideo^  o  parabolico  (y.  Gap.  XXI). 

Uno  spazio  pseudosferico  o  iperbolico  si  estende 
alV  infinito^  invece  uno  spazio  ellittico  non  è  infi- 
nito (Riemann). 

Gli  spazi  a  curvatura  costante  di  Riemann  godono 
della  proprietà  rimarchevole  d^  essere  applicabili 
su  sé  stessi  in  modo  che  da  un  punto  si  può  tra- 
sportarsi in  qualunque  altro,  e  ciò  senza  defor- 
mazione che  del  resto  non  sarebbe  possibile  secondo 
il  teorema  di  Beez  ;  per  tali  spazi  cioè  vige  il  prin- 
cipio della  perfetta  trasportabilità  delle  figure  senza 
deformazione^  come  si  verifica  p,  es.  per  le  super- 
ficie sferiche  dello  spazio  ordinario  (Lipschitz, 
cit.  nel  §  preced.;  v.  Bianchi,  Eend.  Lincei,  1898). 

U elemento  lineare  di  ogni  spazio  a  curvatura 
di  Riemann  K  costante  si  può  sempre^  con  oppor- 
tuna scelta  di  coordinate  (che  alcuni  chiamano 
stereograeiche},  porsi  sotto  la  forma  (di  Rie- 
mann) 

as   -         ^  ; 

l  +  -{cc,'  +  a:^'  .   ..,^-rrn')       , 

i  coefficienti  della  forma  differenziale  quadratica 
sono  cioè  proporzionali  a  quantità  costanti,  il  fat- 
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tore  di  proporzionalità  essendo  una   funzione  di 
tutte  le  X. 

Scegliendo  altro  sistema  di  coordinate^  V elemento 
lineare  per  ogni  spazio  a  curvatura  costante  ne- 
gativa  —  r—  può  essere  rappresentato  dalla  for- 
K 

mola 

ds^'  =  ^(dx^  I  dx^^  f  . . .  +  d\Xn^) 
x^  ^ 

dove  le  x  sono  legate  dalla  relazione 

x^^x^  ^r  xi  -^  ...  +Xn\=a'- 
essendo  a  una  costante;  e   l^ elemento  lineare  per 
ogni  spazio  a  curvatura  costante  positiva  +  -^, 
può  essere  rappresentato  dalla  formola 

ds'  =  ~~{dx,'  +  dx^^-^...i  dxn  ^  -  dx'^) 

X 

dove  le  oc  sono  legate  dalla  relazione 

X^  =  a^  4-  X^""    \-  ...-\-  3Cn  2. 

Una  proprietà  importante  degli  spazi  Kieman- 
iiiani  a  curvatura  costante  è  la  seguente: 

Scegliendo  opportunamente  in  essi  il  sistema  di 
coordinate  (propriamente  scegliendo  quel  medesimo 
sistema  per  cui  V  elemento  lineare  diventa  della 
forma  ultimamente  indicata)  le  linee  geodetiche  re- 
stano espresse  con  equazioni  lineari  (teor.  di  Bel- 
TKAMi,  Ann.  di  mat.,  II);  e^  viceversa.,  se  in  uno 
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spazio  si  verifica  giiesf  ultima  proprietà  per  una 
speciale  scelta  del  sistema  eli  coordinate,  lo  spazio 
è  a  curvatura  costante  nel  senso  di  lìiemann 
(ScHLAEFLi,  Ann.  di  rnat.^Y;  Beltrami,  Id.  Id,) 
V.  anche  Cap.  XYl,  MI,  pag.  701.) 

In  uno  spazio  a  curvatura  costante  negativa^ 
due  punti  individuano  una  geodetica ,  e  ciò 
SENZA  ECCEZIONE,  e  duc  geodetiche  passanti  per 
un  punto  non  hanno  altri  punti  comuni;  invece 
negli  spazi  a  curvatura  costante  positiva,  può  av- 
VENiiiE  che  due  geodetiche  passanti  per  un  punto 
si  incontrino  ancora  in  un  altro  punto  (si  ricordi 
a  tal  proposito  il  caso  della  sfera  ordinaria);  non 
è  però  detto  (?he  per  tutti  gli  spazi  a  curvatura 
costante  positiva  questo  teorema  si  verifichi  (os- 
servazione di  Klein  \  v.  Cap.  XXI,  S  2. 

U  elemento  lineare  di  uno  spazio  a  curvatura 

costante  positiva  ^  può  porsi  sotto  la  forma 
(Bianchi,  Lincei  Rend.^  Yll,  1898,  pag.  155). 

ds"^  =  E^  [d  x^  4-  sen^  x^  d  x^  -h 

^  ^^V?  XY^^V?X^dX^  ^  ...  +  %^V?  X^. .  .^^V?  '^n-\d  Xn\ 

e  quello  di  uno  spazio  a  curvatura  costante  ne- 
gativa —  — 2  può  porsi  sotto  ciascuna  delle  tre 
forme  seguenti  (Bianchi)  (v.  Cap.  XVI,  §11): 

ci  6-2  ^dx^^  +  ccsh^  (  '^^  I  *^   hik  d  cci  d  Xk 
\li  ]  i,k 

(tipo  iperbolico) 
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2^  2...n 

ds^  —  d  x^  ^-  eR    -   hik  d  Xi  d  Xk 

(tipo  parabolico)., 

IxA  2-'^ 
ds'^^  dx^^ -\-^Qi\\\^\-^\  ^  hihdxidxk 

(tipo  ellittico). 

Un'altro  dei  più  semplici  sistemi  di  coordinate 
per  gli  spazi  a  curvatura  costante  è  quello  cosid- 
detto di  Weieustrass  sebbene  si  trovi  già  sin 
nelFantica  Memoria  di  Belteami  del  1868,  e  che 
dà  all'elemento  lineare  le  seguenti  forme: 

a  ò        J.I   y-  Il  y  t       w  «/  ;     per  gli  spazi  a  curva- 

f       tura   costante  uega- 

y2^^y2.^X  ]      tiva--^,. 


con 


c/ò*        E  (dy  +^dy  i)     p^j,  g]^  gp^^i  a  curva- 

(       tura    costante    posi- 

con  > 

2/' +  ^2/^  =  1  1      *^^^  ;r~2- 

i  I 

Tale  sistema  di  coordinate  si  ricava  da  quello 
già  indicato  e  che  ha  la  proprietà  rimarchevole 
di  far  prendere  forma  lineare  alle  equazioni  delle 
geodetiche,  ponendo 

a  Xi 

X  X 

Por  le  forme  che  fanno   passare   da  questo  si- 
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stema  a  quello  di  Riemann  v.  Bianchi  (Ann.  di 
mat,  3/'  s.,  II,  pag.  102). 

Le  relazioni  che  devono  verificarsi  perchè  uno 
spazio  a  tre  dimensioni  sia  di  curvatura  K  co- 
stante nel  senso  di  Riemann  sono  sei  (v.  §  2),  e, 
ponendo  V elemento  lineare  dello  spazio  sotto  la 
forma 

ds'=--Hida:^^^  H^dx^^ -^  H^d  x^\ 
tali  condizioni  sono  (per  i,  y,  k  =  1,  2,  3): 

d^iii  _  \  dHic  dm  ^    1  dHj  dHi 


d  xj  d  xh       Uh    d  xj    dxfc       Hj    d  xh    d  xj 

d    M   djh\      _a_  /  1    dHi\ 

dxi  \Hi    dxi)~^  dxk\Hk    dxk] 

1  d  Hi      d  Hk  7jr    TT       TT 

H^j    d  Xj    d  Xj 

(v.  SouvoROF,  BulL  de  Darboux,  IV,  pag.  192). 
Per  K=0  si  hanno  le  formolo  di  Lame  (vedi 
Gap.  XYI,  §   14,  pag.  720)   che  danno   le  condi- 
zioni perchè  lo  spazio  sia  lineare. 


Il  concetto  di  curvatura  di  uno  spazio  nel  senso 
sopraindicato  si  deve  a  Riemann  nell'opera  po- 
stuma Ueber  die  Ilypothesen  welche  der  Geome- 
trie zìi  Grunde  liegen,  cui  successero  il  lavoro  di 
Beltrami  già  citato  {Ann.  di  mat.,  II)  sugli  spazi 
a  curvatura  costante,  e  quelli  altri  anche  citati  di 
ScHLAEFLT,  0  di  Beltrami  stosso  {Ann.  di  mat.,  V). 

Nei  lavori  di  Lipschitz,  Voss,  ecc.  citati  al 
§  2,  estendendo  in  altro  senso  il  concetto  di  cur- 
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vatura  di  GrAUSS  per  una  yarietà  immersa  in  uno 
spazio  superiore,  siiTecò  anche  un  notevole  con- 
tributo alla  teoria  Riemauniana  della  curvatura; 
in  essi  si  trova  anche  una  formola  che  dà  la  cur- 
vatura di  Riemann  espressa  mediante  i  coefficienti 
della  forma  differenziale  quadratica  fondamentale. 


Uno  spazio  a  curvatura  di  Riemann  costante  ha, 
come  abbiamo  detto,  infiniti  movimenti  in  se  stesso  ; 
esso   è  propriamente   applicabile   su  se  stesso   in 

n(n-\-ì) 

oo  2  modi^  se  n  è  il  numero  delle  sue  di- 
mensioni. 

Si  presenta  la  ricerca  di  studiare  la  natura  di 
quegli  altri  spazi  i  quali  non  ammettendo  altret- 
tante trasformazioni  in   se  stessi,  ne   ammettono 

,              ....  n(n^  1) 
pero  oo^'  dove  r  sia  minore   di .  rer  es. 

nello  spazio  ordinario,  oltre  la  sfera  che  ammette 
oo^  movimenti  in  se  stessa,  vi  sono  le  superficie 
di  rotazione  che  ne  ammettono  ^\  ecc. 

Di  questo  problema  si  occuparono  Lie  f  Th.  der 
Transf.,  I,  pag.  310,  III,  pag.  575),  KiLLiNa 
(Creile,  CIX,  pag.  121)  e  in  modo  completo  per 
il  caso  di  n^3,  Bianchi  (Mem.  della  Soc.  ital. 
delle  scienze,  Xlg,  pag.  267  (1897)). 
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§  4.  —  Altra  estensione  del  concetto  di  cur- 
vatura PER  UNA  varietà  O  SPAZIO  A  PIÙ  CHE  2 
DIMENSIONI,  IMMERSO  IN  UNO   SPAZIO  SUPERIORE. 

L'estensione  data  da  Riemann  al  concetto  di 
curvatura  per  uno  spazio  superiore  riesce  impor- 
tante ed  è  stata  specialmente  utilizzata  per  il 
caso  in  cui  tale  curvatura  Riemanniana  sia  dap- 
pertutto costante.  In  altro  caso  si  ha  un'estensione 
della  curvatura  Gaussiana^  la  quale  ha  sopratutto 
l'inconveniente  di  non  avere  un  solo  valore  per 
ogni  punto  dello  spazio  o  varietà,  ma  tanti  valori 

,              ,     n{n  -  l)      .... 
per  quante  sono  le orientazioni  super- 

ficiali  appartenenti  a  quel  punto. 

Si  presenta  quindi  la  opportunità  di  estendere 
in  altro  senso  il  concetto  di  curvatura. 

Consideriamo  uno  spazio  o  varietà  Mn-i  a  n  —  1 
dimensioni  immersa  in  uno  spazio  qualunque  Mn 
ad  n  dimensioni.  Come  nel  caso  delle  superficie 
immerse  in  uno  spazio  lineare,  consideriamo  le 
rette  tangenti  alla  superficie  in  un  punto,  così  nel 
caso  generale  consideriamo  le  geodetiche  dì  Mn 
tangenti  alla  il/n— i  in  un  punto  P. 

Per  le  superficie  ordinarie,  le  direzioni  delle  linee 
di  curvatura  si  possono  considerare  come  le  bi- 
settrici delle  direzioni  delle  linee  assintotiche,  cioè 
come  gli  assi  della  conica  avente  per  assintoti  tali 
ultime  direzioni   (v.  Cap.  XYI,  §  9)  ;  similmente 
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in  generale,  in  luogo  delle  tangenti  alle  linee  as- 
sintotiche  consideriapio  le  geodetiche  di  Mn  oscu- 
latrici  (con  tm  contatto  tripunto)  alla  Mn-i  nel 
punto  Ff  e  queste  formano  nna  varietà  quadratica 
i  cui  {n  —  1)  assi  sono  da  considerarsi  a  buon  di- 
ritto come  le  direzioni  delle  linee  di  curvatura  ; 
tali  assi  sono  a  due  a  due  fra  loro  perpendico- 
lari, e  le  loro  lunghezze^  precisamente  come  si  ve- 
rifica nel  caso  ordinario  della  indicatrice  di  Dupin 
per  le  superficie,  rappresentano  i  raggi  di  curva- 
tura delle  sezioni  normali  alla  varietà  Mn~\  prese 
nelle  direzioni  stesse  di  quelle  linee  di  curvatura 
(raggi  principali)  ;  essi  corrispondono  precisa- 
mente a  massimi  e  minimi  per  i  raggi  di  curva- 
tura di  tutte  le  infinite  sezioni  normali. 

L' inversa  del  prodotto  di  tali  raggi  di  curva- 
tura principali  la  chiamiano  la  curvatura  totale 
della  varietà  nel  punto  considerato, 

I  precedenti  concetti  derivano  da  considerazioni 
sviluppate  da  Lipschitz  e  Yoss  (Op.  cit.  al  §  2), 
i  quali  si  fondano  sulla  teoria  delle  forme  diffe- 
renziali quadratiche. 

Kronecker  (Beri.  Berich.y  1869,  pag.  170,  695) 
e  Beez  Zeitsch.  f.  Matk,  XXI,  XXIV,  Alath. 
Ann.^  VII)  hanno  cercato  invece  di  prendere  le 
mosse  da  mi  altro  ordine  di  idee,  che  del  resto 
si  presenta  assai  naturale. 

Limitiamoci  per  semplicità  al  caso  in  cui  la  va- 
rietà Mn—\  sia  immersa  in  uno  spazio  lineare, 
Sn,  e  consideriamo  in  questo  una  varietà  sferica, 
ad  ^ — 1  dimensioni,  di  raggio  1,  cioè  la  varietà 
rappresentata  dall'equazione 

f~Xi^-\-  x^^  -H  . . .  i  J'n  -  —  1  ~  0, 
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mentre   la   varietà,  data   sia   rappresentata  dalla 
equazione 

Facciamo  corrispondere  ogni  punto  di  i^ad  ogni 
punto  di  /",  imitando  ciò  che  si  fa  ordinariamente 
per  la  rappresentazione  sferica  delle  superficie 
(v.  Gap.  XVI,  §  8),  cioè  facendo  corrispondere  i 
punti  in  cui  le  rette  normali  sono  parallele.  Con- 
sideriamo il  volume  di  un  elemento  infinitesimale 
della  varietà  attorno  ad  un  punto  P,  e  dell'ele- 
mento corrispondente  della  sfera;  il  limite  del  rap- 
porto fra  questo  e  quello  della  varietà  è  la  curva- 
tura di  Gauss  della  varietà  nel  punto  P;  essa  è 
V  inversa  del  prodotto  dei  raggi  principali  di  cur- 
vatura^ come  nelle  considerazioni  precedenti. 

V espressione  della  curvatura  K  è 

0        t\         ^2      .    .    •    Fn 
Fi     Fu       Fi2    .    .    •    Fin 


K  = 


S^+i 


Fn    Fn\      Fn2   .    .    .    Fnn 


dove  le  Fi  Fij  sono  le  derivate  prime  e  seconde  di 
F,  ed  S  è 

S  =  s/ Pi2T|rj^2  vTry^Tj^. 

Per  r  espressione  di  K  vedi  anche  Ricci  {Àìin, 
di  mat,,  XII,  pag.  165,  e  per  w  =  4  Souvoroe 
{BulL  de  Darboux^  IV,  pag.  186). 

Chiamando  in  generale  varietà  Mn-i  piane  o 
sferiche  quelle  appartenenti  ad  un  Mn  e  tali  che 
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in  ogni  punto  gli  {n  —  1)  raggi,  principali  di  cur- 
vatura sono  tutti  eguali  rispett.  a  oo  o  ad  una  me- 
desima quantità  finita,  la  quale  si  mantiene  anche 
la  stessa  quando  da  un  punto  della  varietà  si  passa 
ad  un  altro,  si  ha  che: 

In  uno  spazio  Mn  qualunque  non  esistono  in 
generale  varietà  piane  e  sferiche;  se  i  coefficienti 
delVelemento  lineare  di  Mn  soddisfanno  a  certe 
condizioni^  allora  Mn  contiene  oo'*  piani  o  sfere 
(di  dato  raggio)  ;  nel  caso  in  cui  Mn  contiene  oo^ 
piani^  in  esso  non  possono  però  esistervi  varietà 
tali  che  i  raggi  principali  di  curvatura  pur  es- 
sendo per  ciascun  punto  tutti  fra  loro  eguali^  sieno 
variabili  però  da  punto  a  punto  della  varietà 
(v.  Voss,  Math.  Ann.,  XVI,  pag.  157j.  Ciò  è  iden- 
tico a  ciò  che  si  verifica  nello  spazio  ordinario  in 
cui,  oltre  le  sfere,  non  esistono  altre  superficie  di 
cui  ogni  punto  sia  un  ombelico. 

hi  uno  spazio  a  curvatura  costante  di  Eiemann 
(v.  §  3)  esistono  varietà  le  quali  in  ogni  punto 
hanno  i  loro  raggi  principali  di  curvatura  tutti 
fra  loro  eguali,  ma  variabili  da  punto  a  punto 
(Voss,  pag.  160;. 

Se  la  curvatura  totale  è  zero  per  ogni  punto  di 
una  varietà,  questa  ha  la  proprietà  che  da  ogni 
suo  punto  esce  una  linea  geodetica  di  Mn ,  avente 
con  essa  un  contatto  quadripunto.  Adoperando  le 
denominazioni  in  uso  per  le  superficie  si  potrebbe 
dire  che  ogni  punto  è  un  punto  parabolico  (v.  Ca- 
pit.  XVI,  §  9). 

Quando  la  curvatura  totale  e  zero  e  propria- 
mente n  —  2  dei  raggi  principali  di  curvatura 
sono  oo  per   ogni   punto    della  varietà  di   n  —  1 

Pascal.  55 
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dimensioni,  questa  si  dirà,  per  analogia  colle  su- 
perficie dello  spazio  ordinario,  una  sviluppabile^ 
giacche  allora  essa  è  generata  da  una  geodetica 
dello  spazio  Mn  in  modo .  analogo  a  quello  col 
quale  una  sviluppabile  è  generata  da  una  retta 
dello  spazio  ordinario. 

Un  altro  teorema  affine  a  quelli  anzidetti  è  il 
teorema  di  A.  Brill  {Math.  Ann,^  XXVI,  pa- 
gina 302)  : 

Una  varietà  pseudosferica  (a  curvatura  di  Rie- 
mann  costante  negativa)  a  tre  dimensioni  non 
può  esistere  reale  in  uno  spazio  lineare  a  4  di- 
mensioni, ma  solo  in  uno  spazio  lineare  a  5  di- 
mensioni. 


Terminando  questo  paragrafo  ricorderemo  che 
sono  state  fatte  estensioui  alle  varietà  superiori 
di  altri  dei  concetti  e  teoremi  della  teoria  delle 
superficie. 

L' estensione  delle  formole  di  Codazzi  porta  ad 

un  sistema  di  --n{n  —  1)  (5  t^  —  1)   formole    per 
o 

una  varietà  ad  n  dimensioni  immersa  iu  uno  spa- 
zio lineare;  per  l'estensione  del  teorema  di  Eulero 
V.  Jordan  {Compt.  Eend.,  LXXIX,  1874,  p.  912), 
e  per  l'estensione  del  teorema  di  Dupin  vedi  Lie 
[Gott.  NacK,  1871)  e  Klein  {Math.  Ann.,  Y); 
V.  poi  anche  CesIro,  Geom.  intrinseca.  Un'espo- 
sizione della  Geometria  differenziale  degli  spazi 
superiori  si  trova  in  Killing,  Die  Nicht-Euclid. 
Baumf.  Leipzig,  1885. 
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§  6.  —  La  Geometbia  differenziale  delle  va- 
rietà A  DUE  DIMENSIONI  (SUPEREICIe)  IMMERSE 
NEGLI  SPAZI  A  CURVATURA  COSTANTEDI  RiEMANN. 

In  alcuni  lavori  recenti,  specialmente  di  Bian- 
chi, si  cerca  di  estendere  la  ordinaria  geometria 
differenziale  delle  superficie  al  caso  in  cui  queste 
sieno  immerse  in  spazi  a  tre  dimensioni  a  curva- 
tura costante. 

Prendiamo  l'elemento  dello  spazio  a  tre  dimen- 
sioni a  curvatura  costante  positiva  ^„,  o  negativa 

—  —,  sotto  le  forme  rispett.  (v.  §  3) 
K 

essendo  le  x  legate  dalla  relazione 
X^zizX^^  ±xi±x^^=l. 

dove  i  segni  superiori  valgono  per  lo  spazio  ellit- 
tico, e  gli  inferiori  per  lo  spazio  iperbolico. 

Ad  ogni  superficie  in  tale  spazio  appartengono 
le  solite  due  forme  differenziali  quadratiche,  coi 
coefficienti  E^  F,  G,  D,  D\  i)",  fra  cui  sussistono 
le  tre  relazioni  di  cui  le  due  prime  sono  le  stesse 
formole  di  Codazzi  (v.  pag.  669-670\  e  la  terza 
di  Gauss  resta  modificata  invece  nel  seguente 
modo: 

EG-F'  ~^ 
dinotando  K  la  curvatura  dello  spazio,  e  7c  la  cur- 
vatura assoluta  della  superficie  (quella  che  con- 
viene alla  prima  forma  differenziale  fondamentale). 
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Il  primo  membro  di  tale  ultima  relazione  si  dirà 
la  curvatura  relativa  della  superficie,  ed  essa  è 
eguale  all'  inversa  del  prodotto  dei  due  raggi 
principali  ridotti  di  curvatura  ri,  r2. 

Il  Bianchi  ha  studiato  negli  spazi  a  curvatura 
costante  le  superficie  a  curvatura  assoluta  nulla 
{Acc.  Torino^  1895;  Ann,  di  mat,^  XXIV2,  II3); 
a  queste  appartiene  la  superficie  di  Clipeord 
(v.  Klein,  Math,  Ann.,  XXXVII;  Killing,  Id., 
XXXIX)  ;  le  superficie  minime  (Rend.  Lincei,  1888; 
Ann,  di  mat.,  II3):  di  queste  si  occuparono  anche 
LiPSCHiTZ  [Creile,  LXXVIII)  e  Cayley  {Compt. 
Rend.9  CXI,  1890);  le  superficie  del  tipo  di  Liou- 

ville,  quelle  per  le  quali  è 1 —  2,     ovvero 

^1  +  ^2  =  O1  Gcc.  (v.  lavori  citati  ;  lo  stesso  autore 
si  è  occupato  poi  anche  dei  sistemi  di  Weingar- 
TEN  (v.  Gap.  XYI,  §  14)  negli  spazi  a  curvatura 
costante  (Mem,  Lincei,  IY4,  1887). 

Per  la  determinazione  dei  volumi  negli  spazi  a 
curvatura  costante  v.  Simon  (Math,  Ann.,  XLII), 
D'Ovidio  (Acc,  Torino,  1893),  Loria  {Giorn.  di 
Batt.,  XXVI),  e  per  altri  lavori  riguardanti  bensì  i 
medesimi  spazi,  ma  non  specialmente  la  geometria 
infinitesimale  di  essi,  rimandiamo  al  Gap.  seguente. 

Ricorderemo  infine  che  la  divisione  regolare  di 
uno  spazio  non  euclideo  0  pseudosferico  in  polie- 
dri congruenti  porta  al  problema  dei  gruppi  di- 
scontinui di  sostituzioni  lineari  di  una  variabile 
(Poincaré)  v.  Reperì.  I,  Gap.  XIV,  §  2.  Per  tali 
studi  vedi  Bianchi,  Math.  Ann.,  XXXVIII,  XL, 
XLII,  e  Rend,  Lincei,  1893. 


CAPITOLO  XXI. 

La   Geometria   assoluta, 

e  specialmente  la  geometria  non  euclidea  nel  piano 

e  nello  spazio. 


§  1.  —  Cenno  storico  sulla  Geometria 
non  euclidea. 

Tutta  la  metrica  della  Geometria  euclidea  è  fon- 
data su  di  un'  ipotesi  la  quale  logicamente  non  ha 
nessuna  ragione  per  essere  preferita  ad  altre  ipo- 
tesi consimili,  e  l'unica  sua  ragione  di  preferenza 
deriva  da  un  accertamento  probabile  dei  nostri 
sensi. 

Tale  ipotesi  è  in  fondo  quella  che  fa  capo  al 
celebre  postulato  V  o  postulato  delle  parallele 
degli  elementi  di  Euclide.  * 

Numerosissimi  sono  stati  in  vari  tempi  i  tenta- 
tivi per  dimostrare  il  postulato  o   per  sostituirlo 


*  Una  volta  tale  postulato  era  chiamato  Assioma  XI, 
ma  ciò  era  dovuto  ad  un  errore  dei  copisti  che  ci  avevano 
tramandato  il  testo  greco. 
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con  altri;  per  diffuse  e  particolareggiate  notizie 
su  ciò  rimandiamo  all'opera  di  Engel  e  Staeckel, 
Die  Theorie  der  Parallellinien  von  EuMid  bis 
auf  Gauss  (Leipzig,  1895).  Fra  tali  tentativi  sono 
notissime  le  considerazioni  di  Leqendee  conte- 
nute nelle  prime  due  edizioni  dei  suoi  Elementi 
di  Geometria  (1794)  (v.  anche  le  Mém,  de  Paris, 
1833  e  la  Planimetria  di  Baltzer),  sono  degni 
di  nota  quelli  anteriori  di  Gtirolamo  Saccheri 
{Euclides  ah  omni  naevo  vindicatiis  etc.  Milano, 
1733)  su  cui  il  Belthami  ha  da  poco  tempo  ri- 
chiamato l'attenzione  dei  matematici  {Lincei Bend.^ 
1889),  e  quelli  di  Lambert  (1766)  (v.  l'opera  di 
Engel-Staeckeii  succit.). 

Sembra  che  Q-auss  possedesse  già  il  modo  di 
risolvere  la  quistione  (v.  Engel-Staeckel,  op. 
cit.  e  Math,  Ann.^  XLIX,  pag.  149,  e  Bull  de 
Darhoux^  1897,  pag.  206)  ma  furono  Lobatschew- 
SKY  e  Giovanni  Bolyai  figlio  di  "WoLEANao,  i 
primi  che  esposero  in  apposite  Memorie  idee  nuove 
e  originali  sulla  vera  natura  della  teoria  generale 
delle  parallele,  assumendo  per  principio  fondamen- 
tale che  il  postulato  V  non  è  una  verità  che  possa 
dedursi  logicamente  dalle  altre,  ma  ne  è  indipen- 
dente. Lo  opere  di  Lobatschewsky  su  questo 
soggetto  sono  :  Expositions  des  principes  de  la  geo- 
metrie, ecc.  presentata  airUnivers.  di  Kasan  nel 
1826;  Nuovi  fondamenti  di  geometria  (Atti  del- 
l' Univ.  di  Kasan,  1835-38)  (queste  memorie  sono 
tradotte  in  tedesco  da  Engel  in  un  volume  re- 
centemente pubblicato  dal  Teubner,  Leipzig, 
1899);  Geometrie  imaginair e  {Creile,  XYII);  Geom. 
Vntersuch,  ecc.  (Berlin,  1840)  ;  Pangéometrie  (Ka- 
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saa,  1855;  v.  la  traduzione  italiana  fattane  da 
Battaglini  in  Giorn,  di  Batt.^  V,  pag.  273);  e 
F  opera  dì  G.  Boltai  è  intitolata  Appendix  scien- 
tiam  spatii  ahsolute  vera  exibens,  ecc.  e  comparve 
come  appendice  all'opera  di  Wolfango  Bolyai 
intitolata  Tentamen^  ecc.  (1832);  una  traduzione 
italiana  di  quel!'  opuscolo  fu  fatta  da  Battaglini 
(Giorn,  di  Batt.,  YI). 

La  teoria  che  così  venne  a  stabilirsi  fu  chiamata 
Geometria  assoluta^  Geometria  immaginaria^  Geo- 
metria astratta^  Pangeometria ^  Metageometria^  o 
anche  più  impropriamente  Geometria  non  euclidea. 

Con  essa  si  viene  a  stabilire  una  Geometria  ge- 
nerale nella  quale  non  si  presuppone  necessaria- 
mente il  postulato  di  Euclide,  e  che  contiene  la 
geometria  euclidea  come  caso  particolare. 

Si  noti  però  che  colla  denominazione  di  Geo- 
metria  non-euclidea  si  designa  quella  parte  della 
Geometria  assoluta  da  cui  si  esclude  il  caso  par- 
ticolare della  euclidea;  la  Geometria  assoluta  re- 
sta così  divisa  in  due  parti  euclidea^  e  non  euclidea, 

Notiamo  però  che  il  Lobatschewsky  assumendo 
sempre  il  postulato  della  retta  infinita^  non  giunse 
che  ad  una  sola  delle  due  geometrie  non  euclidee 
(la  cosidetta  geometria  iperbolica,  v.  §  2). 

Nelle  formolo  della  Geometria  assoluta  com- 
pare una  costante  indeterminata,  il  cui  valore  ca- 
ratterizza lo  spazio  nel  quale  immaginiamo  esi- 
stenti gli  enti  geometrici,  nello  stesso  modo  che 
uno  spazio  Riemanniano  a  curvatura  costante  è 
caratterizzato  dal  valore  della  curvatura;  il  va- 
lore di  tale  costante  indeterminata  non  può  essere 
dato  che  dall'esperienza. 
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In  tal  maniera  il  postulato  d'Euclide  o  altro 
consimile  non  può  presentarsi  che  come  un  dato 
sperimentale  che  si  verifica  esatto  nei  limiti  delle 
nostre  osservazioni. 

Alla  piena  intelligenza  e  al  consolidamento  della 
nuova  scienza  contribuirono  in  due  sensi  diversi 
le  idee  di  Kiemann  sugli  spazi  a  curvatura  co- 
stante (v.  Cap.  XX),  e  quelle  di  Catley  [PML 
Trans,^  1859),  sul  modo  di  definire  proiettivamente 
le  proprietà  metriche  delle  figure.  I  vantaggi  che 
dalla  teoria  delle  superficie  e  degli  spazi  a  cur- 
vatura costante  nel  senso  Riemanniano,  si  po- 
teano  trarre  per  la  geometria  non  euclidea  furono 
scoperti  per  la  prima  volta  da  Beltiiami  [Saggio 
d"* interpretazione  della  Geometria  euclidea^  Giorn. 
di  Batt.,  YI,  1868,  Ann,  di  mat.^  II),  e  le  rela- 
zioni fra  le  ricerche  di  Cayley  e  i  concetti  della 
geometria  assoluta  furono  trovate  da  Klein  [Math. 
Ann.^  IV,  YI).  Fu  con  questi  riavvicinamenti 
che  restò  dimostrata  rigorosamente  la  impossibi- 
lità di  dedurre  logicamente  il  postulato  F,  ciò  che 
in  fondo  Lobatschewsky  e  Bolyai  aveano  ammesso 
senza  dimostrare. 

Altri  lavori  speciali  di  Geometria  assoluta  fu- 
rono quelli  di  Cayley  {Math.  Ann.,  Y),  Story 
(Americ,  J.,  lY,  Y),  Simon  {Creile,  CIX),  i  quali 
estesero  le  formolo  di  trigonometria,  di  Battaglini 
{Giorn.  di  Batt,,  XII,  XYI),  altri  numerosi  di 
D'Ovidio  {Mem,  Lincei,  1875-76,  Atti  Torino, 
1891-93),  ecc. 

Fra  le  principali  esposizioni  della  Geometria 
non  euclidea  citeremo  Prischaue  (Leipzig,  1875), 
KiLLiNG  (Leipzig,   1885),   Mansion  (Paris,  1893; 
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Mathesis^  1895),  cui  può  aggiungersi  un  corso  di 
lezioni  (litogr.  (1889750))  di  Klein. 

Altre  trattazioni  originali  della  Geometria  non 
euclidea  si  devono  a  De  Tillt  (Recherches  sur 
les  éléments  de  Geometrie^  Bruxelles,  1860  ;  Essai 
sur  les  principes  fond.,  ecc.  Mém,  de  Bordeaux^ 
III2,  1877;  Essai  de  géom.  anal.  génér.  Mém.  de 
Belg.,  1892)  e  a  Plte  S.  Marie  {Ètudes  anal.  ecc. 
Paris,  1871). 

Di  argomento  più  generale  trattano  i  Fonda- 
nienti  di  Geometria  del  Veronese  e  gli  altri  la- 
vori già  citati,  insieme  a  questo,  al  Gap.  XIX, 
§  1;  l'appendice  alla  fine  dell'opera  del  Veronese 
contiene  estese  e  minuziose  notizie  storico-critiche 
sul  soggetto;  v.  anche  un  articolo  di  Mansion 
nella  Eevue  des  Quest.  scient.^  1895,  in  cui  si  dà 
conto  anche  dei  lavori  di  De  Tilly. 


§  2.  —  Il  postulato  V  d^  Euclide.  I  risultati 

OTTENUTI  sino  A  LOBATSCHEWSKY  E  BOLYAI.  Le 
TRE  GEOMETRIE  DAL  PUNTO  DI  VISTA  ELEMEN- 
TARE. 

Il  postulato  V  d'  Euclide  è  il  seguente  : 
Se  gli  angoli  interni  da  una  stessa  parte  che 
una  retta  fa  con  due  altre  che  essa  incontra^  sono 
tali  che  la  loro  somma  è  minore  di  due  angoli 
retti^  le  due  rette  prolungate  si  incontrano  da 
quella  stessa  parte. 
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Notiamo  poi  ancora  gli  altri  postulati  euclidei  :  * 

Post.  I.  —  Dati  due  punti  si  possono  sempre 
congiungere  con  una  retta. 

Post.    II.  —    Una  linea  retta  si  può  prolungare. 

Post.  III.  —  Dato  un  centro  qualunque  e  un  rag- 
gio qualunque  si  possa  sempre  descri- 
vere un  cerchio» 

Post.  IV.  —  Tutti  gli  angoli  retti  sono  eguali 
fra  loro. 

Post.  VI.  —  Due  rette  non  comprendono  fra  esse 
spazio  finito, 

I  tre  primi  sono  postulati  di  costruzione. 

Gli  sforzi  fatti  per  dimostrare  il  postulato  V, 
condussero  a  sostituire  quel  postulato  con  altri. 

Wallis  nel  1693  in  due  note  relative  agli  Ele- 
menti di  Geometria  {s,  Staeckel-Engiel,  cit.)  vi 
sostituì  l'altro  : 

Esistono  triangoli  simili;  questo  postulato  è  del 
resto  troppo  esteso  e  può  essere  sostituito  da  que- 
st'altro (osservazione  fatta  da  Saccheri): 

Esistono  due  triangoli  equiangoli  e  non  equi- 
valenti. 

Un  altro  postulato  che  si  può  sostituire  a  quello 
di  Euclide  è  quello  adoperato  da  Legenoke: 

a)  Da  un  punto  fuori  di  una  retta  si  può  con- 
durre a  questa   una  sola  parallela.^   il  che  corri- 


*  Poniamo  accanto  a  questi  postulati  il  numero  d'ordine 
che  essi  hanno  ordinariamente  nelle  edizioni  di  Euclide;  v. 
p.  es.  la  importante  edizione  fatta  da  Heiberg  (1883-88). 
Per  notizie  critiche  sui  postulati  v.  P  Tannery  {Bull,  de 
Darboux^  Y2,  YIII2).  Tedi  poi  anche  un  articolo  di  Mansion 
{Soc.  scieìit.  de  Bruxelles,  XIV,  1889-90). 
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sponde  a  supporre  che  esiste  un  sol  punto  alV  in- 
finito  sulla  retta. 

Proposizioni  equivalenti  al  postulato  d'EtJCLiDE 
sono  anche  : 

b)  La  somma  dei  tre  angoli  di  un  triangolo 
è  eguale  a  due  angoli  retti, 

e)  In  un  quadrilatero  di  cui  due  angoli  sono 
retti.,  e  due  lati  opposti  adiacenti  agli  angoli  retti 
sono  eguali.,  i  due  altri  angoli  sono  retti  (postu- 
lato assunto  da  Saccheri). 

d)  In  un  quadrilatero  trirettangolo,  il  quarto 
angolo  è  retto  (postulato  assunto  da  Lambert  e 
che  è  poco  diverso  dal  precedente). 

Le  ipotesi  per  le  quali  si  ammette  che  tali  an- 
goli sieno  ottusi  o  acuti^  le  chiameremo,  per  bre- 
vità, ipotesi  delV angolo  ottuso  e  ipotesi  delV angolo 
acuto  di  Sacchejri  o  di  Lambert. 

Indipendentemente  dalla  ammissione  del  postu- 
lato, si  hanno  i  seguenti  teoremi: 

Se  si  ammette  V esistenza  di  un  triangolo  pel  quale 
la  somma  degli  angoli  è  eguale  a  due  angoli  retti 
lo  stesso  dovrà  verificarsi  in  ogni  altro  triangolo 
(Legendre). 

Ammettendo  che  la  retta  abbia  punti  alV  infi- 
nito, la  somma  dei  tre  angoli  di  un  triangolo  non 
può  superare  due  angoli  retti  (Legendre^. 

Nella  stessa  ipotesi  non  si  può  ammettere  V ipo- 
tesi delVangolo  ottuso  di  Saccheri.,  o  di  Lambert. 

Se  il  postulato  di  Saccheri  o  di  Lambert  è  vero 
in  un  caso.,  è  vero  sempre. 

Se  V  ipotesi  delVangolo  acuto  o  ottuso  di  Sac- 
cheri 0  di  Lambert  è  vera  in  un  caso.,  è  vera 
sempre. 
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Secondochè  la  somma  dei  tre  angoli  di  un  trian- 
golo è  minore^  eguale  o  maggiore  di  due  retti,  è 
vera  la  ipotesi  deW angolo  acuto  di  Saccheria  quella 
deir angolo  retto,   quella  delV angolo   ottuso  (Sac- 

CHEEl). 

NelV  ipotesi  in  cui  la  somma  degli  angoli  di  un 
triangolo  è  minore  di  due  retti,  due  rette  o  si  in- 
contrano, 0  sono  assintoti  Vuna  delV altra  (si  av- 
vicinano indefinitamente  senza  mai  incontrarsi) 
0  hanno  una  peìyendicolare  comune  a  partire 
dalla  quale  esse  divergono  (teor,  di  Saccheri). 

Nella  stessa  ipotesi  Varca  del  triangolo  è  pro- 
porzionale al  deficit  angolare,  dando  questo  nome 
alla  differenza  fra  due  angoli  retti  e  la  somma 
dei  tre  angoli  (teor.  di  Lambert). 

Ammettendo  che  per  un  punto  situato  neW  in- 
terno  di  un  angolo  di  un  triangolo  si  possa  con- 
durre una  retta  che  intersechi  entrambi  i  lati,  si 
deduce  che  la  somma  dei  tre  angoli  non  è  minore 
di  due  retti  (Legendre,  v.  anche  Baltzer,  Leipz, 
Berichte.  1870;  Creile,  LXXIII,  pag.  372). 

Dai  teoremi  precedenti  si  delinea  nettamente  la 
divisione  della  Geometria  generale  in  tre  princi- 
pali specie,  e  cioè  : 

I.  Geometria  detta  di  Lohatschewshy  o  iper- 
bolica. La  retta  è  indefinita  ovvero  aperta. 

Non  vale  il  postulato  V,  ma  vale  il  postulato  VL 

La  somma  degli  angoli  di  un  triangolo  è  mi- 
nore di  due  retti. 

Questa  geometria  corrisponde  all'  ipotesi  dell'an- 
golo acuto  di  Saccheri  o  di  Lambert. 

Da  un  punto  possono  condursi  due  parallele  ad 
una  retta  data.  In  questa  geometria  si  immagina 
che  la  retta  abbia  due  punti  all'infinito. 
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Chiamando  al  solito  a,  b^  e,  A,  B,  C  ì  Iati  e  gli 
angoli  di  un  triangolo  valgono  le  seguenti  rela- 
zioni trigonometriche: 

sen  —  sen  C  =  sen  ^  sen  B  (teor,  del  seno) 

Il  K 

e  .    .  a  ^         n 

sen  —  cos  ^  i-  sen  ~    cos  ^  cos  0  =^ 
U  K  li 

b  a 

=  sen  —  cos  ^ 

Il         II 

a  b  e     ,  b  e  . 

cos  ^  ==  cos  —  cos  —  +  sen  -^  sen  —  cos  A 
Il  li         li  li         li 

(teor.  del  coseno) 
cos  ^  +  cos  £  cos  C  =  sen  B  sen  C  cos  — 

sen  C  sen  A  =  sen  B  cos  ^  —  cos  C  sen  A  cos  ~ 
li  K 

dove  B  è  una  quantità  costante  ed  immaginaria 
pura;  potrebbero  quindi  sostituirsi  al  modo  solito 
in  queste  formolo  le  funzioni  circolari  colle  fun- 
zioni iperboliche. 

La  terza  di  queste  relazioni  era  stata  pubbli- 
cata nel  1825  da  Taurinus  che  si  occupò  quasi 
contemporaneamente  a  Lobatschewsky  dei  prin- 
cipi della  Geometria  (v.  il  citato  libro  di  Engel- 
Staeckel). 

Lambert  sin  dal  1766  avea  osservato  che  la 
geometria  derivante  da  tale  ipotesi,  cioè  da  quella 
dell'angolo  acuto,  si  potea  interpretare  su  di  una 
sfera  di  raggio  immaginario  ;  le  precedenti   for- 
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mole  trigonometriche  mostrano  la   legittimità   di 
questo  riavvicinamento. 

Nella  geometria  di  Lobatschewsky  le  curve  i 
cui  punti  hanno  distanze  eguali  da  una  retta  fissa 
(curva  delle  distanze   eguali)  hanno  le  proprietà: 

1.  Le  loro  normali  sono  tutte  perpendicolari 
alla  retta^  e  reciprocamente» 

2.  Ogni  retta  che   incontra   la  curva  in  due 
plinti^  fa  angoli  eguali  in  questi^  colla  curva  stessa. 

3.  Le  due  tangenti  condotte  da  un  punto  alla 
curva  sono  di  egual  lunghezza. 

Una  di  tali  curve  e  avente  inoltre  la  proprietà 
che  le  sue  normali  sieno  tutte  parallele  si  dice  un 
oriciclo^  ovvero  una  curva  limite  di  Lobatschew- 
sky. 

Un  oriciclo  è  come  un  cerchio  il  cui  centro  è 
alV  infinito. 

Nello  spazio  iperbolico  a  tre  dimensioni  si  avrà 
similmente  una  orisfera^  o  una  superficie  limite 
di  Lobatschewsky;  tali  superficie  corrispondono 
a  quelle  indicate  con  F  da  Gr.  Bolyai. 

II.  Geometria  Euclidea^  o  parabolica.  La  retta 
e  indefinita  ovvero  aperta. 

Valgono  i  postulati  V  e  YI. 

La  somma  degli  angoli  di  un  triangolo  è  eguale 
a  due  retti. 

Questa  geometria  corrisponde  all'ipotesi  dell'an- 
golo retto  di  Saccheri  o  di  Lambert. 

Da  un  punto  può  condursi  una  sola  parallela 
ad  una  retta  data.  La  retta  ha  un  sol  punto  al- 
l'infinito. 

Valgono  le  formole  trigonometriche  indicate  di 
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1       ^ 
sopra  quando  pero  in  esse  si  suppone  -—  =  0 

cioè  J?  =  oo,  e  quindi  in  luogo  di 

B  sen  —      si  sostituisce      a 
II 

e  in  luogo  di 

cos   —      si  sostituisce       1. 
il 

III.  Geometria  detta  di  Eiemann^  o  ellittica. 
La  retta  è  chiusa  ed  è  finita. 

Non  vale  il  postulato  Y  e  non  vale  neanche  più 
il  postulato  YI. 

La  somma  degli  angoli  di  un  triangolo  è  mag- 
giore di  due  retti. 

Questa  geometria  corrisponde  all'  ipotesi  dell'an- 
golo ottuso  di  Saccheri  o  di  Lambert. 

Da  un  punto  non  può  condursi  alcuna  parallela 
aduna  retta;  la  retta  non  ha  alcun  punto  all'  infinito. 

Le  formolo  trigonometriche  sono  le  stesse  delle 
precedenti,  ma  in  esse  però  bisogna  immaginare  B 
una  quantità  essenzialmente  reale  positiva 

Questa  geometria  può  suddividersi,  come  ha  os- 
servato per  la  prima  volta  il  Klein,  nel  seguente 
modo: 

Colle  formolo  trigonometriche  si  trova  che  se 
due  rette  si  incontrano  in  un  punto,  si  incontrano 
ancora  ad  una  distanza  i?*^  dal  primo  punto,  e 
inoltre  che  partendo  su  di  una  retta  da  un  punto, 
dopo  un  cammino  lungo  al  più  2  J?  ti  si  torna 
certamente  al  punto  di  partenza.  Con  questi  prin- 
cipi sono  allora  possibili  due  ipotesi,  e  cioè: 
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a)  che  percorrendo  una  retta  si  torni  per  la 
prima  volta  al  punto  di  partenza  dopo  un  cammino 
eguale  semplicemente  a  ì?t^;  allora  il  secondo 
punto  in  cui  si  incontrano  due  rette  è  il  mede- 
simo del  primo,  e  quindi  sussiste  il  teorema  che: 
due  rette  si  incontrano  in  un  sol  punto  e  per  due 
punti  passa  una  sola  retta.  La  lunghezza  della 
retta  è  allora  eguale  solo  ad  Rt^;  la  Geometria 
ricavata  da  questa  ipotesi  si  può  chiamare  Geome- 
tria Riemanniana  semplice^  o  Geometria  ellittica 
semplice  (Klein) 

In  tale  Geometria  la  massima  distanza  di  due 

punti  è  --  £  TI  ;  é,  dato  un  punto^  tutti  quelli  di- 

stanti  da  esso  di  -^  R'^  formano  una  retta. 

Il  piano  in  tale  Geometria  non  è  diviso  in  due 
parti  da  una  sua  retta, 

h)  che  percorrendo  una  retta,  si  torni  per  la 
prima  volta  al  punto  di  partenza  dopo  un  cam- 
mino eguale  a  2  JS  ti  ;  allora  due  rette  si  incon- 
trano sempre  in  due  punti,,  ed  esistono  coppie  di 
punti  per  cui  passano  infinite  rette. 

La  lunghezza  di  ogni  retta  è  allora  eguale  a 
2  i?  TI  ;  la  Geometria  ricavata  da  tale  seconda  ipo- 
tesi si  può  chiamare  Geometria  Riemanniana  o 
ellittica  doppia  (Klein). 

La  massima  distanza  fra  due  punti  è  R  ^;  e^ 
dato  un  punto,  non  vi  è  che  un  solo  punto  di- 
stante da  esso  di  jBtt. 

Esiste  sempre  una  perpendicolare  comune  a  due 
rette  date. 
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Il  piano  è  spezzato  da  ogni  sua  retta  o  in  ge- 
nerale da  ogni  sua  linea  chiusa. 

Ogni  circolo  ha  due  centri. 

Questa  speciale  Geometria  Riemanniana  è  si- 
mile alla  Geometria  sferica,  e  può  interpretarsi  su 
di  una  sfera. 

Interpretando  la  Geometria  ellittica  su  di  una 
superficie  a  curvatura  positiva  costante,  la  doppia 
distinzione  di  questa  Geometria  ha  anche  rapporto 
colla  doppia  ipotesi  che  può  farsi  sulla  bilateralità 
0  unilateralità  della  superficie  stessa  (v.  Gap.  XVIII, 
§  1,  pag.  787). 

Questa  doppia  distinzione  della  Geometria  Rie- 
manniana sfuggì  ad  alcuni,  p.  es.  a  Beltrami; 
essa  fu  trovata  da  Klein  (v.  Math,  Ann,^  lY, 
pag.  604,  nota,  e  VI,  pag.  125  :  V.  anche  New- 
COMB  (Creile,  LXXXIII),  e  Killino  (cit,)  il 
quale  ultimo  Autore  chiama  Polarform  des  Rie- 
mannschen  Raumes  lo  spazio  ellittico  semplice.  Si 
può  anche  riscontrare  il  volume  I  delle  citate  li- 
togr,  lezioni  di  Klein,  pag.  243,  293. 

Osserviamo  che  il  postulato  IV  vale  per  tutte 
tre  le  geometrie;  esso  corrisponde  incerto  modo  al 
postulato  deW  invariabilità  delle  figure  senza  di 
cui  non  può  costruirsi  alcun  sistema  geometrico 
(v.  De  Tillt,  Essai  sur  les  principes  fondam.,  etc. 
Bordeaux,  1879,  pag.  18);  nello  stesso  modo  i  po- 
stulati di  costruzione  I,  II,  III  valgono  per  tutte 
le  geometrie. 


Terminando  questo  paragrafo  osserveremo  che 
Dk  Tillt  nei  lavori  cit.  al  paragrafo  precedente 
e  specialmente  in  quello  del  1893,  ha   fondato  le 

Pascal.  56 
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tre  geometrie  partendo  dal  solo  concetto  di  di- 
stanza, nozione  considerata  come  primitiva ,  ed 
escludendo  gli  angoli.  Già  il  Foueier  avea  avuto 
r  idea  di  fondare  sul  concetto  di  distanza  tutta  la 
geometria  euclidea  (v.  il  passo  di  Fourier  ripro- 
dotto in  Mathesis,  IX,  pag.  139-141,  1889;.  Il 
De  TiLLT  per  caratterizzare  le  tre  geometrie  ri- 
corse alla  relazione,  fra  le  distanze  di  4  punti  nel 
piano  e  alle  distanze  di  5  punti  nello  spazio,  che 
fu  indicata  da  Lagrange  e  studiata  da  Caylet, 
ed  estesa  poi  da  Schering  agli  spazi  non  euclidei 
(v.  pag.  29  e  50  e  le  citazioni  contenute  a  p.  50 , 
e  su  tale  relazione  egli  stabilì  i  fondamenti 
delle  tre  geometrie.  Dagli  stessi  principi  Fautore 
ricavò  anche  una  dimostrazione  dell'impossibilità 
di  dedurre  logicamente  il  postulato  d'  Euclide,  cosa 
che  i  primi  cultori  di  Geometria  assoluta  non  di- 
mostrarono, ma  che  era  già  risultata  come  con- 
seguenza dei  lavori  di  Beltrami;  inoltre  l'autore 
dette  una  dimostrazione  sommaria  del  teorema  che 
non  esiste  altro  sistema  di  geometria  oltre  V  eu- 
clideo e  i  due  non  euclidei  (per  la  critica  dei  la- 
vori di  De  Tilly  v.  le  pag.  592  e  seg.  del  libro 
di  Veronese). 


§  3.  —  Le  relazioni  metriche  ordinarie 

SOTTO   EORMA   PROIETTIVA. 

Prima  di  tutto  notiamo  che  le  relazioni  metriche 
ordinarie  possono  porsi  sotto  forma  proiettiva  fa- 
cendo intervenire   nel   piano   i   due   punti   ciclici 
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immaginari    all'  infinito,  e    nello  spazio  il  cerchio 
immaginario  all' infinito  (v.  pag.  137,  166). 

Sieno  x^  X2  x^^  x\  x\  x\  le  coordinate  omoge- 
nee di  due  punti  P,  P' ;  ^i  ?2  ^3»  ^'i  ^'2  ^'3  quelle 
dei  due  punti  ciclici  del  piano  (v.  pag.  41);  la  di- 
stanza fra  i  due  punti  e  espressa  dalla  formala 


sj{xx'l){xx'l') 

'''^    {xlf){x'\l') 

dove  R  è   una  costante  che  dipende  dalVunità  di 
misura. 

Se  si  introduce  Funità  di  misura  e  si  immagi- 
nano a,  a'  distanti  fra  loro  della  distanza  1,  la 
espressione  proiettiva  di  r  diventa 


___  \/j^;)  [x  x'  ^0  (a  \  D  [a!  \  -7) 
''  '~  \/ (¥Z  WoD  {x  \  r)  {x'  \  5')  ' 

Passiamo  ora  aW  angolo  di  due  rette; 

Sieno  Ux  =  0,  n'x^=0  le  equazioni  in  coordi- 
nate omogenee  delle  due  rette  nel  piano  ;  V angolo 
dì  esse  è  dato  dalle  formole  proiettive  seguenti: 

1   u^  u'i'  +  ìl'^  U^' 

cos  w  =  -—  " 

^     SI  UlU^'U^u'^' 

H  u^  u^^'—  vii  u^' 


sen  w  : 


^    \j  U^  Ul'  .  U'i  U'i;' 


È  importante  a  questo  proposito  il  teorema  di 
Laguerre  {Nouv.  Ann,^  XII,  pag.  64  (1853),  (da 
noi  già  enunciato  a  pag.  41): 
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Uangolo  w  è  dato  dalla  formola 

i    ,         11^  .  U*^' 


2    ^  m' .  u'^ 

cioè  w  è  eguale  a  —  moltiplicato  per  il  logaritmo 

del  rapporto  anarmonico  della  quaterna  formata 
dalle  due  rette  e  da  quelle  che  vanno  ai  due  punti 
ciclici. 

Per  trovare  analoghe  forinole  nello  spazio  si 
deve  introdurre  la  considerazione  del  cerchio  im- 
maginario all'infinito. 

Si  voglia  considerare  la  distanza  dei  punti  di 
coordinate  omogenee 

1       2       3       4i  12        3        4* 

Formiamo  il  cono  quadrico  che  proietta  da 

m  2/2  Ub  2/4 

dello  spazio  il  cerchio  immaginario  all'infinito  e 
sia  F{X^  y)  —  0  Tequazione  di  tal  cono,  dove  le 
X  sono  le  coordinate  correnti;  sia  poi  T(X)  =  0 
l'equazione  del  piano  che  passa  per  il  medesimo 
cerchio  immaginario  all'infinito;  allora  la  distan- 
za fra  i  due  punti  nello  spazio  si  esprimerà  colla 
formola: 

^  slF{x,x') 

r  =  B7n 


T(x)T(x') 


dove  R  è  al  solito  una  costante  dipendente  dal- 
Vunità  di  misura^  e  che  si  può  determinare  come 
sopra. 
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Si  abbiano  due  rette  partenti  da  un  punto  {y)  ; 
su  una  di  esse  sia  si,tuato  il  punto  (oo)  e  sull'altra 
il  punto  (x);  si  indichi  con  jF^',  la  polare  di  F 
col  polo  (x^)  e  rispetto  alle  variabili  (^),  e  con 
^x'i'^  y)^=0  l'equazione  del  piano  taugente  con- 
dotto per  il  punto  (oc^)  al  cono  di  vertice  (y). 

U  angolo  delle  due  rette  è  allora  dato  dalle 
formole 

Fx^  [x,  y) 


COS  W  : 


\/F{x.y)F(x'y) 


\/  *^x'  {x,  y) 

sen  w  —  ^  ---  — 


\/F{x,y)F(x'y) 

e  fra  F  e  ^  sussiste  la  relazione 

a>^^  {:v^  y)  =  Fa:''  {oo  y)  -  F {r  y)  F[x'  y). 

Uangolo  di  due  piani  è  il  prodotto  di   -  per  il 

u 

logaritmo  del  doppio  rapporto  della  quaterna  for- 
mata dai  due  piani,  0  dagli  altri  due  passanti  per 
il  loro  asse  e  tangenti  al  cerchio  immaginario  al- 
l' infinito. 

Considerando  il  cerchio  immaginario  all'infinito 
come  una  quadrica-inviluppo  degenere,  i  tre  assi 
principali  di  una  quadrica  qualunque  sono  tre 
spigoli  del  tetraedro  autoconiugato  (v.  pag.  163- 
193)  relativo  alla  quadrica  data  e  alla  quadrica 
degenere  rappresentata  dal  cerchio  immaginario 
air  infinito. 

Le  quadricele  confocali  (pag.  188)  sono  quelle 
iscritte  in  una  medesima  superficie  sviluppabile 
contenente  il  cerchio  immaginario  air  infinito. 
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§  4.  —  L'assoluto  di  Cayley.  La  metrica  pro- 
iettiva. Interpretazione  proiettiva  delle 

TRE   geometrie. 

La  profonda  idea  di  Cayley  della  quale  ora 
tratteremo,  fu  da  lui  indicata  nella  6/^  Memoria 
sulla  teoria  delle  forme  algebriche  (PhiL  Trans., 
1859)  binarie  e  ternarie,  e  elegantemente  utiliz- 
zata poi  da  Klein  {Matìu  Ann.,  IV,  VI)  per  in- 
terpretare proiettivamente  la  geometria  non  eu- 
clidea. 

(Forme  di  L^  specie.)  Cominciamo  dalle  forme 
di  1.*  specie,  cioè  ad  una  sola  dimensione. 

Sulla  retta  immaginiamo  stabilita  una  coppia  di 
punti  che  chiameremo  Vassoluto  della  retta.  Se 
Xi  X2  sono  le  cordinate  omogenee  correnti  di  un 
punto  della  retta,  la  coppia  di  punti  sarà  rappre- 
sentata da  una  forma  binaria  quadratica  in  Xi  X2^ 
che  noi  vogliamo  indicare  con  ^xx  ;  a  questo  as- 
soluto riferiamo  i  rapporti  metrici  fra  i  punti  della 
retta. 

Dati  due  punti  oo  x\  e  chiamati  S  ;'  i  punti  del- 
Vassohito,  formiamo  il  doppio  rapporto 


/)= 


{xl'){x'l) 


e  chiamiamo  distanza  dei  due  punti  x  x'  la  espres- 
sione 

r  =  R  log  D 

dove  B  è  una  costante  arbitraria. 
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Indicando   con  ^xx'  la  polare   di  ^xx^   di  polo 
x\  si  ha 

^  jy     ^XX    ^  V    '^   XX  ^xx  -x  X 


^xx' 


\   -•  XX  ''xx  ^a 


La  distanza  r  soddisfa  alla  relazione  fonda- 
mentale (cui  soddisfanno  infatti  le  distanze  su  di 
una  retta  nel  senso  ordinario  della  parola): 

^12  +  ^23  +  ni  =  0 

indicando  con  nj  la  distanza  fra  i  due  punti  i,  j. 
Possiamo  ora  distinguere  i  tre  casi: 

I.  I  due  punti  l  \'  sono  distinti  (cioè  il  discri- 
minante di  ^  è  diverso  da  zero)  e  immaginari 
coniugati.  In  tal  caso  si  ha  la  Geometria  iperbo- 
lica sulla  retta. 

II.  I  due  punti  \  \'  sono  coincidenti.  Si  ha  la 
Geometria  parabolica, 

III.  I  due  punti  i  \*  sono  reali.  Si  ha  la  Geo- 
metria ellittica. 

Nella  Geometria  iperbolica  i  due  punti  l  V  hanno 
una  distanza  infinita  da  qualunque  altro  punto; 
la  retta  ha  allora  due  punti  alV  infinito. 

La  definizione  di  distanza  r  nel  caso  della  Geo- 
metria parabolica  risulta  sempre  zero  se  J?  è  di- 
verso da  ^,  ma  risulta  indeterminata  se  B  si  fa 
convergere  a  ^. 

Poniamo    allora    V\  —  n  +  ^  ^i  5     ^'2  =  ^2  "^  ^  ^2) 

in  luogo  di  R  poniamo    — ,  e  definiamo  la  distanza 
come  un  limite,  propriamente 


:lim 

£=0  l  £ 


[^.0.4 
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Nella  Geometria  parabolica  runico  punto  l  è 
punto  air  infinito,  cioè  ha  distanza  <x>  da  qualun- 
que altro  punto;  la  distanza  r  fra  due  puntiy  re- 
sta espressa  come  la  differenza  di  due  birapporti 

{x'  0){EÌ)       {xO){El) 


^— - 


{x'l){EO)       {x\)(EO) 


dove  0  è  il  punto  origine  sulla  retta  e  E  è  il 
punto  unità. 

Nella  Geometria  ellittica  la  lunghezza  della  retta 
è  finita  ed  eguale  a  2  Rt., 

(Forme  di  2.^  specie,)  Nel  piano  immaginiamo 
una  conica  di  equazione  ^xx  =  0,  che  chiameremo 
r assoluto  del  piano.  La  equazione  della  stessa  in 
coordinate  di  rette  sia  Suu=0, 

Ogni  retta  del  piano  taglia  la  conica  in  due 
punti  che  sono  reali,  immaginari  coniugati  o  coin- 
cidenti; tali  punti  saranno  i  punti  fondamentali 
per  la  Geometria  su  quella  retta  del  piano. 

Da  ogni  punto  del  piano  possono  condursi  due 
tangenti  alla  conica  assoluta;  queste  due  rette  sa- 
ranno le  rette  fondamentali  per  la  Geometria  del 
fascio  di  rette  partenti  da  quel  punto. 

Definiamo  per  distanza  di  due  punti  (x)  {x')  la 
espressione 

r  =  lc  log -1 _ 

^XX  \    ^    XX     '^XX  ^X  X 

e  per  angolo  di  due  rette  (u)  (u')  l'espressione 


^  ==  J?'  log 


k)uu         V  O  uu'         huu  bu'u' 
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La  conica  assoluta  è  il  luogo  dei  punti  del  piano 
che  hanno  distanza  infinita  da  un  dato  punto. 

Il  luogo  dei  punti  del  piano  che  distano  di  una 
distanza  costante  da  un  punto  fisso  (.r),  è  una  co- 
nica che  tocca  la  conica  assoluta  nei  due  punti  in 
cui  questa  è  tagliata  dalla  polare  di  (x). 

Correlativamente  : 

Quelle  rette  che  con  una  data  retta  (u)  formatto 
lo  stesso  angolo,  inviluppano  una  conica  che  tocca 
la  conica  assoluta  nei  due  punti  d'intersezione  di 
questa  con  (w). 

Le  rette  che  si  incontrano  sulla  conica  assoluta 
formano  un  angolo  zero  e  sono  quindi  da  consi- 
derarsi parallele.  Quindi: 

In  generale  da  ogni  punto  si  potranno  condurre 
due  parallele  (reali,  immaginarie,  coincidenti)  ad 
una  retta  data. 

Supposto  che  la  conica  2  sia  immaginaria  e  che 
si  ponga  R=^i  Bi  e  R'  =  i  J?/,  la  lunghezza 
di  ogni  retta  reale  del  piano  è  finita  ed  eguale  a 
2  Ri"^,  e  la  somma  degli  angoli  in  un  fascio  di 

rette  è  2  R\  tt.  Ponendo  poi  ancora  R\  —  —  si  ha 

esattamente  la  Geometria  Riemanniana  o  ellittica 
(v.  §  2). 
Supposto  che  la  conica  ^  sia  reale,  e  che  si  ponga 

ancora  R=-iRi,  R'  =  iRi,  e  J?/=r  —   si  ha  la 

dà 

Geometria  di  Lohatschewshy  o  iperbolica. 

Supposto  infine  che  la  conica  sia  degenere,  e  si 
riduca,  come  inviluppo,  ad  una  coppia  di  punti,  si 
ba  la  Geometria  parabolica  in  senso  esteso  la  qualQ 
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si  riduce  alla  Geometria  euclidea  quando  quei  punti 
sono  i  due  punti  ciclici  (immaginari  coniugati). 

Stabiliti  questi  principi  per  le  forme  di  2.*  spe- 
cie, non  presenta  più  alcuna  difficoltà  l'estensione 
di  essi  alle  forme  di  3/  specie,  in  particolare  allo 
spazio  ordinario.  In  questo  V  assoluto  sarà  una 
quadrica.  Secondo  che  questa  quadrica  è  imma- 
ginaria, reale  ma  non  a  generatrici  reali,  o  de- 
generata ^come  inviluppo)  in  una  conica  piana  e 
propriamente  in  un  cerchio  immaginario,  si  hanno 
le  tre  geometrie^  ellittica,  iperbolica,  parabolica^ 
del  §  2. 


§  5.  —  Rappresentazione  di  Beltrami  della 
geometria  non  euclidea,  su  superficie  o  va- 
rietà superiori  degli  spazi  euclidei. 

La  geometria  di  Lobatschewsky  coincide  colla 
Geometria  in  uno  spazio  a  curvatura  negativa  di 
RiEMANN  costante  (v.  Gap.  XX^;  basta  sostituire 
alle  linee  rette  le  linee  geodetiche. 

Quindi,  in  particolare,  la  geometria  piana  di 
Lobatschewsky  o  iperbolica  coincide  con  quella 
su  di  una  superficie  a  curvatura  costante  negativa 
(v.  Gap.  XVI,  §  11,  pag.  706,';  ecco  perchè  quella 
geometria  può  anche  chiamarsi  Geometria  pseu- 
dosferica. 

Come  abbiamo  già  detto  al  §  2,  il  Lambert  sin 
dal  1766  avea  osservato  che  la  geometria  deri- 
vante dalla  cosiddetta  ipotesi  delVangolo  acuto  si 
potea  interpretare  su  di  una  sfera  di  raggio  im- 
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maginario  ;  inoltre  Minding  {Creile,  XIX,  XX, 
1839-40)  avea  già  osservato  che  le  forinole  trigo- 
nometriche relative'  ai  triangoli  pseudosferici  si 
poteano  ricavare  da  quelle  dei  triangoli  sferici 
mutando  R  in  R\/  —  1,  (v.  pag.  706)  e  della  stessa 
cosa  si  occupò  poi  il  Codazzi  Ann.  di  Tortolini, 
1857),  ma  fu  il  Beltrami  (Giorn.  di  Batt.,  IV, 
1868),  il  primo  che  trovò  la  vera  ed  elegante  si- 
gnificazione di  questi  fatti.  In  un  lavoro  poste- 
riore [Ann.  di  mat.,  II,  pag.  261)  lo  stesso  Bel- 
TRAMi  estese  poi  agli  spazi  a  tre  dimensioni  le  con- 
siderazioni già  fatte  precedentemente  per  il  piano. 
La  costante  R  che  entra  nelle  formale  della  Geo- 
metria  di  Lobatschewskt  (v.  §  2),  non  è  altro 
così  che  la  radice  quadrata  della  inversa  della 
curvatura  dello  spazio  curvo  nel  quale  si  può 
interpretare  quella  Geometria. 


In  quanto  alla  Geometria  piana  di  Riemann  o 
ellittica  abbiamo  già  notato  al  §  2  che  essa  si  sud- 
divide in  due  altre,  una  sola  delle  quali  può  in- 
terpretarsi sulla  sfera;  l'altra  geometria  corri- 
sponde però  sempre  a  quella  di  una  superficie  a 
curvatura  costante  positiva,  ma  avente  una  con- 
nessione diversa  da  quella  della  sfera.  Vedi  su  ciò 
le  considerazioni  fatte  da  Klein  nelle  sue  lezioni 
già  citate  del  1892  (voi.  I,  pag.  243  -  293),  e 
quanto  noi  abbiamo  riferito  a  pag.  881. 


CAPITOLO  XXII. 
Geometria  moderna  del  triangolo. 


Punti  e  circoli  di  Lemoine  e  di  Brocard. 
Retta  di  Eulero.  Circolo  dei  nove  punti  o 
DI  Feuerbach.  Circoli  di  Taylor,  di  Tucker, 
Retta  di  Simpson. 

Crediamo  utile  raccogliere  in  quest'ultimo  Ca- 
pitolo i  principali  risultati  sulla  cosiddetta  Geo- 
metria del  triangolo. 

Dato  un  triangolo  AB  C^  una  retta  che  si  in- 
clini ai  lati  AB^  ^  C  di  quanto  B  C  si  inclina 
rispett.  ai  lati  A  C^  AB^  si  chiama  una  retta  an- 
tiparallela a  B  C» 

I  punti  medi  di  tutte  le  antiparallele  ad  un 
lato  di  un  triangolo  sono  in  una  retta  passante 
per  il  vertice  opposto;  tale  retta  si  chiama  sime- 
diana  del  triangolo. 

Le  tre  simediane  passano  per  un  punto^  detto 
punto  di  Lemoine. 

II  punto  di  Lemoine  ha  dai  tre  lati  distanze 
proporzionali  ai  lati  medesimi,  e  la  somma  dei 
quadrati  delle  medesime  distante  è  minime^* 
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Conducendo  dal  punto  di  Lemoine  le  parallele, 
ai  tre  lati  del  triangolo,  i  6  punti  in  cui  queste 
incontrano  i  lati  formano  I'esagono  di  Lemoine, 
e  tali  6  punti  sono  di  un  circolo  (primo  circolo 
DI  Lemoine  o  circolo  di  rapporto  triplo). 

Il  centro  del  primo  circolo  di  Lemoine  è  il 
punto  medio  della  congiungente  il  punto  di  Le- 
moine col  centro  del  circolo  circoscritto  al  trian- 
golo. 

Chiamando  Z),  7>^•  E  E' ;  FF'  ;  rispett.  i  ver- 
tici dell'esagono  di  Lemoine  situati  su  ciascuno 
dei  tre  lati  del  triangolo,  si  ha  che  i  segmenti 
D  D\  E  E',  FF^  stanno  fra  loro  come  i  cubi  dei 
lati  su  cui  sono  situati. 

Se  per  il  punto  di  Lemoine  si  conducono  le 
antiparallele  ai  lati  del  triangolo,  i  6  punti  in  cui 
queste  vanno  a  tagliare  i  lati  a  cui  non  sono  an- 
tiparallele, stanno  su  di  un  circolo  che  si  chiama 

SECONDO     CIRCOLO     DI     LeMOINE,     O    CIRCOLO   DEL 
COSENO. 

I  segmenti  che  questo  circolo  intercetta  sui  lati 
del  triangolo  sono  proporzionali  ai  coseni  degli 
angoli  del  triangolo. 


Dato  un  triangolo  AB  C  ni  h  \m  punto  0  del 
piano  tale  che  gli  angoli  OAB,  0  B  C,  OCA 
sono  eguali,  e  un  punto  0'  tale  che  gli  angoli 
0'  C  B,0  B  A,  0'  AG  sono  eguali.  Il  primo  punto 
si  dice  PUNTO  POSITIVO  DI  Brocard,  e  il  secondo 
si  dice  PUNTO  NEGATIVO  DI  Brocard.  Naturalmente 
queste  distinzioni  non  hanno  un  valore  assoluto  se 
non  quando  si  fissa  quaP  è  la  posizione  reciproca 
dei  vertici  del  triangolo   fondamentale;    noi  sup- 
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porremo  perciò  che  il  cammino  AB^  B  C^  C  A  sia 
un  cammino  in  senso  immerso  a  quello  del  movi- 
mento dell'indice  dell'orologio. 

U  angolo  0  AB  è  eguale  a  0'  B  A,  e  così  per 
gli  altri  ;  il  valore  comune  di  tali  angoli  si  chiama 
ANGOLO  DI  Brocard  ;  esso  non  può  essere  maggiore 
di  un  terzo  di  angolo  retto. 

Esso  è  dato  dalla  formola 

ctg  w  =:  ctg  A  -)"  ctg  B  +  ctg  C 

se  ^  è  Vangolo  di  Brocard,  e  A^  B^  C  sono  gli 
angoli  del  triangolo. 

Il  circolo  concentrico  al  primo  circolo  di  Le- 
MOiNE,  e  passante  per  il  punto  di  Lemoine,  e 
quindi  pel  centro  del  circolo  circoscritto  al  trian- 
golo si  chiama  circolo  di  Brocard. 

Conducendo  dal  centro  del  circolo  circoscritto 
al  triangolo,  le  perpendicolari  ai  lati  e  chiamando 
A^  B'  C  i  punti  in  cui  queste  tagliano  il  circolo 
di  Brocard,  le  rette  B  A\  C  B\  A  C  concorrono 
nel  punto  positivo  di  Brocard^  e  le  rette  A  B\  B  G\ 
C  A'  concorrono  nel  punto  negativo  di  Brocard. 

Il  circolo  di  Brocard  passa  per  i  due  punti  di 
Brocard. 

Chiamando  Li,  L^  i  raggi  dei  due  circoli  di 
Lemoine,  B  il  raggio  del  circolo  di  Brocard,  e 
R  il  raggio  del  circolo  circoscritto  al  triangolo, 
si  hanno  le  relazioni 

E^  =  3  Li^  +  B'         Li^  =  V  +  B\ 

Il  circolo  di   Brocard  si  suol  anche  chiamare 

CIRCOLO  DEI  CINQUE  PUNTI  O  CIRCOLO  DEI  SETTE 
PUNTI. 
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Se  da  un  punto  si  conducono  le  parallele  ai 
lati  di  un  triangolo ,  i  6  punti  in  cui  queste  in- 
contrano i  lati  sono  su  di  una  conica  conica  dei 
6  PUNTI);  questa  diventa  un  cerchio  (I^  cerchio 
di  Lemoine)  se  il  punto  da  cui  si  conducono  le 
parallele  è  il  punto  di  Lemoine. 

Il  punto  di  Lemoine  e  il  baricentro  si  otterreb- 
bero l'uno  dall'altro  colla  costruzione  relativa  alla 
trasformazione  arguesiana  (y.  Gap.  XVII ,  cioè 
quei  due  punti  sono  Vuno  il  trasformato  argue- 
siano  delValtro, 

Similmente,  i  due  punti  di  Brocard  sono  in 
analogo  rapporto  fra  loro. 


In  un  triangolo  il  punto  di  concorso  H  delle 
altezze  (detto  anche  ortocentro)^  il  punto  S  di  con- 
corso delle  tre  mediane  (detto  anche  baricentro),, 
e  il  punto  d^  incontro  M  delle  tre  perpendicolari 
nei  punti  medi  dei  lati  (centro  del  cerchio  circo- 
scritto) sono  in  una  medesima  retta,,  detta  betta 
DI  Eulero  (Novi  Comm,  Petrop.,  XI  (1765),  pa- 
gina 114). 

Il  punto  H  M  è  diviso  internamente   in  S  nel 

rapporto  ^j^=2. 


Il  CIRCOLO  DEI  NOVE  PUNTI  dctto  anche,  erronea- 
mente (v.  Mackat  sottoc.)  da  alcuni  cerchio  di 
Eulero  è  quello  che  passa  per  i  tre  punti  medi 
dei  lati  del  triangolo.  Esso  passa  anche  per  i 
piedi  delle  tre  altezze^  e  per  i  tre  punti  medi  dei 
segmenti  compresi  fra  i  vertici  e  V  ortocentro  (punto 
d^  incontro  delle  tre  altezze). 
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Il  centro  N  del  circolo  dei  nove  punti  è  situato 
sulla  retta  di  Eulero  ed  è  tale  che  il  segmento 
M  N  è  diviso  internamente  in  S  ed  esternamente 
in  H  nel  rapporto  2, 

Il  raggio  del  circolo  dei  nove  punti  è  la  metà 
di  quello  del  cerchio  circoscritto. 

Il  circolo  dei  nove  punti  è  tangente  in  quattro 
punti  ai  quattro  circoli  iscritti  ed  ex-iscritti  al 
triangolo. 

Questo  è  il  teorema  di  Feuerbach  (Eigenschaf- 
ten  einiger  merkwilrdigen  Punkte  des  geradlinigen 
Dreiecks^  Nurnherg^  1822)  ;  perciò  da  alcuni  il  cir- 
colo dei  nove  punti  si  suol  chiamare  anche  circolo 
DI  Feuerbach. 

Il  circolo  dei  nove  punti  è  anche  tangente  a- 
ciascuno  dei  12  circoli  iscritti  ed  ex -iscritti  ai  4 
triangoli  formati  dalV  ortocentro  e  dai  tre  vertici 
a  due  a  due  fteor.  di  W.  Hamilton,  Nouv,  Ann, 
1862,  pag.  183). 

Sul  circolo  dei  nove  punti  esistono  poi  ancora 
altri  punti  rimarchevoli  e  propriamente  :  due  punti 
di  ScHROETER  (Nouv,  Auu,^  1865,  pag.  178',  un 
punto  di  YiGARiÈ  {Mathesis^  1888),  un  punto  di 
Lemoine  (J,  de  math,  élém.  de  Longchamps^  1889, 
pag.  93;  1890,  pag.  118\  due  punti  di  Boubals 
(M,  1891,  pag.  215). 

Il  circolo  dei  nove  punti  è  caso  particolare  della 
CONICA  DEI  NOVE  PUNTI,  la  quale  è  quella  che 
passa  per  i  sei  punti  medi  dei  lati  di  un  quadran- 
golo completo,  e  per  i  tre  punti  diagonali. 

Quando  uno  dei  vertici  del  quadrangolo  diventa 
r  ortocentro  degli  altri  tre^  la  conica  diventa  un 
cerchio;  e  quando  i  4  vertici  stanno  su  di  una 
circonferenza  la  conica  è  un'iperbole  equilatera. 
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La  conica  dei  nove  punti  è  il  luogo  dei  centri 
delle  coniche  del  fascio  avente  per  punti-base  i 
quattro  vertici  del  quadrangolo. 

La  bibliografia  sul  circolo  dei  nove  punti  è  la 
seguente:  Beianchon  e  Poncelet  (^n/2.  c?e  Gerg,, 
Xr,  pag.  215  (1820)),  Steiner  {Id.,  XIX,  p.  86; 
e  Die  geom.  Constr,  Berlin,  1833,  pag.  55\  Casey 
(Quart,  J.y  1860,  IV),  Kùcher  (Grunerfs  Arch,^ 
XLVII),  ScHROETEii  {Orelle,  LXVIII,  Math,  Ann., 
VIP,  Lappe  {Id,,  LXXI),  Baur  {Schlomilch's 
Zeits.,  XII),  ScHUBERT  (M,  XYI).  Per  la  sto- 
ria del  circolo  dei  nove  punti  v.  Mackay  [Proc, 
of  the  B,  Soc,  of  Edinburgh,  XI,  1892-93}. 


Il  CERCHIO  DI  Taylor  è  quello  che  passa  per  i 
6  punti  che  sono  le  proiezioni  ortogonali  dei  piedi 
delle  altezze  sui  lati  del  triangolo  fondamentale 
(Froc,  Lond,  Soc,  XX,  1889). 

Considerando  un  qualunque  triangolo  omotetico 
al  triangolo  fondamentale,  prendendo  il  punto  di 
Lemoine  per  centro  di  omotetia,  i  lati  dei  due 
triangoli  si  tagliano  in  sei  punti  situati  su  di  un 
medesimo    cerchio;    tali    circoli    si    chiamano   di 

TUCKER. 

Il  circolo  circoscritto,  i  due  circoli  di  Lemoine, 
il  circolo  di  Taylor,  sono  speciali  circoli  di  Tucker\ 
il  luogo  dei  centri  di  tutti  i  circoli  di  Tucker  è 
una  retta,  diametro  del  circolo  di  Brocard. 

U inviluppo  dei  circoli  di  Tucker  è  imbellisse 
detta  ELLISSE  di  Brocard,  la  quale  ha  per  fochi  i 
due  punti  di  Brocard,  è  iscritta  al  triaìigolo  e 
tocca  i  lati  ai  piedi  delle  simediane,  (Brocard,  Ann^ 

Pascal.  57 
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de  Touloiise,  1887;  J,  des  math.  spéciales^   1889; 
Catalan,  Mém.  de  Belgique^  XLIX,  1891.) 


Un'altra  proprietà  elementare  ma  interessante 
della  Geometria  del  triangolo  è  la  seguente  : 

Se  da  un  punto  della  circonferenza  circoscritta 
ad  un  triangolo  si  conducono  le  perpendicolari  ai 
tre  lati,  i  piedi  di  queste  sono  in  unft  retta  (retta 
DI  SiMPSON  o  DI  Wallace,  pedale  del  triangolo). 

U  inviluppo  della  retta  di  Simpson  è  V  ipoci- 
cloide  tricuspide  (v.  pag.  769). 

Il  teor.  della  pedale  lo  enunciò  Servois  (Ann* 
de  Gerg,,  IV,  1813-14,  pag.  251)  ascrivendolo  a 
Simpson;  Gerqonne  {Ibid.)  ne  dette  una  dimo- 
strazione analitica,  e  se  ne  propose  una  estensione 
al  tetraedro,  che  fu  riconosciuta  erronea  da  Duii- 
RANDE  {Ibid.,  VII).  Steiner  ne  fece  altra  esten- 
sione [Ihid.,  XIX).  Vedi  anche:  Brocard  [Bull, 
Soc.  math.,  1872,  77),  e  Mackay  [Soc.  math, 
Edinh,,  IX,  1890,  Ass.  Frang.,  1893);  altre  indi- 
cazioni bibliografiche  si  trovano  nelF  Interni,  des 
Math.,  Ili,  160;  IV,  7). 


Gli  studi  sulla  cosiddetta  Geometria  del  triangolo, 
non  sono  di  epoca  antica. 

A  prescindere  da  altri  sparsi  lavori,  più  antichi 
0  già  citati  di  sopra,  fra  le  prime  importanti  con- 
siderazioni sulla  Geom.  del  triangolo  citeremo 
quelle  di  Lemoin E  (iVo^^y.  Ann.,  1873,  Ass.  Frane,, 
1873-74),  di  Brocard  (Nouv,  Corr,  math.  de  Ca- 
talan,  III,  1877,  1879,  1880),  Neuberg  (M,  1879, 
1880,  Ass.  Frang.,  1888,  Mém.  de  Belg.,  1890), 
Schoute  {Ac.  d  Amsterdam,  1886),  Cesàro  [Nouv, 
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Ann.^  1887;  Mathesis^  1890),  ecc.  V.  anche  Le- 
MOiNE  {Bull.  Soc.  Math.,  XII,  72;  XIV,  167). 

Un'opera,  che  raccog-lie  la  maggior  parte  dei 
risultati  ottenuti,  è  quella  in  inglese  di  Casey  {A 
sequel  to  Euclide  1888;  trad.  anche  in  francese, 
Géom.  élém.  recente^  Paris,  1890);  un'altra  opera 
dello  stesso  genere  è  quella  di  Poulain  (Notw. 
geom.  du  triangle^  Paris,  1892,  Croville-Morant 
éditeur). 

Un  sunto  molto  ristretto  di  alcuni  risultati  si 
trova  in  Period.  di  mat»^  VI,  redatto  da  Lugli. 

Per  la  parte  storica  si  vegga  Vigaeiè  {Esqtiisse 
historique  sur  .  .  .  la  géom.  dit  triang.  Associai, 
Frano.,  1889). 

Le  generalizzazioni,  fatte  sin  qui,  dei  teoremi 
sopranotati  sono  specialmente  quelle  relative  al 
quadrilatero,  all'esagono,  ecc.  e  poi  quelle  rela- 
tive al  tetraedro. 

Le  prime  furono  fatte  da  Neubeiìg  {Mathesis, 
1885),  TucKER  (Educai.  Times,  1885),  Casey 
(Irish.  Acad.,  1886;  Mathesis^  1890\  NEÙBERa  e 
Taury  {Ass.  Frane.,  1886),  ecc. 

Per  le  seconde  citeremo  Picquet  {Ass.  Frang., 
1874)  e  Neuberg  (Mém.  de  VAcad.  de  Belgique, 
1884). 
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no, II  -  58. 
„        di  un  punto  da  una  va- 
rietà lineare,  11-818. 
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Dodecaedri  reg-olari,  II  -  799. 
Doppio  rapporto,  II  -  13,  64. 
Dualità,  II  -  6. 
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588. 
„        complessi  interi,  I  -•  583. 
„        e  (neperiano),  I  -  82,  89, 
97,  148,  477,  601. 
„        e\xiò\ìdiQÌ{\.  numeri  per- 
fetti). 
„        Euleriani,   I  -  80,  149, 
487. 
„        figurati,  I  -  35. 
„        fondamentali  di  una  su- 
perficie, II  -  790. 
„        ideali  di  Kummer,  I  -> 
598. 
„       irrazionali,  I  -  1. 
„        /e  di  Ludolph,I  -  80,  89, 
602. 
„        perfetti,  I  -  552. 
„        primi,  I  -  549,  553. 
„        poliedrall,  1  -  35. 
„        poligonali,  I  -  35. 
.    „        trascendenti,  I  -  601. 
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Obliquità  del  piano  tangente  di 
una  riì^ata,  li  -  516. 
Omaloidi,  Il  -  341,  526,  831. 
Ombelichi  delle  superficie,  11  - 
681. 
„         del  piano  (v.  punti  ci- 
clici). 
y,         di  una  quadrica,  II  - 
181. 
Omografia,  II  -«  6,  64. 

„  assiale,  lì  -  61. 

„  ciclica,   11  -  23,  26, 

46,  62, 

„  involutoria,  II  --  21, 

45,  62 

„  singolare  per  gli  i- 

perspazi,  li  -  820. 

Omologia,  Il  -  6,  44,  64,  70. 

„         armonica  o  involuto- 
ria, Il  -  45. 
Omotetia,  II  --  46,  61. 
Onduloide,  11  -«  708. 
Operazioni  della  piega  o  di  Gor- 
dan,  1  -  283. 
„  della    spinta     o     di 

Clebseh,  I  -  283. 
„  del   trasporto,   11    -- 

108. 
di  Aronhold,  I  -  281, 
li  ^  105. 
„  di  polare,   1  -  282, 

li  -  209. 
„  invariantive,  1  -«  281, 

11  -  105. 
lì,  I  -  282. 
Ordine  di    un  complesso,    II   - 
534. 
„        di  un  cono.  Il  -  294. 
„        di  una  congruenza,  II  - 
535. 
„        di   una   curva  piana,  Il 

-  196. 
„        di  una  curva   gobba,  11 

-  291. 
„        di  una  ipersuperficie,  11 

-  823. 
„        di  una  superficie,    li  - 

289. 
Oricicli,  II  ^  700. 
Orli  di  una  superficie,  Il  -  786. 
Ortocentro  di   un   triangolo,  11 

-  895. 


Ortogonalità  di  due  piani,  II  - 
58. 
„  di   due  rette,  11  -- 

34,  38. 
„  di  due  varietà  li- 

neari, li  -  818. 
Oscillazione  di  una  funzione,  1 
26. 
Osculanti,  II  -  374. 
Ottaedri  regolari,  II  -  799. 
Ovali  di  Cartesio,  II  -  284,  760. 
„     di  Cassini,  lì  -  754. 


Pangeometria,  li  ^  871. 
Parabola.  Il  -  125,  134,  748. 
Paraboloidi,  lì  -  161, 162, 165, 170. 
Paradosso  di  Eulero,  Il  -  207. 
„  di  Pietroburgo,  1  - 

609. 
Parallelismo  di  iperpìani,  11  - 
817. 
„  di  piani,  II  -  57. 

„  di  rette,  II  -  34,  38. 

„  di  varietà  lineari, 

II  -  817. 
Parametro  della  generatrice  di 
una  rigata,  II  -  516. 
Parametro  differenziale,  II-  672. 
„  isometrico,  li  --  670. 

„  principale  della  pa- 

rabola, II  -  143. 
Pedali  (v.  Podarie.) 
Peninvarianti,  I  -  289. 
Pentaedro  di  Sylvester,  II  -402. 
Perimetro  di  ellisse,  li  -  746. 

„  di  lemniscata,  Il -759. 

Permutazioni,  I  -  30. 
Pfaffiani,  1  -  58. 
Piani  centrali  delle  generatrici 
di  una  rigata,  II  -  516. 
„      ciclici  di  una  quadrica,  II 
-  181. 
„      di  omologia,  II  -  70. 
„      diametrali  di  una  quadri- 
ca, II  -  161,  176. 
„      diametrali  di  un  comples- 
so lineare,  Il  -  545. 
„      doppi  apparenti,  11  -  29i. 
„      focali  di  una  congruenza, 
11  -  581. 
„      normali,  11  -  635. 
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Piani  osculatori,  li  -  654,  661. 
„      osculatori  stazionari,  Il  - 
^..  836, 
fl      principali    di    una'  con- 
gruenza, li  -  583. 
^      principali  di  una  quadri- 
ca.  Il  -  177. 
„      punteg-firiati,  II  -  3,  28. 
„      rijsrati,  Il  -  3,  28,  40. 
„      sing^olari  di  una  congruen- 
za, II  -  581. 
„      singrolari  per  un  complps- 
so,  li  -  539. 
„      sfere,  II  -  601. 
„      tansrenti,  II  -  635. 
„      tritangenti  ad  una  curva 
storta,  Il  -  322. 
„      uniti,  II  -  60. 
Planimetri,  I  -  633. 
Podarie,  11  -  733. 
Polare  armonica  di  un  flesso  di 
una  cubica.  11  -  250. 
„        armonica  di  un  piano  ri- 
spetto ad  un  triedro,  II 
-357. 
„        armonica  di  un  punto  ri- 
spetto ad   un  trilatero, 
11-84,  357. 
Polarità  (corrispondenze),   II  - 
9,  47. 
„        binarie,  I  -  282,  II  -  72. 
nulle,  li  -  62,  357,  545. 
„       per  le  coniche,  Il  -  130. 
n       per  le   curve  piane.  Il 
-  208. 
„       per  le  quadriche,  II  - 
162. 
„       per  le  superficie,  li  - 
330. 
„       per  un  complesso,  II  - 
540. 
Poli  di  inversione,  II  -  731. 

„    di  una  funzione,  I  —  319 
Poliedri  Euleriani,  II  -  797,  798. 
„        regolari  o  platonici,  li 
799. 
„        regolari  dello  spazio  a 
4  dimensioni,  li  -  800, 
802. 
„        regolari   degli  spazi  a 
n  dimensioni,  Il  -  801, 
802. 
„        semiregolari  o   di  Ar- 
chimede, li  -  800. 


Poligoni  di  Steiner,  II  -  252. 
Polo  armonico  di  una  retta  ri- 
spetto ad  un  triangolo,  II 
-  84,  357. 
Poloconiche,  II  -  253. 
Postulato  delle  parallele  o  Fdi 
Euclide,  lì  -  869-873. 
„  di  Lambert,  Il  -  875. 

„         di  Legendre,  II  -  874. 
„  di  Saccheri,  II  -  875. 

di  Wallis,  li  -  874. 
Potenza  di  un  punto  rispetto  ad 
una  sfera,  li  -  599. 
Principio    della    conservazione 
del  numero,  li  -  606. 
„  di  correlazione  o  dua- 

lità  o  reciprocità,  li 
-  8. 
„         di    corrispondenza   di 
Cayley  e   Brill,   Il  - 
237. 
„         di    corrispondenza   di 
Chasles,  II  -  24,  614. 
„  di  polarità,  II  -  9. 

„  di  trasporto,  II  -  108. 

Probabilità  (matematica),  I  -  606. 
„  composta,  I  -  607. 

„  degli  effetti  o  a  po- 

steriori,   I  -    607, 
010. 
„  delle  cause  o  a  prio- 

ri, I  -  607,  617. 
Problema  degli   isoperimetri,   I 
262. 
„         della  brachistocrona, 
I  -  268. 
„         della  duplicazione  del 
cubo,  I  -  641,   II  - 
749. 
„         della  quadratura  del 
circolo,    I  -  641,   II 
-  780. 
di  Delo,  I  -  641,  Il  - 
749. 
di  Newton,  I  -  267. 
„  d'inversione,  I  -  461. 

di  Plateau,  II  -  713. 
Processo  di  Aronhold,  I  -  281. 
Prodotti  infiniti,  I  -  86. 
Progressioni,  I  -  83. 
Proiettare,  li  -  5,  819. 
Proiettività,  II  -  6,  70. 

„  cicliche,  II  -  23,  20, 

46,  62. 
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Proiezione    stereografica    della 
sfera,  I  -  352,  II  - 
351. 
„  stereografica    della 

quadrica,  li  -  346. 
Prospettività,  II  -  6,  70. 
Proprietà  focali   delle  coniche, 
II  -  147. 
-         focali  delle  quadriche, 
Il  -  184. 
„         grafiche  o  descrittive, 
II -8. 
„         metriche,  II  -  8. 
„         metriche   delle  coni- 
che, II  -  144. 
„         metriche  delle  curve 
piane,  II  -  211. 
„  metriche   delle    qua- 

driche, li  -  189. 
„         proiettive,  II  -  8. 
„         proiettive  delle  coni- 
che, II  -  127. 
„         proiettive  delle  qua- 
driche, II  -  159. 
„         proiettive  dell'esago- 
no, II  -  86. 
fl         proiettive  del  quadri- 
latero, II  -  83. 
„         proiettive    del  trian- 
golo, II  -<  84. 
Punteggiate,  II  -  3,  11. 

n  collineari  od  omo- 

grafiche o  proiet- 
tive, II  -  18. 
„  congruenti  e  egua- 

li, II  -  19. 
Punti  biplanari,  lì  -  315. 

„      centrali   di  una  genera- 
trice di  una  rigata,  II  - 
516. 
„      ciclici  del  piano,  II  -  41, 
137. 
„      circolari  di  una  superficie 
(ombelichi),  II  -  681. 
„      coniugati  o  reciproci  ri- 
spetto ad  una  conica,  II 
-  130,  138. 
„      coniug.ati  rispetto  ad  una 
quadrica,  II  -  163,  175. 
„      diagonali,  li  -  68. 
„      di  Brocard,  II  -  893 
„      di  diramazione  di  una  su- 
perficie di  Riemann,  1  -  ! 
376,  II  -  803.  I 


Punti  di  fuga,  II  -  18. 
„      di  Lemoine,  II  -  892. 
„      d'inflessione,  II  -6.37. 
„      d'intersezione  di  tre  qua- 
driche, II  -  364. 
„      di  regresso,  II  -  201. 
„      doppi  apparenti,  II  -  293, 
321. 
„      ellittici,  iperbolici,  para- 
bolici delle  superficie,  li 
-  290,  681. 
„      immaginari,  li  -  17. 
„      in  armonia,  II  -  11,14. 
„      limiti  in  punteggiate  pro- 
iettive, II  -  18. 
„      limiti   nelle    congruenze, 
II  -  582. 
„      limiti   per  un  gruppo  di 
punti,  1  -  13. 
„      multipli  di  curve,  II  - 197. 
„      multipli  di  superficie,  II  - 
315. 
„      reciproci  in  una  polarità, 
Il  -  48. 
„      satelliti   in  una  quartica 
gobba,  lì  -  365. 
„      sestatici,  li  -  254. 
„      sfere,  li -601,  602. 
„      singolari    essenziali   per 
una  funzione,  I  -  329. 
„      singolari    per    una    con- 
gruenza, 11  -  581. 
„      singolari  per  un  comples- 
so. Il  -  539. 
„      singolari  per  una  curva 
gobba,  li  -  318. 
„      singolari  per  una  curva 
piana,  li  -  197. 
„      singolari  per  una  ipersu- 
perficie, II  -  824. 
„      singolari  per  una  super- 
ficie. Il  -  315. 
„      stazionari   di   una  curva 
negli  iperspazi,  li  -  846. 
„      stazionari   di   una  curva 
piana,  II    -  201. 
„      stazionari    di   una  curva 
storta.  Il  -  320. 
„      stazionari  di  una  quartica 
gobba,  li  -  367. 
„      tangenziali  o  satelliti.  II 
-  251. 
„      uniplanari  o  cuspidali,  lì 
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Punti  unità,  li  -  15,  1(>,  31,  52. 

„    uniti  0  doppi  o  fuochi  in 

una    corrisponden2ia,   II 

-  19,  ^0,  48. 


Quadrang-olo    piano    completo, 

II  -  10,  12,  83,  128, 

130. 

Quadratrice  di  Dinostrato,  II  - 

780. 

Quadrature,  I  -  165,  638. 

Quadriche,  II  -  159,  166. 

„  confocali,    II  -   188, 

189,  720,  885. 
„  equilatere,  li  -  190. 

rotonde,  11-178, 181. 
„  soddisfacenti  a  nove 

condizioni,  II  -  627. 
„  tangenti  a  nove  qua- 

driche, II  -  628. 
Quadrilatero  piano  completo,  II 
-  10,  13,  27,  83,  128, 
130. 
Quantica,  I  -  287. 
Quartiche  erobbe   di  1.»  specie, 
II  -  362,  367. 
„         gobbe  di   2.*   specie, 
II  -  368,  373 
piane,  II  -  271,  281. 
„         piane     passanti    per 
punti   e   tangenti    a 
rette,  II  -  629. 
„         piane     speciali     con 
punti  singol.,  II  -  282. 
Quaterne  di  Gopel,  II  -  435. 

„         di  Rosenhain,  lì  -  435. 
Quaternioni,  I  -  10. 

li 

Radici  di  un'equazione,  I  -  641, 
multiple,  I  -  121. 
„       razionali   di  un'equazio- 
ne, I  -  124. 
„      reali  e  complesse  dì  una 
equazione,  I  -  122. 
„       primitive   per  congruen- 
ze esponenziali,  I  -  569. 
Raggi   di   curvatura,   Il    -   649, 
650,  651,  845 


Raggi  di  curvatura  di  ellisse  o 

parabola,  II  -  745,  748. 

„      principali  di  curvatura  di 

una  superficie,  II  -  679. 

Rami  di  curve,  II  -  204,  205. 

Rango  di  una  congruenza,  II  - 

578. 

„        di  una  curva  gobba  e 

della  sua  sviluppabile,  II 

-  293,  320. 
„       di  una  curva  negli  iper- 
spazi, II  -  837. 

„       di    una   superficie,   II  - 
296,  517. 
Rapporto  anarmonico,   II  -  13, 
64. 
Rappresentazione  analitica  del- 
le curve  gob- 
be, II  -  303. 
„  canonica  del- 

le forme,  I  - 
313. 
„  conforme,  I  - 

321,  II  -  673. 
„  di  Beltrami 

della  Geom. 
non    euclid., 
II  -  890. 
„  monoidaleper 

le  curve  gob- 
be, II  -  305. 
„  monoidaleper 

le  varietà,  II 

-  826. 
„                piana    delle 

superfìcie,  II 

-  341,  673. 
.,                piana  delie  su- 
perficie cubi- 
che, II  -  343, 

417. 
„  piana  delle  su- 

perf.  di  Stei- 
ner, II  -  476. 
„  piana  delle  su- 

perficie qua- 
driche, li   - 
343,  351. 
„  sferica  di  una 

congruenza , 
II  -  724. 
„  sferica  di  una 

superficie,  II 

-  674. 
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Rappresentazione  simbolica  per 
i    complessi, 
li  -  541. 
„  simbolica  per 

i  connessi,  II 
-  112. 
»  simbolica  del- 

le  forme  al- 
gebriche bi- 
narie, 1-275. 
„  simbolica  per 

le  forme  al- 
gebriche ter- 
narie, II  -  99, 
106. 
„  simbolica  per 

le  forme  al- 
g-eb.  qualun- 
que, II  - 107, 
117. 
„  tipica    delle 

forme,     I    - 
310. 
Reciprocante,  II  -  238. 
Reciprocità  (corrispondenza),  II 
-  6. 
Reg-olo  calcolatore,  I  -  630. 
Relazioni  bilineari  fra  i  moduli 
di    periodicità,    I    - 
391,  395. 
„         fra  le  caratteristiche 
di  una  superficie,  II 
-296. 
„         fra  le  distanze  di  cin- 
que punti  dello  spa- 
zio, II  -  49. 
„         fra  le  distanze  di  quat- 
tro punti  del  piano. 
Il  -  28. 
„         metriche  in  forma  pro- 
iettiva, II  -  882. 
Resìdui  di  una  funzione,  I  -  335. 
Resti  biquadratici,  I  -  586. 
„      cubici  e   di   ordine  supe- 
riore, 1-567,  589. 
„      quadratici,  I  -  562. 
Resto  di  Cauchy  (per  la  serie  di 
Taylor),  I  -  145. 
„      di  Lagrans-e  (per  la  serie 
di  Taylor),  I  -  145. 
Reti  di  complessi  lineari,  11-548. 
„    di  curve,  II  -  222, 
„    di  quadriche,  II  -  192. 
„    di  superficie,  II  -  333. 


Reti  omaloidiche,  II  -225,  241. 

„    poliedrali,  II  -  796. 
Retta  di  Eulero,  II  -  895. 
„       di  Simpson  o  di  Wallace, 
II  -  769,  898. 
Rette  armoniche,  II  -  25. 
„      che  tag-liano   4  rette,  II  - 
536. 
„      coniugate  rispetto  ad  una 
conica    II  -  139. 
„      coniugate  rispetto  ad  una 
quadrica,  li  -  163,  175, 
„      di  una  superficie,  II  -  317. 
„      di  una  superficie  di  3.o  or- 
dine, II- 407,  410,  413,  414. 
„      immaginarie,  II  -  26. 
„      inflessionali,  II  -  250. 
„      limiti  o  di  fuga,  II  -  45. 
„      normali  ad  una  curva,  Il 

-  631. 
„      normali  ad  una  superficie, 

II  -  636. 
„      osculatrici  ad  una   super- 
ficie, II  -  290. 
„      polari  per  una  curva  stor- 
ta, II  -  653,  654. 
„      polari  reciproche  rispetto 
ad  una  quadrica,  11-163. 
„      recìproche  in  una  polari- 
tà, li  -  48. 
„      singolari  di  un   comples- 
so, II  -  539,  552,  554. 
„      unite,  Il  -  48,  62. 
Rìemanniane,  I  -  379,  II  -  803. 
„  in  senso  proietti- 

vo, II  -  811. 
„  regolari,  Il  -  808. 

„  simmetriche,  II  - 

808. 
Rigate  con   curve   direttrici,  Il 

-  518. 
„       dello  spazio  ordin.,  II  - 

515-524. 

„       dell'iperspazio,  li  -  831- 

832. 

di  3.0  ord.,  II  -  394-395. 

„       di  3.0  ord.  di  Cayley,  II 

-  395. 
„       di  4.»  ordine,  II  -  481. 

„       dì  5.0  ordine,  II  -  503. 

„       di  una  congruenza,  II  - 

727. 

„       intersezioni  complete  di 

tre  complessi,  11  -  522. 
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Risolvente  (di  un'equaz.),  1  - 128. 

„  deir  equazione  di  4." 

g^rado,  .i  -  116. 

di  Galois,  I  -  128,  li 

-  809. 
Risultante,  I  -  107. 

„  di  due   quadratiche, 

I  -  291. 

„  di  una  cubica  e  una 

quadratica,  I  -  297. 

„  di   due   cubiche,  1  - 

298. 

„  di  una  biquadratica 

e  della  propria  Hes- 

siana,  I  -  301. 

„  di  una   biquadratica 

e  una  quadratica,  I 

-  302. 
„           di  una  biquadratica 

e  una  cubica,  I  -  303. 
„  di  due  biquadratiche, 

i  -  304. 
„  di  una  forma  di  5.o 

ordine  con  altra  for- 
ma, I  -  305. 
r,  di  una  sestica  e  una 

cubica,  I  -  305. 
Rullette,  II  -  741. 


Schiere  di  coniche,  II  -  152. 

„       di  quadriche,  II  -  192. 
Scomposizione  delle  funz.  fratte 
razionali,  I  -  20. 
„  delle  singolarità 

per  le  curve  pia- 
ne, II  -  246. 
„  delle  singolarità 

per  le    superfì- 
cie, II  -  340,  344. 
Secanti  multiple    di  una  curva 

storta.  Il  -  328. 
Segare,  II  -  5,  819. 
Seminvarianti,  I  -  289. 
Serie,  I  -  73. 

„    armonica,  I  -  83. 
^    binomiale,  I  -  147, 
„    ciclometrica,  I  -  148. 
„    di  Bessel,  I  -  527. 
„    di  Fourier,  I  -  538. 
„    di  funzioni   di  Bessel,  I  - 
546. 


Serie  di  funzioni   sferiche,   I   - 
542,  545. 
„    di  Lagrange,  I  -  537. 
„    di  Lambert,  I  -  84. 
„    di  potenze,  I  -  136, 172,  322. 
„     di  Taylor,  l  -  149-150. 
„    di  Wronski,  I  -  536. 
„    equiconvergente,  I  -  74. 
„    esponenziale,  I  -  148. 
„    geometrica,  1  -  148.  '■"^ 

„    goniometriche,  I  -  148. 
„    ipergeometrica,  I  -  509. 
„    logaritmitica,  1  -  148. 
„    trigonometriche,  I  -  538. 
Serpentine,  II  -  260,  261. 
Settrici  (v.  curve  settrici). 
Sezioni  circolari  in  una  quadri- 
ca,  II  -  181. 
„        del  toro,  II  -  765. 
Sfere,  Il  -  166,  178,  599. 
-    con  p  manichi,   I  -  381,  II 
-  806. 
„      ortogonali,  II  -  601. 
„      osculatrici,  11  -  661. 
„      tangenti,  li  -  601. 
Simiglianza,  II  -  43,  61. 
Simmetroide,  Il  -  428. 
Sizigie,  I  -  289. 

Simboli  di  Christotfel,  II  -    675, 
849,  850. 
„        di  Eisenstein  per  il  ca- 
rattere cubico,  I  -  589. 
„        di  Jacobi   per  il  carat- 
tere biquadratico,  I  - 
586. 
-        di  Legendre,   I  -  563, 
566. 
Simediana  di  un  triangolo,  II  - 
892. 
Singolarità  delle   curve   gobbe, 
II  -  318. 
„  delle   curve   piane. 

Il  -  196. 
„  delle  super.,  11-315. 

„  di  una  rigata,  li  - 

517. 
Sinusoide,  II  -  779. 
Sist,  compi,  di  forme   invarian- 
tive.  1-290,11-  102. 
„  „        di    forme    quadrat. 

qualunque,  11-119. 
„  fl        dì  una  o  più  forme 

li)inarie     lineari    o 
quadrai.,  1  -  291. 
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Sist.  compi,  di  una  forma  bina- 
ria cubica,  I  -  294. 
„         „        di  due  binarie  cubi- 
che, I  -  297. 
„  „        di  una  quadratica  e 

cubica,  I  -  295. 
„  „        di  una  binaria  di  6.o 

ordine,  I  -  305. 
„  „        di  una  binaria  di  6.0 

ordine  e  una  qua- 
dratica, I  -  306. 
„         „        di   una  binaria  bi- 
quadratica, I  -  299, 
„         „        di  una  binaria  qua- 
dratica e  biquadra- 
tica, I  -  302. 
„         „       di  una  binaria  cubi- 
ca e  biquadratica, 
1-303. 
n         „        di  due  binar,  biqua- 
dratiche, 1  -  303. 
„  „        di  una  binaria  di  5.0 

ordine,  I  -  304. 
„  „        di  una  binaria  di  5.° 

ordine  insieme  ad 
altra  forma,  1-305. 
„  „        di  una  binaria  di  7.o 

ordine,  I  -  306. 
„         „        di  una  binaria  di  8.^ 
ordine,  I  -  309. 
«         „       di  una  o  più  terna- 
rie quadratiche,  Il 

-  154. 
fl          „        di  quaternaria  qua- 
dratica, II  -  195. 

„         „        di  una   forma  ter- 
naria cubica.  II  - 
263. 
„         „        di   una   forma  ter- 
naria biquadrat.,II 
-286. 
„         „        di  una   forma  qua- 
ternaria cubica,  II 

-  419. 
Sistemi  di  equazioni  differenzia- 
li, I  -  215. 

„        isotermi,  II  -  670. 
„        lineari   di   curve  piane, 
II  -  219. 
„       lineari  di  superficie,  II 

-  333. 
„        nulli,  II  -  62,  357,  545. 

y,        nulli  di  ordine  superio- 
re, II  -  580. 


Sistemi  omaloidici  di  curve,   II 

-  225. 
„        omaloidici  di  superficie. 

II  -  338. 
„        piani,  II  -  4,  41. 
„        piani  collineari   o  omo- 
grafici 0  proiettivi,  lì  - 
41. 
„        piani  correlativi  e  dupli 
o  reciproci,  II  -  7,  46. 
„        piani  omologici,  II  -  7, 
44. 
„        polari,  II  -  72. 
„        qualunque  di   curve,  II 

-  616. 
„        tripli  di  superficie  orto- 
gonali, II  -  718. 

Sottangente,  II  -  633. 
Sottogruppo,  I  -  39. 
Sostituzioni  (fra  n  elem  ),  I  -  36. 
„  (fra  il   elem.)  abe- 

liane,  I  -  51. 
„  (fra   n   elem  )  arit- 

metiche, 1-49. 
„  (fra   n  elem.)  geo- 

metriche o  lineari, 
I  -  50. 
„  (fra  71  elem.)   orto- 

gonali, I  -  51. 
„  lineari    (su   di   una 

variabile),  I  -  348. 
„  (lin.)   ellittiche,  I  - 

349. 
„  (lin.)  infinitesimali, 

I  -  353. 
„  (lin.)  iperboliche,  I 

-349. 
„  (lin.)lo8sodromiche, 

I  -  349. 
„  (lin.)  paraboliche,  I 

-  349. 
„           (lin.)  proprie  e  im- 
proprie, I  -  572. 

Spazi  a  curvatura  costante,  II  - 
855-890. 
„      ad  n  dimensioni,  II  -  814. 
„      collineari,    omografici     o 
proiettivi,  II  -  59. 
„      correlativi  o  duali,   o  re- 
ciproci, II  -  8,  62. 
„      di  piani,  II  -  4,  49. 
„      di  sfere,  II  -  599. 
„      lineari,    II  -  814,  815-816, 
852-855. 
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Spazi  lineari  osculatori  ad  una 
curva,  II  -  844 
„      preudosforici   o  di^Lobat- 
schewsky  o  iperbolici,  II 
856-890. 
„      punteffg^iati,  II  -  4,  49. 
„      sferici  o  di  Riemann  o  el- 
littici, II  -  856-890. 
„      unilateri   e   bilateri,    Il  - 
796. 
Speranza  matematica,  I  -  608. 
Spig-olo  di  regresso,  li  -  663. 
Spirali,  II  -  771. 

„        d'Archimede  o  di  Conon, 
II  -  771. 
„        iperboliche,  II  -  773. 
„        logaritmiche,  II  -  772. 
„        paraboliche  o  di  Format, 
II  -  773. 
„        sinusoidi,  II  -  774. 
Spiriche  piane  sferiche,  II  -  765, 
785. 
Stelle  di  piani,  II  -  4,  48. 
„      di  rette,  II  -  3,  48. 
„      omolofifiche,  II  -  7. 
Steineriana  di  una  curva  piana, 
II  -  213. 
di  una  rete,  11-222. 
„  di  una  superficie,  II 

-  332. 
di  tre  curve,  II  -226'. 
Strofoidi,  II  -  752. 
Sunnormale,  II  -  633. 
Superfìcie    a    curvatura    media 
costante,    II    -    707, 
715. 
„         a  curvatura  totale  co- 
stante, II  -  699. 
„         anallamatica,  11-462, 
732. 
„  a  sezioni  razionali  el- 

littiche o  iperellitti- 
che,  II  -  526. 
„         bicircolare,  II  -  461, 
463. 
bilatera,  II  -  787. 
canale,  II  -  718. 
„  caustica,  II  -  735,  737. 

„  cilindrica,  II  -  743. 

conoidi.  Il  -  739. 
„  conica,  li  -  743. 

„         conoide,  II  -  744. 
„  cubica   di  Cayley,  II 

-  399,  400. 


Superficie  deg-li  spazi  a  curvat. 
costante,  II  -  867. 
„         delle  onde   o  di  Fre- 
snel,  II  -  445. 
„         del  tipo  di  Liouville, 
II  -  673,  690. 
„         del  tipo   di  Liouville 
estese,  II  -  868. 
„         diagonale  di  Clebsch, 
II  -  405. 
di  Appell,  II  -  717. 
„  di  Bianchi,  II  -  703. 

di  Clifford,  II  -  868. 
„  di  complesso,  11-538. 

di  Dini,  II  -  703. 
di  Enneper,  II  -  703. 
di  Goursat,  II  -  717. 
di  Kumraer,  II  ■  430, 
552. 
„  di  Riemann,  1  -  379, 

II  -  803. 
„         di  Riemann  in  senso 
proiettivo.  II  -  811. 
„  di  Riemann  regolari, 

II  -  809. 
„  di    Riemann   simme- 

triche, II  -  808. 
„         di  rotazione,  li  -  748. 
di  Veronese,  II  -  833. 
di  Weddle,  II  -  426. 
di  3.«  ordine,  II  -  386, 
400. 
„         di  3."  ordine   a  punti 
singolari,  lì  -   388  e 
seg.,  399. 
di  4.0  ordine,  II  -  422, 
424,  425. 
„         di  4.0  ordine  con  co- 
nica doppia  o  cuspi- 
dale, II  -  450,  458. 
„  di  4.0  ordine  con  co- 

nica e  retta  doppie, 
Il  -  486. 
„         di  5.0  ordine  con  cu- 
bica   storta    doppia 
non  degen..  Il  -  484. 
„  di  4.0  ordine  con  due 

rette  doppie,  II-  490. 
„  di  4."  ordine  con  in- 

finite coniche,  11-447. 

-  di  4.*^  ordine  con  pun- 

ti tripli.  II  -  493. 

-  di  4.0  ordine  con  ret- 

te, II  -  493. 
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Superficie  di  4."  ordine  con  ret- 
ta doppia,  II  -  471. 
,,         di  4.0  ordine  con  ret- 
ta tripla,  II  -  481. 
„         di  4."  ordine  con  tre 
rette  doppie,  II  -  487. 
„         di  4.°  ordine  raziona- 
li, li  -  493. 
„         di  5.»  ordine   non  ri- 
grate, II  -  494. 
„  di  5.0  ordine  rig-ate, 

lì  -  499,  503. 
„         di  6.0  ordine  o  classe, 
II  -  507. 
„         di  6."   ordine  svilup- 
pabili, II  -  510. 
„         di  7.0   ordine  svilup- 
pabili,  li  -  514. 
„  di   sing-olarità   di  un 

complesso,  Il  -  539. 
„  evolute,  II  -  715. 

„         focale    di    una    con- 
gruenza, 11-581,727. 
„         grobbe,  II  -  292. 
„         inverse,  II  -  731. 
„         limiti   per    una   con- 
g-ruenza,  II  -  727. 
.   „         medie   per   una  con- 
gruenza, II  -  727. 
„         meridiane   o  equato- 
riali, Il  -  538. 
„         minime,  II  -  709. 
„         minime  ad  una  faccia, 
II  -  712. 
„         minime  associate,  11 
-711. 
„         minime  coniugate  in 
applicabilità,  II -711. 
„         minime   di   Enneper, 
II  -  712. 
„         minime  diHenneberg, 
II  -  712. 
„         minime   di    Scherk  o 
di  traslazione,   II  - 
714. 
„         minime   di  Schwarz, 
II  -  713. 
„         minime  negli  spazi  a 
curv.  cost.,  II  -  868. 
„         modanate.  Il  -  679. 
„  monoidi,  li  -  305. 

„         omaloidi  o   razionali 
o  unicursali,  II  -  338, 
5:^6. 


Superficie  osculatrici,  II  -  661. 

parallele,  II  -  739. 

„         polari,  II  -  330. 

„         pseudosferiche  ,  Il  - 

699,  701. 

„         rigate  dell'iperspazio, 

II  -  83),  832. 

„         rigate     dello    spazio 

ordinario,   II   -  515, 

524. 

„  rigate  di  3  "   ord.,  II 

-  394,  395. 
„         rigate   di  4."  ord.,  11 

-  481. 
„         rigate   dì  5."  ord  .  li 

-  503. 
„  -      rigate    di    una    con- 
gruenza, II  -  727. 

„  rigate  intersez.  di  tre 

complessi,  II  -  522. 

„  romana  di  Steiner,  II 

-  474,  478. 
„          sviluppabili  (in  gene- 
rale), II  -  292,  603. 

„  sviluppabili  bitangen- 

ti  ad  una  sup.  gob- 
ba, II  -  295. 
„  sviluppabili  di  4.o  or- 

dine, II  -  480. 
„  sviluppabili  di  5.»  or- 

dine, II  -  499. 
„  sviluppabili  di  6.°  or- 

dine, II  -  510. 
„         sviluppabili  di  7.°  or- 
dine, Il  -  514. 
„  sviluppabili     oscula- 

trici   di   una  curva 
storta,  II  -  293,  663. 
„         sviluppabili    planari, 
II  -  514. 
„         svilupp.  polari  di  una 
curva  storta,  lì  -  663. 
„  svilupp.  rettificanti  di 

una  curva  storta,  II 

-  664. 
unilatere,  II  -  787 

-         unilatere   di  Mobius, 
II  -  787. 
ir,  II  -  716,  717. 
Sviluppo  di  una  funzione  in  se- 
rie di  Fourier,  I  -  538. 
„         di  una  funzione  in  se- 
rie di  funzioni  di  Bes- 
sel,  I  -  516. 
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Sviluppo  dì  una  funzione  in  se- 
rie di  funzioni   sferi- 
che, I  -  ^é2,  545. 
„         di  una  funzione  in  se- 
rie di  Taylor,  I  -  144. 


Tacnodi,  II  -  206. 

Tagli  su  di  una  superfìcie,  II  - 

788. 

Tangenti  ad  una  curva  piana  o 

storta,   II   -  196,  292, 

631,  632,  634. 

„         ad  una  superficie,  II 

-  290. 
„          coniugate  ad  una  su- 
perficie, II  -  682. 

„  di   contatto    tripunto, 

quadripunto,  ecc.  con 
una  rigata,  II  -  523. 
„         d'inflessione  o  di  fles- 
so, II  -  201,  320,  836. 
„  doppie  delle  quartiche, 

II  •  274,  278. 
„         doppie   e  multiple,  II 

-  197. 
„          singolari  a  curve>  Il  - 

201,  320,  322. 
„  stazionarie   o  di  con- 

tatto tripunto  con  una 
curva,  Il  -  201,  320 
Teorema  della  conservazione  del 
genere  per  due  super- 
ficie, II  -  340. 
„         della  media   aritmeti- 
ca, I  -  613. 
„  del  resto,  II  -  232. 

„  del  valor  medio,  1- 143. 

„         di  Abel  sugli  integrali 
abeliani,  I  -  400. 
„  di  Abel  sulla  divisione 

della  lemniscata,  II  - 
758. 
„         di  addizione  algebrico 
per   le   funzioni  abe- 
liane,  I  -  462 
y,         di  addizione  per  le  fun- 
zioni ellittiche,  I -  366, 
413,  430. 
di  Beez,  II  -  853. 
„         di  Beltrami  per  le  con- 
gruenze normali.  Il  - 
727. 


Teorema  di  Beltrami  sulle  geo- 
detiche, II  -  701,  857. 
di  Bonnet,  II  -  698. 
di  Bour,  II  -  b^7. 
„  di  Brianchon,  II  -  128. 

„         di  Brill   sulle   varietà 
pseudosf.,  II  -  866. 
„         di  Carnot  per  le  coni- 
che, Il  -  144. 
„         di  Carnot  per  una  cur- 
va piana,  II  -  212. 
„         di  Cartesio  per  le  ra- 
dici di  un'equazione, 
I  -  122. 
di  Ceva,  II  -  85. 
„         di  Chasles  sulle  carat- 
teristiche, II  -  618. 
„         di   Chasles   sulle  lem- 
niscate, II  -  759. 
di  Clairaut,  II  -  689 
„         di  Clebsch  per  le  for- 
me  invariantive,    I  - 
280. 
„         di    Clebsch   sui   com- 
plessi, II  -  540. 
„         di  Clifford   sui  gruppi 
di  punti  di  una  cur- 
va, II  -  234. 
„  di  Clifford  sulle  curve 

negli   iperspazi,   II  - 
841. 
„         di  Cotes  per  una  cur- 
va pianai  II  -  212. 
„         d'Alembert  o  di  Gauss, 
I  -  99,  337. 
„         di  Delaunay  sulle  cur- 
ve meridiane  dell'on- 
duloide  e  nodoide,  II 
-  708. 
„  di  Desargues,  II  -  129. 

di  Dirichlet,  I  -  551. 
„  di  Dupin  sui  raggi  di 

curv.  delle  sup.,  Il  - 
682,  866. 
„  di   Dupin    sui    sistemi 

tripli  ortogonali,  II  - 
710. 
„  di  Eulero  generalizza- 

to per  i  poliedri  deg-li 
spazi  qualunque,  II  - 
,  8^2. 
„         di  Eulero  generalizza- 
to  per   le  reti  polie- 
drali,  Il  -  796. 
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Teorema  di  Eulero  sui  poliedri, 
Il  -  797. 
„  di  Eulero  sulle  funzio- 

ni omog-enee,  1  -  140. 
„  di   Fag-nano   sugali  ar- 

chi di  ellisse   o  iper- 
bole, II  -  746,  747. 
„         di  Fag-nano  sulla  divi- 
sione della  lemnisca- 
ta, II  -  758. 
„         di  Format,  I  -  559. 
„         di  Fermat   generaliz- 
zato, I  -  589. 
„         di   Fermat   sulla  rap- 
presentazione   di   un 
numero  come  somma 
di   due   quadrati,  I  - 
581. 
di  Feuerbach,  II  -  896. 
„         di  Gerg-onne  sulle  cau- 
stiche, II  -  736. 
„         di  Giacomo  Bernoulli, 
I  -  610. 
„         di  Green,  I  -  187 
„         di  Habich  sulle  peda- 
li, II  -  734. 
„  di  Halphen  sulle  curve 

gobbe,  II  -  309. 
„  di  inversione  di  Jaco- 

bi.  1  -  458. 
„  di  Jacobi  sulle  funzio- 

ni periodiche,  I-  364. 
„         di  Lag-uerre  per  l'an- 
golo di   due  rette,  II 
-  41,  884. 
„         di  Lag:uerre  per  le  ra- 
dici di  un'equazione, 
I  -  123. 
„         di  Lambert,  II  -  876. 
„  di  Landen  sug-li  archi 

di  iperbole,  II  -  747. 
„         di  Leg-endre  pei  trian- 
goli sferici,  Il  -  97. 
„         diLeg-endre  sugli  ang. 
di  un   triang.   piano, 
II  -  875,  876. 
V         di    Maclaurin   per    le 
coniche,  II  -  128. 
„  di  Maclaurin  per  una 

curva  piana,  il  -  213. 
^         dìMalus-Dupiuperuna 
congruenza  normale, 
11-727. 
„         di  Menelao,  II  -  85.     I 


Teorema  di  Meusnier,  II  -  681. 

„         di   Mittag-Leffler,   1  - 

344. 

„  di    Newton     per    una 

curva  piana,  II  -  212. 

„  di  Noether,  II  -  199. 

di  Pascal,  II  -  127. 
„         di  reciprocità  di  Brill- 
Noether,  Il  -  234. 
„  di  reciprocità  per  i  re- 

sti biquadrat  ,  I  -  587. 
„  di  reciprocità  per  i  re- 

sti cubici,  I  -  589. 
„  di  Riemann-Roch,  I  -. 

385,  II  -  233. 
„         di  Riemann  sulla  con- 
servazione del  gene- 
re, li  -  244. 
di  Rolle,  I  -  122,  143. 
„  di  Saccheri,  II  -  876. 

„  di  Steiner  relativo  alle 

coniche,  II  -  128. 
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